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INTÉGRATION    DES   FONCTIONS    ALGÉBRIQUES. 

294.  Nous  avons  indiqué  dans  le  premier  livre  [chap.  III 
et  IV]  les  principes  de  la  théorie  des  quadratures  et  de  l'in- 
tégration des  fonctions  d'une  seule  variable  :  principe  dont 
la  connaissance  nous  était  dès  lors  utile,  tant  pour  nous 
former  une  idée  générale  de  la  nature  et  des  applications 
de  l'analyse  infinitésimale,  que  pour  l'éclaircissement  de 
certains  points  de  doctrine  que  l'on  a  coutume  de  rattacher 
<ivi  calcul  différentiel.  Maintenant  nous  entrons  dans  le  cal- 
cul intégral  proprement  dit  ;  et  il  s'agit  d'abord  d'étudier 
les  procédés  d'après  lesquels,  étant  donnée  une  fonction 
différentielle  d'une  seule  variable,  on  en  trouve  l'intégrale, 
quand  on  peut  exprimer  analytiquement  cette  intégrale 
sous  forme  finie,  en  n'employant  que  les  fonctions  algébri- 
ques ou  les  fonctions  transcendantes  déjà  connues. 

T.   II.  i 
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Lorsque,  pour  intégrer  une  fonction  fxdx,  on  la  décom- 
pose en  plusieurs  autres  dont  on  connaît  les  intégrales,  ce 
procédé 's'appelle  intégration  par  décomposition.  Exemple  : 

ydx         r{sm^x '\- cos^x)dx /"■  dx  /' dx 

siu^  X-  cos^a;      J        sin^j:'  cos'j?  ^  cos'a;      -^  siu*x 

=  tang  X  —  cot  X  +  comt. 
Si  l'on  pose 

X  :=  (jft,      dx  —  f'tdt, 

la  fonction  fxdx  deviendra  une  fonction  différentielle  de  t, 
de  la  forme 

f{'J).:p'tdt. 

En  admettant  que  l'on  sache  intégrer  cette  dernière  fonc- 
tion, il  suffira  de  substituer  pour  t,  après  l'intégration,  sa 
valeiu'  en  x^  et  l'on  aura  l'intégrale  de  la  proposée.  Ce  pro- 
cédé s'appelle  intégration  jaar  substitution. 
Ainsi^  pour  avoir  l'intégrale 

/    xdx 

J  X*  +  a** 
on  posera 

X*  =:  t,  d'où  xdx  =  -  dt: 

l'intégrale  proposée  deviendra 

i   P   dt  i  4 

2  J  r+T^  ^^  2  ^^°  ^'  ■*■"')  +  ^^"*'^-  =  7  log  {X'  +  a»)  +  const . 

Ces  (\vAi\  arlifices  de  calcul,  joints  à  celui  de  Yintcgrn- 
lion  des  parties  [55],  sont  d'un  usage  continuel,  et  la  pra- 
tique ap[)rend  à  les  combiner  de  manière  à  arriver  par  la 
voie  la  plus  courte  au  résultat  cherché  :  on  en  verra  de 
nombreux  exemples  dans  ce  qui  doit  suivre. 

Ç  1".  Fondions  ralionnclles, 

29.').  Une  fonction  dllférentielle  de  x,  algébrique,  ration- 
nelk' cl  eiillÎTc,  peut  toujours  se  décomposer  en  monômes 
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de  la  forme  ax^dx,  et  par  conséquent  peut  toujours  s'inté- 
grer algébriquement,  puisqu'on  a.  par  le  renversement  des 
règles  de  la  différentiation 

x'"dx=. +  const.  (a) 

m  f  1 

Quelquefois  cette  opération  s'abrège  par  des  substitutions. 
Soit,  par  exemple, 

dy  —  {ax  +  b)'"  dx  : 

on  posera  ax-^b^=^t,  et  il  viendra 

1    /'  t  +»  [ax  +  6)-"+' 

y=^l  t"'dt  = 1-  const.  =z  • h  const .        (1) 

a^  a{m+\)  a{m^\ 

Les  formules  {a)  et  (1)  subsistent  pour  des  valeurs  de  m 
positives  ou  négatives,  entières  ou  fractionnaires,  ou  même 
irraiionnelles.  Elles  ne  tombent  en  défaut  que  pour  la  va- 
leur ??i=: — 1 ,  qui  rend  infini  le  terme 


w  +  r 

et  en  effet  Ton  sait  que  dans  ce  cas 


/dx  (b) 

— =zz  loç  X  +  const. 
X 


En  passant  aux  intégrales  définies,  on  a 


«^  ar. 


x^'dx  =: —  ;  {c) 

m  +  i 


et  quand  on  fait  dans  le  second  membre  de  l'équation  pré- 
cédente m= — 1 ,  il  se  présente  sous  la  forme  J,  ce  qui  nous 
montre  que  le  second  membre  de  l'équation  (a),  dans  la 
même  hypothèse,  n'est  pas  infini,  mais  indéterminé,  à 
cause  de  la  constante  arbitraire  qu'il  renferme  et  cpii  doit 
être  supposée  infinie,  en  même  temps  que  le  terme  variable. 
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On  a 

ct(x"+^) 

dm  ^    ' 

donc,  si  l'on  applique  au  second  membre  de  l'équation  (c) 
la  règle  ordinaire  pour  la  détermination  des  valeurs  qui  se 
présentent  sous  la  forme  indéterminée  ~,  on  trouvera 


J 


xdx 

—  =  log  a;  —  log  X,, 


ainsi  qu'on  le  conclurait  directement  de  la  formule  {b). 
Soit 

dy  =' r- .dx, 

^      [ax  +  by 

fx  désignant  une  fonction  algébrique  entière,  et  m  un  nom- 
bre entier  positif  :  on  posera,  comme  ci-dessus,  ax-]-b=t; 
et  après  qu'on  aura  substitué  pour  x,  dans  fx,  sa  valeur 
en  t;  et  effectué  les  développements  des  puissances,  la  dif- 
férentielle dy  sera  la  somme  de  termes  de  la  forme 

. —  dt^z^f'-^dt, 
r 

N  désignant  un  coefficient  constant  ;  au  moyen  de  quoi  la 
détermination  de  l'intégrale  y  sera  ramenée  à  l'intégration 
d'une  suite  de  différentielles  monômes. 

29G.  En  général,  une  fonction  différentielle  algébrique, 
rationnelle  et  fractionnaire,  est  formée  d'une  suite  de  termes 
de  la  forme 

^£dx,  (d) 

fx,  Fx  désignant  doux  polynômes  entiers  en  x.  et  l'on  peut 
toujours  admettre  que  le  numérateur  fx  est  d'un  degré  in- 
férieur à  celui  de  F.r  :  autrement  on  effectuerait  la  division 
algébrique,  et  l'on  transformerait  la  fonction  proposée  en 

Udx  +  ^~.dx, 
Vx 
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îx  désignant  une  fonction  entière  et  ftX  une  fonction  de  de- 
gré inférieur  à  celui  de  F^;  en  sorte  que  l'intégration  de  la 
fonction  ((/)  serait  ramenée  à  ceUe  de  la  fonction 

—  ,ax. 
FiP, 

Ceci  admis,  supposons  que  l'équation  algébrique 

Fa?  =  0  (F) 

n^^ait  point  de  racines  multiples,  et  soient 

a,  a^,...  «:±:pV/=^<.    ^,  ±  p^  v/=^,  etc., 
ses  racines,  réelles  et  imaginaires  :  on  pourra  poser 

Fa?      X-a^  x-a,      X-a^^  {X-yY+f'      {x-y.,y+p,* 

Or,  on  a  (les  coefficients  A,,  M.,  N,-  désignant  des  con- 
stantes) 

y*     A  •//'7T 
— *- —  =  A,  log  {x  —  a,)  -{-  const., 
X  —  a. 

■M.«, +  N,     dx 


y»(M,a?  +  N.)  dx /*  M.(a7  —  «,)  dx 


(a;  -  y_Y  +  p.-'      ^  (a?  -  «.f  +  /3.^    ■     I  ^^  --  «A'  I  ^ 


I.a?  +  N.)  dx /.  M.(a7  —  «.)  rfx    ,     |         pi  jS.- 

/a?  --  fl.\  ' 
KpT) 

M.- ,       ,         ,  M.^.  +  N.-  /a?  —  «A    , 

=  —  log  [{x—yiY  +  p.»]  +  — -; —  arc  tang  {j-j—J  +  ^«ns^; 

en  sorte  que  l'on  obtient  l'intégrale  de  tous  les  termes  dans 
lesquels  se  trouve  décomposée  la  fonction  [d),  et  par  consé- 
quent l'intégrale  de  cette  fonction  même. 

On  déterminerait  les  coefficients  A,,  M,,  N..  par  les  règles 
ordinaires  de  l'algèbre,  en  faisant  disparaître  les  dénomina- 
teurs dans  l'équation  (2)  qui  doit  être  identique,  et  en  éga- 
lant séparément  à  zéro,  après  le  développement,  les  facteurs 
qui  multiplent  chaque  puissance  de  x.  On  obtiendrait  ainsi 
autant  d'équations  du  premier  degré  entre  les  inconnues 
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qu'il  y  a  d'inconnues  à  déterminer  :  mais  on  peut  aussi  les 
calculer  diroctemenl  par  le  procédé  suivant. 

On  a 

fX A,-  ix,{x—  y..) 

Ix        X  —  a.  Fa; 

ïx  désignant  une  fonction  entière  de  a:  que  l'on  obtient  par 
la  réduction  au  même  dénominateur  de  toutes  les  fractions, 

autres  que — '- — ,  qui  entrent  dans  le  second  membre  de 

X  Cli 

l'équation  (2).  De  là  on  tire 

Fx 

fx  —  ki \-ix.{x~  a,) . 

X  —  a, 

Lorsqu'on  fait  dans  cette  dernière  équation  x=zai,  le  terme 

Fx 
ix.  [x — a)  s'en  va,  la  fraction  — -— •  se  présente  sous  la 

forme  J,  et  sa  vraie  valeur  estF'a,,  quantité  finie  et,  diffé- 
rente de  zéro,  puisque,  par  hypothèse ,  a,  est  une  racine 
simple  de  l'équation  (F)  :  donc  on  a 

^'""F'a.- 
Il  viendrait  de  même 

d'où  _ 

M.  (a.  ±  r,,^--x)  +  N,  =  ±  2P..  V-^ .  !,'(,_  J.^^_^)-        (3) 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres,  à  cause  du  ra- 
dical 1/3Î,  et  qui  suffit  pour  déterminer  les  coefficients 
M.,  N,. 

297.  Si  l'équation  (F)  a  r  racines  réelles  égales  à  a,  on 
ne  peut  plus  poser 

fx  A'  A"  A'"     ,      A,      ,     , 

Fa;         X  —  «        ./■  —  a  x  —  «        x  —  o . 
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car,  à  cause  de  l'indétermination  des  coefficients  A',  A',  etc., 
cette  équation  ne  différerait  pas  da 

fx  A      .      A, 

—  = h '- h  etc., 

Fa?        X  —  a       X  —  a^ 

et  Ton  n'aurait  plus  le  nombre  de  coefficients  nécessaire 
pour  établir  l'identité  ;  mais  on  fera 

fx        A."  A'  A'>-')       ,       A(r)       ,      A, 

— = ! i-..+ ^+etc., 

Fx       x-a^  {x—aY:  {x  —  ay-'       {x  —  ay       x-a, 

d'où 

fx  =  A(')  ?,x  +  A^'-')  (a;  -  a)  F,*  +  . . .  +  A"  (a?  —  a)'-'  F, a? 
+  A'(x  — or-'F,a;  +  (.r  — a^fx,  (4^ 

en  désignant,  pour  abréger,  Y^x  par  le  polynôme  entier 

Fa? 

{x  —  a)'  ' 

et  par  ix  la  fonction  entière  qui  est  le  numérateur  de  la 
somme  des  fractions 

A.  A» 

4- '—  +  etc.. 


X  —  «1        X  —  a. 


après  qu'on  les  a  réduites  au  même  dénominateur. 

On  soumet  l'équation  (4)  à  r — 1  différentiations  succes- 
sives, et  l'on  fait  ensuite  x — a,  tant  dans  cette  équation 
que  dans  ses  différentielles,  ce  qui  donne  : 

fa  =  AWF,a, 

/•'a=:A(^r,a  + A-»'F,a, 

f"a=  A^''F",a  +  2A  'W,a  +  ^Ac-^'F^a,         '  ^^^ 


et  par  le  moyen  de  ces  équations  on  détermine  successive- 
ment les  coefficients  k^'\  A.^'-'\  k^'-'\ . . . k' ,  A'.  Il  est  visible 
d'ailleurs  qu'après  la  décomposition  de  la  fonction  fraction- 
naire proposée,  chaque  terme  de  la  forme 
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ilx 

{X  -  «)' 

s'iiilegrc  algébriquement,  à  l'exception  du  terme 

A' 


X  —  a 


dx, 


qui  s'intègre  par  logarithmes. 

Lorsque  la  racine  a  est  incommensurable,  le  polynôme 
V'x  a  des  coefficients  incommensurables,  môme  dans  le  cas 
oîi  le  polynôme  Yx  n'aurait  cpie  des  coefficients  rationnels  : 
il  est  donc  utile  de  savoir  calculer  les  quantités  F 'a,  F', a, 
F^a,  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  (5),  sans  avoir  be- 
soin de  former  e  poljTiôme  Y^x.  Or,  puisque,  par  hypothèse 

Fa?  =  (x  —  aY  Y^x, 
on  a 

F^'^a?  =  (a;  —  a)'  F/'^a;  4-  -  .r  {x  —  a)-'  F,''-'^a? 
1 

+  !iiZlii  ,•(;.  _  i  )  (a:  —  ay-'  F,('-«^a;  +  etc., 

la  suite  se  prolongeant  jusqu'au  terme 

r{r  —  ])  (r— 2)...(r— 1  +  1)  (a?  — a)'-F,a:, 

pour  les  valeurs  de  i<C.r,  et  jusqu'au  terme 

■^ -^ ^       ^        rt-i;^ 

1.2.3...?'  ^  ^  \  }      i 

=  i(i  —  1)  (i  -  2) . .  .(i  -  r  +  1)  F.(-'^a7, 

pour  les  valeurs  de  i>r.  Ce  dernier  terme  étant  le  seul  qui 
ne  s'évanouisse  pas  quand  on  fait  x=a,  il  vient 

F')a=:r(r— 1)(/'  — 2)...3.2.1.F,a, 
F'+'>a  =  (r  +  1)r(r— 1)...4.3.2.F',a, 

F"^"  a  =  (r  4-  2)  (r  +  1);-. .  .5. 4. 3. F", a,  etc.; 

et  par  suite  on  pourra  chasser  F,a,  F',ff,  V\a,  etc.,  des 
^•quations  (5). 
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298.  Si  réqiiation  (F)  avait  des  racines  imaginaires  mul- 
tiples, Fx  admettant  pour  fadeur 

[{x-^r  +  n. 

on  poserait 

fx  _     M'x  +  K  U"x  4-  ^" 

Fi~  (x  —  o^Y  +  ^'       [{X  -  «)^  +P7  "^"  '  • 

.j L  . î h  etc . , 

et  l'écpation  (4)  se  trouverait  remplacée  par 

fx  =  [W^x  +  m  F,x  +  M>-')[(a?  —  «)=  +/5^]  F^x  +  ... 
+  (M'a;  +  N')  [(a?—  a)*  +  f^'y'  F,x  +  [{x  —  «)'  +  f^']'  ix. 

On  prendrait  les  dérivées  successives  de  cette  dernière 
équation;  on  ferait  ensuite  £c=a+/3i/irî,  et  l'on  aurait  le 
nombre  d'équations  nécessaire  pour  déterminer  tous  les 
coefficients  M^",  W\ 

Admettons  que  ce  calcul  soit  effectué  :  il  s'agira  d'inté- 
grer une  suite  de  termes  de  la  forme 

[{x-uf  +  pr 
pour  les  valeurs  de  i  plus  grandes  que  l'unité.  Or,  on  a 

/-    M(''^«  +  N''    dx 
/■(M'')a?+N'-")  dx /'M«  {X  —  ce)  dx       à  p^--^       '  ~p 

~  "  2(i-1)[(a?  — ^)2+p2]-i  +        ^2.-'      7  {r-  +  l)'" 
en  posant,  pour  simplifier, 

X  —  X 

~  ~~ 
Il  vient  ensuite 

^  ((•  +  ))•    y  (^'+1)'-'  J  (('  +  <)' 
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D'ailleurs,  le  procédé  de  l'inlégration  par  parties,  appli- 
qué à  la  l'une  lion 

thlt  t       'itdt 


donne 

Mt  t  1  .        ^         /'      dt 


^  {t^-i-  i)'~      2  '  {i  —  I  )  {f  +  1)-'  "^  2(1  _  1  )  J   (f2  +  i)--'  • 

Par  la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  (6),  on 
obtient 

/     dt      t  2t  —  3    /»     dt 

J iFTiy    2(i— 1)  [t^  + 1]-^  "^  <i{i—\)j (r^  + 1)-' • 

Mais  en  appliquant  le  même  procédé,  on  ramène  l'intégrale 

et  finalement  de  l'intégrale 

r  dt 

I =  arc  tang  t  4-  const.i 

après  quoi,  il  n'y  a  plus  qu'à  remettre  pour  t  sa  valeur  en 
fonction  de  x. 

En  résumé,  cette  analyse  montre  que  Fou  ramène  à  la 
résolution  des  équations  algébriques  l'intégration  de  toute 
fonction  différentielle,  rationnelle  et  fractionnaire;  et  que 
l'intégrale  d'une  fonction  de  cette  espèce  s'exprime  toujours 
par  des  fonctions  algébriques  rationnelles,  et  par  des  fonc- 
tions logarithmiques  et  circulaires. 

299.  Quand  la  fonction  dilférentielle,  sans  cesser  d'être 
algébrifpic,  devient  irrationnelle,  son  intégrale,  lorsqu'elle 
exist(;  sous  forme  algébrique,  doit  renfermer  tons  les  radi- 
caux irréductibles  (|ui  entrent  dans  la  fonction  dillérentielle, 
et  n'en  p(;ut  pas  renfermer  d'autres  :  ce  qui  revient  à  dire 
([ue  l'idrc  d'une  courbe  algébrique  doit  avoir,  en  fonction 
de  l'abscisse,  précisément  autant  de  valeurs  (réelles  on  ima- 
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ginaires)  que  l'ordonnée  en  comporte,  ou  autant  cfue  la 
courbe  a  de  branches  (réelles  ou  imaginaires). 

Deux  habiles  géomètres  de  cette  époque,  Abel  et  M.  Liou- 
viUe,  ont  fait  connaître  des  méthodes  d'après  lesquelles  on 
peut  reconnaître  si  une  fonction  irrationnelle  comporte  une 
intégrale  algébrique  ou  logarithmicpie,  et  trouver  directe- 
ment cette  intégrale,  quand  elle  est  possible.  Mais  nous  ne 
les  suivrons  pas  dans  ces  généraUtés ,  plus  intéressantes 
pour  le  perfectionnement  de  la  théorie  que  pom^  l'utilité  des 
apphcations. 

Les  fonctions  dont  Tirrationnalité  tient  à  la  présence 
d'un  radical  carré  sont  celles  qui  se  présentent  le  plus  sou- 
vent dans  les  questions  de  géométrie  et  de  mécanique,  et  il 
convient  que  nous  nous  occupions  plus  spécialement  de 
l'intégration  des  fonctions  de  cette  classe. 

§  2.  Fondions  à  radical  carré,  recouvrant  un  polynôme  du  premier  ou  du 
second  degré. 

300.  Si,  dans  la  fonction  à  intégrer,  entrent  rationnelle- 
ment la  variable  x  et  le  radical 

R  =  \/a-\-bx, 

en  sorte  que,  cette  fonction  étant  mise  sous  la  forme 

f{x,Vi).dx,  (e) 

/"soit  mie  fonction  algébricpie  rationnelle  de  x  et  de  R,  on 
posera 

\/'^:Tbx=t,  (7) 

d'où 

t^  —  a      ,         'itdt 
x=—l — ,  dx=—-\  (8) 

b  0 

au  moyen  de  quoi  la  fonction  proposée  deviendra  de  la 
forme  Ytdt,  Yl  désignant  une  fonction  rationnelle  de  l. 
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Admettons  que  le  radical  recouvre  un  polynôme  du  se- 
cond degrt',  ou  c[ii'on  ait 

R  =\/a  +  bx±cx* 

On  pourra,  sans  reslreindi^o  la  généralité,  poser  c=\ , 

ce  qui  revient  à  changer  x  en  -^- ,  en  conservant  d'ailleurs 

aux  constantes  a,  h  leur  indétermination. 
Soit  en  premier  lieu 

Il  =  \/a+6x+x': 

on  posera 

^a^hx^x*  =.t  —  X, 

ce  c[ui  donne 

^»  —  a                a  4rbt  -^-t*                  2(a  +  if  +  t*) 
x  =  - -,      R= ,      dx=— 7—  dt; 

et  par  la  substitution  de  ces  valeurs  la  fonction  (e)  sera 
rendue  rationnelle. 

S'il  s'agit  de  se  débarrasser  d'un  radical  de  la  forme 


R  =  y  a+bx—x*, 

on  représentera  par  a,  |3  les  racines  de  l'équation 

X^  —  bx  —  azizO, 

racines  que  nous  supposerons  réelles,  sans  quoi  le  radical, 
restant  constammeut  imaginaire,  rendrait  imaginaires  tous 
les  éléments  de  l'intégrale ,  et  par  conséquent  l'intégrale 
même. 

On  posera  ensuite 


\   a+bx—x^  =  \/  (X— a)  (P—x)  z=z[x  —  7)t, 
d  où 


X  = 


f'-h  1'  t'  +  i  '  [f  +  \f 

et  la  subslitulion  fera  disparaître  l'irrationnalité ,  comme 
dans  le  cas  i)récédent. 

L'irrationnalité  peut  encore  être  levée ,  lorsqu'elle  tient 
à  la  présence  simultanée  dans  la  fonction  f  de  doux  ra- 
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dicaux  

R  =  V/fl  +  bx.     Ri  =  {/ai  +  bix; 

car,  en  vertu  des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 


ce  qui  fait  retomber  sur  le  cas  précédemment  traité. 

Exemples  : 

dx 

y  a  ^  bx  -r  ex* 

-I  (      b  j 

y=  -^.log     -+  a7\/'c-r  I/o  T  fcx  ^  cx2  H-  ci'ïist.     (9) 

V  c         [zy  c  \ 

dx 
2°  dy  =  — , 

y/  a  -r-  hx  —  cx^ 


^  \/  c  ^  ^         2c^  —  è  -  V  6^  +  4flc 


Pour 

dx 
dy  — 


y  \  -r  x^ 
la  formule  (9)  donne 


;/  =  log  (JC  4-  \/4  -rx-)-T  const., 

ce  qui  s'accorde  avec  l'une  des  équations  du  n"  6b'. 

Pour 

dx 

on  tire  de  la  formule  (10) 


y  ——  2  arc  tang  Jx +  const. 

=  —  arc  tanc: \- const.  (H) 

X 

Mais  on  sait  d'ailleurs  que  la  valeur  de  y  est  dans  ce  cas 
y  =  arc  sin  x  -r  const.  (1 2) 

n  faut  donc  que  les  expressions  (11)  et  (12)  rentrent  Time 
dans  l'autre;  et  en  effet,  si  l'on  pose 

arc  sin  ar  =  ç?,  ou  x  =  siu  ?, 
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les  (^fpiations  (11)  et  (12)  donneront 

expressions  équivalentes,  à  cause  de  T indétermination  des 
constantes  arbitraires. 

*§  3.  Fondions  à  radical  carré,  recouvrant  un  polynôme  du  quatrième  degré. 

301 .  Nous  allons  entrer  dans  une  analyse  beaucoup  plus 
compliquée  en  discutant  le  cas  important  oii  le  radical  qui 
entre  dans  la  fonction  f  est  de  la  forme 

R  ::=:  V^a  -j-  èx  +  ca;^  +  dx^  -f-  ex'*  \  (f) 

et  nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut  y  ramener  celui 
où  la  fonction  renfermerait  deux  radicaux 


V/a  +  Px  +  yxS     \/ai -H  Pia;+ YiX*  ; 

car  on  chasserait  le  premier  en  posant,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  ci-dessus, 

et  la  substitution  de  cette  valeur  de  x  dans  le  second  radical 

le  changerait  en  un  radical  de  la  forme  [f). 

Nous  ferons  remarquer  en  second  lieu  que  toute  intégrale 

de  la  forme 

ff[x,  R)  dx, 

/'désignant  une  fonction  algébrique  par  rapport  ?i  x  et  à 
U,  peut  être  ramenée  à  dépendre  d'une  antre  intégrale  de 
la  forme 

J    W        ' 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  effet,  f  (.r,  R)  ne 
peut  avoir  cjne  la  forme 

9>  +  R| 
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<j>,  <]/^  4>,  W  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Or,  si 
l'on  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  $-R  ¥, 
on  la  mettra  sous  la  forme 

y*  —  n^-^W        (fW  —  y*)  R*     1 

qui  équivaut  à 

R  ' 

f,  F  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x. 

302.  Pour  simplifier  l'expression  du  radical  R,  sans  nuire 

à  la  généralité  du  problème  d'intégTation  qui  nous  occupe, 

désignons  par  t  une  nouyelle  variable,  et  posons 

r  +  st 
x=z : 

i     T    t 

nous  pourrons  disposer  des  coefficients  r  et  s,  de  manière  à 
faire  évanouir  dans  le  polynôme  R^  les  coefficients  des  puis- 
sances impaires  de  t;  et  il  s'agit  de  prouver  qu'on  satis- 
fait toujours  à  cette  double  condition  par  des  valeurs  réelles 
de  r,  s. 

Mettons  le  polynôme  R^  sous  la  forme 

e{X-y)  {X-^)  (x-y)  (x  —  r^), 

«^  |3,  y ,  d  étant  les  racines  de  l'équation  R*  =  0.  On  aura, 
en  substituant  pour  x  sa  valeur  en  t, 

^,  ^e[r-a^s-y)t]  [r-^+{s-^t]  [r-y+(s-y)t]  [r-§^{s-m, 

(1  +  0^ 

et  Ton  fera  évanouir  les  puissances  impaires  de  t,  si  l'on 
pose 

(r_«)(5-p)  +  (r-p)(5-a)=0, 

ou  bien 

2rs  —  (a  +  p)  (r  +  s)  +  2a3  =r  0, 
2rs  — (y+<?)(r4-s)  +  <2rj  =  0  ; 
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d'oïl 


rs  = 


Or,  d'après  la  composition  des  équations  du  second  degré, 
r  et  s  seront  des  quantités  réelles,  si  les  valeurs  de  r-}-s  et 
de  rs  sont  elles-mêmes  réelles,  et  si  l'on  a  en  outre 

(r  +  s)*— 4r5>0, 
ou,  en  substituant, 

(a  —  y)  (a  —  â)  (3  ^  y)  (S  —  (?) 

[.  +  p-(v  +  <y)]  -^       ^  ^    ' 

Lorsque  les  quatre  racines  oc,  |3,  y,  â  sont  réelles,  il  est 
permis  de  supposer  que  ces  lettres  les  désignent  suivant 
leur  ordre  de  grandeur  ;  la  troisième  condition  sera  satis- 
faite, et  les  deux  autres  le  seront  indépendamment  de  toute 
supposition. 

Si  deux  racines  sont  imaginaires,  en  sorte  qu'on  ait 

les  valeurs  de  r  +  ^  et  de  rs  ne  cesseront  pas  d'être  réelles  : 
l'inégalité  (13)  deviendra 

[2,o^-{7-ro)]^  -^     ' 

et  sera  par  conséquent  vérifiée.  On  prouverait  aussi  facile- 
ment qu'il  en  est  encore  de  même,  quand  les  quatre  racines 
sont  imaginaires. 

A  la  vérité,  si  Ton  supposait  a  -|-  P  =7  +  ^ ,  les  valeurs 
de  r-\-s  et  de  rs  deviendraient  infinies;  mais  on  aurait  en 
même  temps 

U»  =  c[x'  —  (a  +  P)  X  +  y[^]  [X*  -  (:c  -h  fo)  X  \  r>\\ 

en  sorte  qu'il  suffirait  de  poser 

«  +  3 
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pour  faire  évanouir  dans  R  les  puissances  impaires  de  t. 

Une  autre  exception  se  présenterait,  si  l'on  avait  a  =  y , 
|3  =  <î;  car  alors  les  valeurs  de  r-f-5,  r  s  prendraient  la 
forme  J;  mais  il  est  visible  que  dans  ce  cas  le  polynôme 
R*  deviendrait  un  carré  parfait,  et  que  la  fonction  à  intégrer 
serait  rationnelle. 

303.  Nous  admettrons  donc  que  l'intégrale 

^Vxdx 

(9) 


f 


R 

est  toujours  ramenée  à  dépendre  d'une  autre  intégrale 

/^Y.tdt 

J  "rT' 

Ri^  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  t,  qui  ne 
contient  point  de  puissances  impaires  de  la  variable  ;  ou^,  ce 
qui  revient  au  même,  nous  admettrons  que,  dans  l'inté- 
grale [g],  le  radical  R  ne  contient  point  de  puissances  im- 
paires de  X. 

On  peut  aller  plus  loin,  et  admettre  que  la  fonction  ra- 
tionnelle Yx  est  également  paire.  En  efTet,  si  elle  était 
impaire,  sa  forme  la  plus  générale  serait 

0, 6),  0,  O  désignant  des  fonctions  paires  de  x.  On  aurait 
donc,  par  une  transformation  analogue  à  celle  du  n°  391 , 

/Vxdx /'/  00  —  wii  \    dx        /•/    w0  —  Sii  \  xdx 
R         /  \0'^  —  a?'n V  '  ÏÏ"      J  U'  — a;2iiV'"R~* 
Or,  dans  la  première  intégrale  du  second  membre,  la  fonc- 
tion qui  multiplie  -tt-  ne  contient  c[ue  des  puissances  paires 
de  x;  et  si  l'on  fait  dans  la  seconde  x^  =  t,  la  fonction  sous 
le  signe  f  deviendra  de  la  forme 

T.  II.  2 
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F,trlt 

ot  }-)Oiirra  iMrc  rendue  rationnelle,  d'après  le  §  2. 

304.  Nous  disons  de  plus  que,  sans  restreindre  la  gé- 
néralité du  problème  qui  consiste  à  obtenir  l'intégrale  (9), 
il  est  permis  de  supposer  le  poljTiôme  R*  de  la  forme 

W  =:{\±p'x-)H±q\c'),  (R) 

les  termes  p*x' ,  q^£c^  devant  être  affectés  du  même  signe, 
positif  ou  négatif. 

En  effet ,  puisque  R^  ne  contient  point  de  puissances 
impaires  de  x,  et  qu'un  polynôme  du  4"  degré  se  décom- 
pose toujours  en  facteurs  réels  du  second,  rien  n'empêche 

de  poser 

R»  =  (m  4-  nx^)  (m'  +  n'a?*), 

m.  n,  m',  n'  désignant  des  quantités  réelles.  Donc  si  l'on 

fait 

.>R 


^''T''^  »})  '>ti'  ^i_  »>'  /•* 


m{m'  +  n'a?')         ni         m'  -}-  n'u:' 
la  variable  t  sera  réelle  en  même  temps  que  x.  On  tire  de 
ces  équations 

j n'm-l^  —  ju  ±  7/2  [/  \  -j- 2(2m'n  — m»')/*  r  m^n'W' 


X 

'în 


f/x  xdx  mât 


,R  rnt{in'  -\-  n'x^)  .      m  +  2n.t'  —  n'nvt^ 

dt 

=  dt  — nrr^rr-: —  . 

y  1   i-  2(2f?i'"«  —  WH')r'  +  m'/i  '<* 

Posons  maiutt 'liant 

/,2  _}_  ,^2  -  +  2('2m'n—  j/m'),  />'  </«  -  m'»'»  : 
il  viendra 

fi*  =  +_  {'im'n  —  »/j?î')  +  2  \/^vi'  «  (»«  h  —  mn  ) 
q*  z=  +  Citii'n  —  vtu')  —  2  \/  tu  n[m'  u  —  tnn') 
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d'où,  en  vertu  d'une  formule  connue  d'algèbre, 


p  =  {/  ±m'n  +  \/±im'n  —  m/i'), 
Q  =  \/~+m'  n  —  \/  +{m  n  —  mn' ), 

On  pourra  disposer  du  signe,  de  manière  à  rendre  réel  le 
radical  iXdzm'n;  et  en  admettant,  ce  qui  est  bien  permis, 
que  l'on  a 

le  second  radical  qui  entre  dans  les  valeurs  de  p  et  de  q 
sera  pareillement  réel. 

En  conséquence,  il  viendra 

X-  = == =^^— ), 

dx  dt 


R  1/(1  ±i>'i')(i +?'«') 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction 

¥{x'')dx 

"IT"' 

on  la  mettra  sous  la  forme 

¥^{f')dt 


\X{\  ±pH^)  (-1  ±qV)* 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  admettre  que  dans  la 
fonction  {h),  le  radical  a  la  forme  indiquée  par  l'équa 
lion  (R). 

305.  La  fonction  F  peut  être  entière  ou  fractionnaire. 
Supposons  d'abord  qu'elle  soit  entière,  en  sorte  qu'il  s'agisse 
d'obtenir  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

/'x'^'dx 

et  posons,  pour  abréger, 

R«  =  (i  +  p^x^)  (1  +  <^V)  ^  1  +  rx^  +  SX'  : 
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OU  aura  identiquement 

dx  ^  Il 

=  -    (2i  —  3)  RV'-*  +  (r  +  Isx'')  a;-'-^l 

=  ^    {%  —  3)  x"-'  +  (2i  —  2)  ra?»'-'  +  (2i  —  1  )  sxA  ; 

et  par  conséquent 

rx^''~hlx  ,     /•a7-'"^(/.Q 

Ra?2'--»  +  con.9^  .=  (2i  —  3)  /  — h  (2i  —  2)r  /   -— - 


. 

R 


Ainsi  l'intégrale  (i)  est  ramenée  à  dépendre  de  deux  autres 
de  même  forme 

et  comme  on  peut  opérer  ainsi  de  proche  en  proche,  il  en 
résulte  qu'en  définitive  l'intégrale  (i)  sera  ramenée  à  dé- 
pendre, quel  que  soit  /,  dos  deux  intégrales 

/ — ^rr^rrr,  (A) 

yX-  dx 
, .  (B) 

Si  la  fonction  F  [x^)  est  fractionnaire,  on  en  extraira  la 
partie  entière  ;  et  le  reste  étant  décomposé  en  fractions  par- 
tielles [§  r'],  on  aura  à  obtenir  une  somme  d'intégrales  de 
la  forme 

J  (x*  +  rtj'R 
Or,  on  a  identiquement 

/      \\x      \ 
'H  (x-^ +  »)-'/ 
dx 

(1   f  2r.T'  f  3.S3?')  (j7'^  +  ff)  —  2(t  —  1)  (1  H-  rx"  -V  f<x')x^ 

~~  (:C«-H«VR  ' 
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d'ailleurs  on  peut  poser 

gf,  h,  k,  l  étant  des  coefficients  que  l'on  déterminera  sans 
difficulté  en  identifiant  les  deux  membres,  et  qui  ont  pour 
valeurs 

^  =  —  (2i  —  5)s,  /i  =  —  {2i  —  4)  {r  —  Sas), 

kz=  —  {2i  —  3)  (^Sah  —  'iar  4^  1  ), ^  =  (2î  —  2)  (a'r  ■-  aV  +  a). 

11  viendra  en  conséquence 

Rx  /^      </a;  ,    ,   /'        dx 

V-  const.  ~-  q  I — : — -  +  h  f — ^^ — — - 

{x"  H-  a)'-^  ^  ^^  (^-  +  ar'^  ^    y  (  x^  +  aJ-'W 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  et  par  un  calcul  de 
proche  en  proche  semblable  à  celui  qui  vient  d'être  indiqué 
pour  l'intégrale  (i),  on  ramènera  l'intégrale  (j)  à  dépendre 
des  deux  intégrales  (A),  (B)  et  d'une  troisième 

/: ""  (c) 

^  {x'^  +  a)  v/  (1  ±  p'^x^)  (1  ±  3*x*) 

Donc,  en  définitive,  l'intégration  de  toute  fraction  ration- 
nelle de  X  et  d'un  radical  carré  recouvrant  un  polynôme  du 
quatrième  degré  en  x,  se  ramène  à  la  détermination  des 
trois  intégrales  (A),  (B),  (C). 

Nous  verrons  plus  loin  quelles  transformations  ultérieures 
les  analystes  ont  fait  subir  à  ces  dernières  fonctions,  quelles 
sont  les  principales  propriétés  dont  elles  jouissent,  et  com- 
ment on  a  pu  dresser  des  tables  des  valeurs  numériques 
qu'elles  acquièrent,  quand  on  assigne  numériquement  les 
limites  de  l'intégration. 
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§  4.  Irrationnelles  binômes. 
306.  Nous  appellerons  irrationnelles  binômes  les  fonc- 
tions de  la  forme 

i\  =  x"'-\a  -^-bx-y,  (Kl) 

p,  q  désignant  des  nombres  entiers,  et  m,  n  des  nombres 
quelconques.  Si  m  et  n  sont  rationnels,  on  peut  les  suppo- 
ser entiers,  sans  restreindre  la  généralité  de  l'expression, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer.  Les  fonctions  Rc/x 
sont  désignées  commmiément  par  la  dénomination  fort  im- 
propre de  différentielles  binômes. 

Si  l'on  pose 

a  +  bx"  =  1% 
il  viendra 

ainsi  \\.dx  sera  rendue  rationnelle  par  cette  transformation, 

si  -  est  un  nombre  entier. 
n 

L'équation  (R,)  peut  être  écrite  ainsi  : 

\\-x     '     (a.r-"+i)'; 
donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  la  fonction  R(/;r  sera 
encore  rendue  rationnelle,  si  le  rapport 

np 


m  + 


L^'^+t, 


n        (p 

se   réduit  à   un  nombre  oulier.   Hors  dos  iloux   cas  que 
l'on  vient  d'indiquer,  la  diirérenliclle  R  rfa;  ne  pourra  en  gé- 
néral ôtre  délivrée  de  Firrationnalité  qui  l'afTecle. 
Quand  on  fait  x'  ^=^1,  il  vient 


Kf/.T  =  -  r      (^  +  Uy  (1/  ; 
11 
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donc  la  détermination  de  l'intégrale  f?\dx  se  ramène  à 
celle  de  l'intégrale 

fx'>>—^  {a  +  hxydx,  (k) 

les  constantes  p.,  v^  pouvant  avoir  des  valeurs  quelconques, 
entières  ou  fractionnaires,  et  même  irrationnelles.  Or,  nous 
allons  faire  voir  que  la  détermination  de  Fintégrale  (A;)  se 
ramène  toujours  à  celle  d'une  autre  intégrale  où  les  valeurs 
des  constantes  p.,  v  seraient  comprises  entre  zéro  et  l'unité. 
307.  En  effet,  l'on  a  en  intégrant  par  parties, 

iPH-— '  (a  -I-  bxY+^ 


x\>--'^  (a  +  bxydx 


J  ^        ,-  .  .„,  „„  (.,  +  1)4 

^'  "'  -  fxv--^  {a  +  bxy+^  dx, 
\bJ 


(v+  1)6- 
et  d'autre  part, 
fx\>--^  {a  4  6)^+1  dx  =  afxi'—^  {a  -j-  bx^dx  +  bfxv—^  {a  +  bxY  dx. 

Ces  deux  équations  combinées  donnent 

\ 

fx^-'^  (a  +  bxydx  = [x^-^  {a  +  bxY+^ 

(a_{-v)6 

^a{iL—\)  fxv-^  (a  +  bxydx] .         (/) 
En  conséquence,  si  la  constante  f^  est  positive,  on  ramè- 
nera l'intégrale  (k)  à  dépendre  de  l'intégrale 

fxv—^(ci-\-bxYdx,  (kl) 

dans  laquelle  l'exposant  de  x,  en  dehors  des  parenthèses, 
est  diminué  de  l'unité,  l'exposant  de  la  parenthèse  restant 
le  même.  Si  au  contraire  la  constante  p.  est  négative,  on  fera 
dépendre  l'intégrale  [k^  de  l'intégrale  [k).  oîi  la  valeur  nu- 
mérique ae  l'exposant  de  x^  hors  des  parenthèses,  se  trouve 
diminuée  de  l'unité.  On  peut  répéter  l'une  ou  l'autre  opéra- 
tion autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire  pour  ramener  l'inté- 
grale (k)  à  dépendre  d'une  autre  intégrale  de  même  forme, 
oîi  la  valeur  de  la  constante  a  tombe  entre  zéro  et  I . 
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Une  réduction  semblaLle  est  applicable  îi  l'exposant  v  ; 
car  on  a 
/b7ii-i  (a  H-  bxydx  z=z  afxv--^  {a  4-  b^-^dx  +  b/x^ia  +  bxy-'^dx; 

la  formule  {l)  donne,  quand  on  y  change  /u  en  fx  -[-  ^  •^*'  '-^ 
en  V  —  1  ^ 

AKa  +  bx)^-^dx  =  — ^ ^ /\     V  i 

et  de  ces  deux  dernières  équations  combinées,  on  tire 

XV-  (a  4-  by  +  a-jfxl'-^  (a  •+  bx^-'^dx 
fxv--^  (a  +  ia?) V^  =  — ^^ —^ — '— ^ . 

fx  +  v 

Enfin   on  réduirait  de  même  les  exposants  [t- ,  v  dans 

l'intégrale 

y(5'  +  ^ixf  (a  +  bx)^dx. 


CHAPITRE  II. 

INTÉGRATION   DES   FONCTIONS   TRANSCENDANTES. 

308.  En  vertu  du  principe  du  n"  294 ,  si  l'on  a  sous 
forme  finie  l'intégrale 

Jftdt  =:  F^  +  const., 

on  aura  aussi  : 

//■(log  x).—  =  F(log  œ)  +  const., 

X 

ff{e').e'dx  =  F(<?)  +  const., 

//■(sin  x) .  cos  xdx  =  P(sin  x)  +  const., 

//■(cos  a;). sin  xdx  =  —  F{cos  x)  +  const., 

ffiX^nZ  X).  — -T,  =  F(tang  x)  +  const., 

/"/■(arc  sin  x) .    ^ , ,  ==  F  (arc  sin  x)  +  const. 

"^  '  1/1— a?' 

Par  exemple,  il  viendra 

=:  arcftang  =:  sin  x)  +  const. , 

\  +  sm^x 

Lorsque  la  fonction  F  ne  peut  pas  s'obtenir  sous  forme 
finie,  les  intégrales  précédentes,  dans  le  cas  oîi  la  fonction 
f  est  algébrique,  sont  au  moins  ramenées  à  dépendre  de 
l'intégration  de  la  fonction  algébrique  ftdt. 

/"désignant  toujours  une  fonction  algébrique,  on  pourra 
rendre  algébriques  les  fonctions 

/"(e"") .  dx,    /"(sin  mx,  cos  mx) .  dx, 
en  posant,  pour  la  première,  e'"  =  f,  et  pour  la  seconde, 
sin  mx  =  t,  ou  cos  mx  =  t.  ^ 

Ainsi  cette  substitution  donnera  : 
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'dx 


P 


^  i  —  sin  X    ,    ^      . 
+  Const.y 


\  -\-  sin  X 
r  dx -  —  fi  '^^ 

J  \  —  2a  COS  vC  4-  a  "J  J 


.arc  tang   ?.  1/  ^  "~  ^^^ ^ 

Li  —  a 


+  eoiist. 


''  —  5-"^  Li  —  a  -J  -^  COS  X  J 

On  rendrait  encore  algébrique  la  fonction 
f  (sin  mx,  cos  7«a7;  sin  zma?,  cos  imx;  sin  i'ma?,  cos  i'mx',. . .)  f/a?, 
/"désignant  une  fonction  algébrique,  et  2',  i' . . .  des  nombres 

entiers;  attendu  que  dans  ce  cas  sin  ïmx^  cos  imx^ 

s'expriment  en  termes  finis,  au  moyen  des  puissances  en- 
tières de  sin  ?nx,  cos  ma^  [77]. 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus 
peut  toujours  s'intégrer ,  après  qu'on  a  changé  par  les  for- 
mules connues  [78]  les  puissances  de  sinus  et  de  cosinus 
en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples,  et  les  produits  de  sinus 
et  de  cosinus  d'arcs  diilérents,  en  simples  sinus  et  cosinus. 
Par  exemple,  on  a 

\   r 

l^m[mx  +  n)  cosipx  -\-  q)dx—  -  /  sin  [(//i  +  p)x  +  ri  +  </]  dx 

+  -y  sin  {{m  —  p)x  h-  n  —  q^x 
__       cos[(w  -i-  p)x  H-  n  +  (/]        tOi[{m  —  p)x  ~\- n  —  q] 
2(^4-/))  2(m  — yy) 

309.  La  détermination  de  l'intégrale 

/'sin\i  X  cos^  xdc  {[*■,  v) 

dépend  do  l'iulégralion  d'une  irrationnelle  binôme:  car  si 
l'on  pose  sin  .r  =  iXt,  cette  l'onction  devient 

\  J  t-r-{\  —t)-r  dt. 
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On  pourrait  donc  employer  les  formules  du  n°  307  à  la 

réduction  des  exposants  [x,  v  ;  mais  il  vaut  mieux  effectuer 

ce  calcul  de  réduction  en  conservant  la  fonction  (p,  v)  sous 

sa  forme  primitive. 

Si  l'exposant  p  est  positif,  on  diminue  cet  exposant  sans 

augmenter  v,  en  vertu  des  équations 

/  sin  v-x  cos  ''xdx  =/ sin  ^~'^x  cas  ^x . sin  xdx 

sin  1^—137  cos  ^+^3?        w  —  i    p 
= — H /  sm  H— 237  cos  •'+'^xdx, 

/"sin  v-—^x  cos  ^+'^xdx  =■  /sin  v-—'^x  cos  ^a?c?a;  —  /  sin  vx  cos  ^xdx, 

d'où  l'on  tire 

sin!^— ia7cos^+i^      u. — 1   /  .  ,     ,  v 

fi\nv-x  zc)'s.''xd3c=i \.  ' I  smi^— ^xcosvjjf/a? .  (p) 

p.  -H  V  y.  -[-  V  y 

Si  l'exposant  v  est  positif,  on  diminue  cet  exposant  sans 
augmenter  (x,  en  employant  la  formule  suivante  à  laquelle 
on  est  conduit  par  un  calcul  analogue  : 
sini^+iaycos^a?       v— 1 
p  -f  V  p-  +  V  • 

On  tire  de  l'équation  {jj) 

^  .  ,        sint^— iir Gosv+ia?   .   p  +  v    /^.  . 

/smt^-2cos^iFrfa?= h /  smi^a?  cos^  a?aj?, 

P  —  1  P  —  \  y 

et  en  changeant  f/.  en  —  p-  +  2, 

/ 008^37  COS^  +  ia?  p  —  y  — 2  /^  COS^J?  .  ,  „ 
-^ dx  =  -^- — +  ^ — /- dx.  (p') 
smV'X              (p — 1)sm!J'-ia7          p  —  \  J  sm^-— ^a? 

On  tirerait  de  même  de  l'équation  (v) 

/sin  v-x  ,              sin  t^+ia?            v  —  p  —  2  /-  sin  l'-a?    , 
dx  =- H ^ / dx.  (v') 
COS  "X               (v  —  1)  cos  V— 137              V  —  1     1/    COS  ^—20? 

Ces  deux  dernières  formules  servent  à  réduire  les  valeurs 
numériques  des  exposants  ix,  v  dans  l'intégrale  {^x,  v),  quand 
ces  exposants  sont  négatifs.  > 

A  l'aide  des  quatre  formules  de  réduction  (fx),  (v),  {ix'), 
(v'),  on  fait  toujours  dépendre  l'intégrale  (ju,  v)  d'intégrales 


sini^+iaycosva?    .    v— 1    /».  ,        ,. 

jsmv-xcos^xdx=: ; 1 /  sin\^xcos''-"^xdx .    (v) 

IJL     —I—    y  II.  -t-  1>  •-' 
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Je  même  forme,  dans  lesquelles  les  exposants  p.,v  tombent  en- 
tre —  1  et  -4-  1  ;  et  lorsque  les  exposants  primitifs  f/,  v  sont 
entiers,  Fintégrale  (|u,v)  est  amenée  à  dépendre  de  Tune  des 


neuf  intégrales  suivantes  : 


/■  dx  =  X  +  C,  /  sin  xdx  =  —  cos  x  -^  G,  f  cos  xdx  =  sin  a?  +  C, 

<     .  /  sin  a? 

/  sm  X  cos  xdx  =  -  sin  ~x  +  C,  /  dx  =  —  log  cos  a?  +  C, 

2  7    cosa?- 

/cosa?  ,        ,       .                f       dx 
~ —  dx  =  log  sm  x  +  C,  / •  =  log  tang  a?  +  C, 
sui  X                                 J    sm  X  cos  X 

/'  dx        ,              X              r  dx         ,  /  "       ^  N       ^ 

^ —  =  log  tang  -  +  G^  / =  log  tang  (  -  +  -  )  4-  G. 
sm  a?         "      °  2            y  cos  a?  "  V  4       S  / 

'310.  Au  lieu  de  ramener  l'intégrale  d'une  fonction 
transcendante  à  dépendre  de  l'intégrale  d'une  fonction  algé- 
brique, on  peut  faire  l'inverse  et  obtenir  ainsi,  pour  cer- 
taines transcendantes  à  différentielles  algébriques,  des  expres- 
sions d'une  forme  plus  simple  ou  d'une  discussion  plus 
facile.  C'est  ce  qui  se  pratique  notamment  pour  les  intégrales 
(A),  (B),  (C)dun°  305.  Soit  en  effet/}"  le  plus  grand  des  coef- 
ficients p%  5*  qui  entrent  dans  la  composition  du  radical 


R  =  \/(4  +p*  X^){K  -\-  q*  X% 

on  posera 

px  =  tang  f, ^  =  c2, 

P'i 

et  les  trois  intégrales  précitées  se  trouveront  comprises  sous 

la  formule  générale 

<A  +  Dsin'A  ^?  . 

^G  -i-  D  sin  \/  V  1  —  c»  sin  V  * 
Si  au  contraire  le  radical  a  la  forme 


/(i 


il  deviendra  imaginaire  pour  les  valeurs  de  x*  comprises 
entre  -,  et  - ,;   en  sorte  (pie  les  trois  infégralos  dans  la 
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composilion  desquelles  entre  ce  radical,  seront  elles-mêmes 
affectées  d'imaginarité,  à  moins  qu'on  n'ait  p^x^  <  \  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  de  l'inté- 
gration. On  sera  donc  autorisé  à  poser 

pip  =  smy,  -7  =  ^^; 

au  moyen  de  quoi  l'expression  (1)  sera  encore  la  forme  gé- 
nérale des  intégrales  (A),  (B),  (C),  c^  désignant  toujours  un 
paramètre  compris  entre  0  et  1 . 
Mais  cette  formule  (1)  équivaut  à 

A'   /'  ^      —  +  B'  /Vi-c^  sin^ç.rfy 

^  [/'\  —  c^  sin-  9  «^ 


+  c'/r 


(1  +  a  sin-y)  Y  \  -  c^-  sin^  9' 

A',  B',  C,  a  étant  de  nouveaux  coefficients  que  l'on  déduirait 
sans  peine  de  A,  B,  C,  D  par  la  réduction  au  même  déno- 
minateur, et  la  comparaison  des  termes  qui  affectent  les 
mêmes  puissances  de  sin  cp.  En  conséquence,  le  calcul  des 
trois  intégrales  (A)^  (B),  (G)  est  ramené  à  celui  des  trois  in- 
tégrales suivantes ,  que  l'on  regarde  avec  raison  comme 
plus  simples, 


/, 


yv^ 


1/1  —  c2  sin^  o 


(I) 


A 


c^  sin-  a. do,  (II) 

(/y 

(1  +  «  sin2  y)  y  \  —  c*  sin»  ?  ' 
*  311 .  Parmi  les  intégrales  qni  rentrent  dans  les  formes 
(I),  (II),  nous  citerons  les  suivantes,  qui  se  présentent  dans 
diverses  applications  importantes, 

/di,  p         cos  -^f/;/ 

\/\  —  gc.cos'^+c^'    J   t/ 1  —  2c .  cos  4/  -|-  c'^  ' 
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Si  l'on  change  de  variable  en  posant  l'équation 

sin  (f  -\-  ■l)=  c  sin  y, 
on  aura 

^  _  [C.COS  y  —  COS  (y  +  ■l)](l-j (cCOSy— \/<  —  c»  sin^)  <<? 

COS  {f  +  •^)  \/ 1  —  c*  sin^  ? 

COS  -^  =  sin  y  sin  (?>  +  i/-)  +  cos  y  cos  (y  +  -^j 
=  c  sin'4-  cos  y  \/  i  —  c*  sin*  ç. 


U^l  —  2c. cos  «}/-fc*  —  C.COS  y  —  1^1  —  c*  sin*  ?> 

et  par  suite 


iXi  —  2c.cos'{'+  c-        -^^  1/1  —  c' 
COS  ^jd}  p      sin^  ^rf-j 


sin^  ? 


/cos  iff  :/                   /^      sm'  çcf-j 
—  '  =  c  /  — •     -  +/C0S  ^a? 

\/ \  —  2c. cos  ^  -j-  c-         ./    l/'l  —  c*  sin*  9 

^    r        dv  \    r . 

312.  Soient  f,  9  deux  fonctions  de  x^  la  première  algé- 
bricpic,  la  seconde  transcendante,  mais  ayant  une  dérivée 
algébrique  9',  et  posons 

fidx  —  i^,    fi^f  . dx  =  fo ,    jUf  . dx  z=.  fj ,  clc .  ; 
l'intégration  par  parties  donnera 

Jîf . dx  z=.  f ,y"  —  V  fï,'/ .  f- ^.dx, 
I  f ,  y' .  f-  ' .  dx  ~  U  f-  '  —  (»  —  1  )  y  f  2  '/ .  /-' .  dx,  etc .  ; 

d'où 

fff.(lx=  U?"  —  nf^f-'  +  »(//  —  4)  fj^"-'  —  .  .  . 
...  ±v[n  —  ])  ...3. 2. 1.^+1, 

l'exposant  n  étant  un  nombre  positif  entier.  En  oonséffuence, 
dans  cette  hypothèse,  et  lorsque  toutes  les  intégrales  f,, 
f,'  •  •  •  f-4-i  ])euvent  s'exprimer  en  termes  finis,  l'intégrale 

fh'dx  (f,  ç/) 

.s'exprime  aussi  en  termes  Huis. 

AiliiM'Ildiis  iii.iiiilcn.'nil  (pic  //  soil  un  uituilirc  enlior  lu'- 
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gatif  ;  OU,  ce  qui  revient  au  même,  considérons  l'intégrale 

en  traitant  n  comme  un  nombre  entier  positif,  et  posons, 
pour  simplifier, 

f 

"7  =  TT,,     — ,  =  7:2,      — 7  =  TTs,  etc.  ; 
?  ?  r 

nous  aurons 
t/  ^o  ^      y»  {n  —  \)f-^       n—\J    f 

et  par  suite 

^  (n-_1)(n  — 2)...3.2.'|y     y' 
En  conséquence,  l'intégrale  (  f,  -j  est  ramenée  à  dépendre 
de  la  transcendante 

Si  l'exposant  n  n'était  pas  entier,  le  calcul  qui  vient  d'être 
indiqué  développerait  les  intégrales  (f,  (f),  (j,A  en  séries 
d'un  nombre  infini  de  termes. 
313.  Prenons  pour  exemple 

f  zr;»"-',  y  =  loga?  : 

les  formules  précédentes  nous  donneront 

X"  r  n 

fx"-'  (log  xy  dxz=i-    (log  xY  —  -  (log  x)"-^ 

n(n  —  \)                              .  n(n—  -1). .  .3.2.11    , 
+  ^^-^  (log  a?)..,,  -  . . .  ±  ^ '- J  +  ^''"■^■^' 
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(loga")""""^"  L(n— OCloga^r-'  "^  (n— 1)(n-2)(logrr)-* 

"^  *  '  (n— 1K*«— 2)..3.2.1  loga^J       (n-1)(n— 2)..3.2.l/    log  a;  ' 

En  posant  x'^y,  on  ramène  Tintégrale 

/x'~^dx    ,     >^  dy 
log  37  ^   log  î/' 

En  vertu  de  la  relation  z  =  \o§x.  on  a  aussi 

//-       ,        rT'^dx        re'-dz 

En  conséquence,  les  deux  formules  obtenues  ci -dessus 
donneront,  sans  nouveau  calcul,  par  la  permutation  des 
lettres  z  et  x, 


n{n  —  1  ) 


x'e^dx  =  —   a?" a?"-*  -j ;; — a;"~'  — 

a  L  a  a- 

n(n—1).. .3.2.1 


..  ± 


'e''=f/i' 


a;"    ~ 


=  —  <?"^ 


4 


Un-'l)r'-' 


a" 

+ 


4-  consl. 


(«) 


(?î  —  I }  [n  —  2)r'-' 


+  . 


e"rfa? 


(71—1)  (»i  — 2) 


a"-'  /-f^ax 

»i  — 2)...3.2.iy     a? 


(n  — 1)  (n  — 2)...3.2.a?- 
Puisque  les  intégrales 

/a?"-'  (log  a?)"rfa',  fx"e'dx, 
peuvent  toujours  s'obtenir  sous  forme  fmie,  quand  n  est  un 
nombre  entier  positif,  il  est  clair  qu'on  peut  assigner  aussi 
en  termes  finis  li'S  intégrales 

ffx .  (log  xydx,  ffx.c'dx, 

/"désignant  une  fonction  algébrique,  rationnelle  et  entière. 
,'{14.  Changeons  a  en  ai/Hl  dans  la  formule  (a);  rem- 
plaçons l'exponentielle  imaginaire  par  sa  valeur  en  sinus  et 
cosinus,  et  identifions  séparément  les  parties  réelles  et  ima- 
ginaires dos  deux  membn^s,  nous  aurons  ; 
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SI n  ci'7*  r          'iliiï  ~  1  )  T 

fxXosax.dx^ \x" ;; — x'"^+n{n—i]{n—^)(n—3)x'-*~... 

^      a     la  a'  J^ 

cosaa^r        n(n — 1)           n{n — 1)(n — '2)(n-3)  -, 

/x''smax.dx= Ix" — x"-'^-] r a;—*—... 

sinaxrn       ,     n(n— 1)(n— 2)  ^ 

a      La  a'  J 

On  trouverait  aussi  toutes  ces  formules  directement,  en 
appliquant  aux  intégrales  des  premiers  membres  la  règle  de 
l'intégration  par  parties. 

On  ramènerait  de  même  les  intégrales 

/^cos  ax .  dx        /^sin  ax .  dx 

J  X'  '    '^  X" 

à  dépendre  des  intégrales  plus  simples 

'cos  ax.dx        /^sin  ax.dx 


/cos  ax.dx        y^s 
a?       '  c/         X 

L'intégration  par  parties  donne  encore 

/»          -,        e"  cosbx      à   /^ 
e"'  cos  bx.dx  = (-  -  /  €"'  sm  bx.dx, 
a  aJ 

/,               e"'  sin  hx       h   r 
e"  sin  hx  dx  = le"'  cos  ox .  dx, 
a             a^ 

équations  d'où  l'on  tire  par  l'élimination 

/'      .    ,      ,        ann  bx  —  b  cosbx  \ 

e"'  sm  bx.dx  = ,  ,    ,, . e'^  -j-  eonst.      I 
a«  +b^  ^  ( 

/•  ,      ,        a  cos  ix  +  è  sin  bx  (      ^^ 

e^  cos  bx.dx  z=  „  .   ,„  .^" -{- eonst       1 

D'ailleurs  on  tirerait  de  la  formule  (a)  les  valeurs  des  in- 
tégrales 

fx^e"'  cos  bx . dx,    fx'e"  sin  ix .  dx, 

T.  II.  3 
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en  y  remplaranl  a  par  a-\-b  i/I^M ,  mettant  pour  l'exponen- 
tielle imaginaire  e''^~'  sa  valeur  en  sinus  et  cosinus,  et 
identifiant  séparément  les  parties  réelles  et  imaginaires  des 
deux  membres. 

Donc  on  pourra  assigner  en  termes  finis  les  intégrales 

ffx .  e"  cos  bx .  dx,    ffx .  e"'  sin  bx  •  dx, 

/"désignanl  toujours  une  fonction  algébri(]ue,  ralionnolle  et 
eiitiùre. 


«Mt»-|r  ^Sf0^m 


CHAPITRE  ÏIÏ. 

DES    INTÉGRALES    DÉFINIES.  INTÉGRATION    PAR    LES    SÉRIES. 

CAS    OU   LA    DÉRIVÉE   DEVIENT   INFINIE.  CAS   OU    l'uNE   DES 

LIMITES   DE  l'intégration   DEVIENT    INFINIE. 


§  1".  Définitions. 

315.  Jusqu'ici  nous  avons  cherché  à  effectuer  l'intégra- 
tion quand  la  fonction  intégrale  peut  être  exprimée  sons 
forme  finie,  au  moyen  des  fonctions  algébriques  ou  transcen- 
dantes déjà  connues.  Avant  d'aher  plus  loin,  il  importe  de 
définir  d'une  manière  précise  ce  qu'on  entend  ptir  fonction 
intégrale  quand  on  ne  peut  pas  l'exprimer  de  cette  manière. 

Soit  fx  une  fonction  qui  reste  finie  et  continue,  quand  x 
varie  de  ic,  à  X.  Prenons  entre  ces  deux  quantités  x^  et  X  un 

certain  nombre  de  grandeurs  intermédiaires,  Xi,  cr,, 

x„_i,  de  manière  à  partager  l'intervalle  X  —  x^  en  inter- 
valles très  petits 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  somme 

Ao -(a^i  —  ^o)  +  fx,.{x,  —  x,)^ 4-  fx„-,.{\  -  ir„_,) 

tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée, quand  on  augmente 
indéfiniment  le  nombre  des  divisions  infiniment  petites. 
Car,  si  Ton  considère  la  courbe  qui  a  pour  équation  y=^fx 
et  Taire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  deux 
ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisses  x„  et  X,  chacun 
des  termes  de  la  somme  mesurant  l'aire  d'un  rectangle  infi- 
nitésimal, il  est  clair  que  la  somme  de  tous  ces  rectangles 
aura  pour  limite  l'aire  de  la  courbe.  Cette  limite  de  la  somme 
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est  ce  que  nous  appelons  Vinlcgrale  définie,  et  nous  la  dési- 
gnerons par  le  symbole 

X 

fx.dx. 


l 


Considérons  maintenant  Pintégrale  définie 

fx .  dx, 


J 


dans  laquelle  nous  supposons  que  la  limite  supérieure  x 
A'arie  de  Xo  à  X  ;  nous  formerons  ainsi  une  fonction  finie  et 
continue  de  x  admettant  pour  dérivée  fx,  et  qui  en  sera  la 
fonction  intégrale  ;  car  nous  savons  que  l'aire  d'une  courbe, 
considérée  comme  fonction  de  l'abscisse,  admet  pour  dérivée 
l'ordonnée  considérée  aussi  comme  fonction  de  l'abscisse. 
Il  est  évident  que  l'on  peut,  si  l'on  veut,  ajouter  une  con- 
stante arbitraire  à  la  fonction  intégrale,  qid  aura  encore  fx 
pour  dérivée,  après  cette  addition. 

Lorsque  la  fonction  proposée  fx  ne  devient  infinie  pour 
aucune  valeur  finie  de  a^,  on  peut  faire  varier  la  limite  supé- 
rieure, d'une  part,  de  t,  à  -}-  <^?  d'autre  part,  de  x„  à  —  oo, 
et  la  fonction  intégrale  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  x. 
Cette  fonction,  augmentée  d'une  constante  arbitraire,  est  ce 
que  nous  avons  appelé  jusqu'à  présent  Y  intégrale  indéfinie. 

316.  Voici  une  propriété  des  intégrales  définies  qui  nous 
sera  très  utile  par  la  suite.  Soit  ox  une  nouvelle  fonction 
qui  reste  finie  et  de  plus  conserve  le  même  signe  de  j*.  à  X. 
Si  l'on  considère  les  fractions 

fxQ.jX^  -  Xq)    fx^.{Xi  —  X,)  A-i(X  — x,-.) 

ta-o  (x,  —  Jîo)' 9>a;,.(a;,  — X,)'  v^,_,.(X  —  a;._i) 

dont  les  dénominateurs  ont  tous  le  même  signe,  et  si  l'on  fait 
la  somme  des  numérateurs  et  celle  des  dénominateurs,  on  sait 
que  la  valeur  de  la  fraction  ainsi  obtenue  est  comprise  entre 
la  }>lus  grande  et  la  plus  ])etite  des  fractions  proposées  ;  tes 
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deux  sommes  ayant  pour  limites  les  intégrales  définies 
/     fx.dx,  I     tfX.dx, 

on  a 

I     fx.dx         -„ 

■'    .v«  /  ^ 


iX  a>^ 


/     tfx.dx 

l  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x,  et  X. 
En  particulier,  si  cpx  =  1 ,  il  vient 

^x 

/     fx.dx  =  {\  —  Xo)-f^' 

§  2.  Intégration  par  les  séries. 

317.  Supposons  que  la  fonction  fx  soit  développable  en 
série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x^  et  X,  et  soit 

fx  —  u^-^u^Ar +  «,-1  +  -^x 

ce  développement,  ^x  désignant  le  reste  de  la  série.  En 
intégrant  entre  des  limites  x'  et  x  comprises  entre  x,  et  X, 
on  a 

I  fx.dx  =1  ^u^dx-^J  u,dx...+J  u„-idx+J  J^x.dx. 
Puisque 

f   ^lx.dx:={x"^x')Ai, 

A.' 

i  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x'  et  x%  et  que 
i|>  l  tend  vers  zéro,  quand  on  prend  mi  nombre  de  termes  de 
plus  en  plus  grand,  il  est  clair  que  la  nouvelle  série  est  aussi 

convergente. 

318.  Prenons  pour  exemple  l'intégrale 
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dont  il  a  ôié  question  à  la  fin  du  dernier  chapitre  ;  on  aura 
en  série  convergente  (x,  et  J7,  étant  deux  quantités  positives 
quelcon(pies),  })our  toutes  les  valeurs  positives  de  x, 

d'où 


/     =  /     f/i^   -  +  «  +  —  H +  etc. 

''  y,      X  ./.v„  \X  4.2  1. -2. 3  ' 

ou  bien 


(2) 


/ 


=log  -L  +  a  0^,  — ^o)  H — 

+  \:..3.;  +  »•-         (=» 

La  série  (i)  étant  convergente,  la  série  (3)  est  ellc-niémc 
convergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x^  et  x^. 

En  développant  en  série  le  radical  t^i— c'sin>  dans  lequel 
on  suppose  c^  <  1 ,  on  trouve 

/•'? ,       /'?  1  r< 

/     V  4— c*  sin*ç.ay  =  /     ^/v[l c"  sin"» c*  sin*  » 

•  ^  o  2  2-4 

1.1.3 

r*"'  siii*  «  —  etc.] 

2. 4. G 

—  ?  —  -  c-  I    siii*  'j(/^ '—  1^  r   sin*  '.^/-j 

ri.3     / 

2.4.6     -'^  ^ 

ClicKiiie  intégrale  partielle  de  lafornie /"  sin^'^rf-^,  l'étant 

lin  nombre  entier,  s'obtiendra  d'après  les  règles  données 
dans  le  précédent  chapitre. 

La  valeur  de  l'intégrale  définie  se  trouve  ainsi  développée 
en  une  série  convergente,  quelle  que  soit  9,  et  dont,  pour 
l'ordinaire,  la  convergence  sera  très  rapide. 

319.  (Jiiand  on  intègre  p.ir  les  séries  une  fonction  difl'é- 
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rentielle  dont  l'intégrale  sous  forme  finie  est  une  fonction 
connue,  on  obtient  (souvent  de  la  manière  la  plus  simple) 
le  développement  en  série  de  cette  dernière  fonction.  Ainsi 
Ton  trouve,  x  étant  <  I , 

/^    dx  /'^,  r.     ^    ,.  ^-3   .  .  1.3.5  . 

arc smx  =  l    — .=^ I    dx\\-\-- x^-^—-x^-\-- a?* 4 etc. 

Jq\/\—x''     Jo       L       2         2.4         2.4.6     ^ 

i    x^       i.3  x'        1.3. 5   x' 

z=x+-. i . 1 . h  etc.,  (4) 

^2    3        2.4    5    ^2.4.6    7  ^        '  ^  ^ 

la  fonction  arc  sin  x  variant  de  0  à  | ,  quand  x  varie  de 
0  à  1. 

Le  développement  de  la  fonction  arc  sin  x ,  suivant  les 
puissances  de  x ,  que  l'on  vient  d'obtenir  très  simplement 
au  moyen  de  l'intégration  par  les  séries ,  aurait  amené  des 
calculs  compliqués ,  si  l'on  avait  voulu  faire  usage  de  la 
formule  de  Maclaurin. 

320.  L'intégration  par  parties  donne 

fxdx  =  xfx — /     f'x.xdx, 

0  y  0 

/fx .  xdx  =-x'-f'x /     f'x.  xdx , 

f'x . x'^dx  =  - x^f'x  —  -  /    f'x. xdx,  etc . ; 
0  3  3t/  0 

d'où  résulte  la  série  suivante,  due  à  Jean  Bernoulli , 

y;M.=/..f-A.^^^  +  r..^^ 

On  aurait  pu  la  déduire  directement  de  la  série  de  Taylor 

F{x  +  h)  =  Fa;  +  F'^.  -  +  F"x.  —  +  F'"^.  — — 

^  i  1.2  1.2.3 
h"                                      /i"+' 
+¥"-'x.  — +  F^{x  +  ok) 


1.2... 71  ^    ^      ^1.2...  (n  -r  1)' 


40  UVHE    V.  CHAPIiKE    lll. 

car,  si  l'on  fait  dans  celle-ci  fi  =  —  x,  on  en  tirera 

Fx  =  F  (0)  -h  ]•■  'a: .  -  —  V"x .  —  +  F"'x , 


{  iM  1.2.3 


1.2.. .7»  '■  1.2....  (n4-1)' 

et  en  poseint  F'.r  =  fx, 


l 


X  X*  x^ 

fxiix  ^11  fx. fx. 1-  fx . 

'  '      1        '        1.2  ^    '        1.2.3 


1.2. ..n   ^'       '  '    '    1.2...(n-l-1) 

C'est   la  même  série  que  celle  trouvée  précédemment  ; 
seulement  le  reste  est  exprimé  d'une  manière  différente. 

321.  Lorsque  la  fonction  fx  n'est  pas  susceptible  de  se 
développer  en  séries  dont  la  convergence  soit  assez  rapide, 
ou  lorsqu'on  n'en  connaît  pas  l'expression  analytique  et 
qu'on  a  seulement  une  table  de  ses  valeurs  pour  des  valeurs 
de  la  variable  indépendante  suffisamment  rapprochées,  on 
peut  toujours  calculer  approximativement  l'intégrale  ffxdx, 
ou  l'aire  de  la  courbe  qui  a  pour  ordonnée  fx,  en  divisant 
l'intervalle  des  limites  de  l'intégrale  en  parties  suffisamment 
petites  Sx  et  en  prenant  la  somme  des  aires  des  rectangles 
qui  ont  pour  base  Ax,  et  pour  hauteur,  soit  l'ordonnée  fx, 
soit  l'ordonnée  f[x  -\-  Ax) ,  soit  une  ordonnée  intermé- 
diaire [33].  L'intégrale //â;c/a;  pourra  être  calculée  par  ce 
procédé  avec  une  approximation  indéfinie,  si  la  fonction  fx 
a  une  expression  mathématique  d'où  l'on  puisse  tirer  les 
valeurs  de  fx  pour  des  valeurs  de  x  indéfiniment  rappro- 
chées :  en  admettant  toujours  que  cttte  fonction  ne  devienne 
point  infinie  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  les  li- 
mites de  l'intégration.  Quand  nous  traiterons  en  particulier 
du  calcul  des  dillérences  finies  et  de  leurs  sommes,  nous 
entrerons  diuis  les  détails  nécessaires  sur  cette  manière  de 
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calculer  approximativement  les  valeurs   numériques  des 

intégrales. 

§  3.  Cas  où  la  dérivée  devient  infinie. 

322.  Poiu-  définir  la  fonction  intégrale 

¥xz=  I     f'X.  dx, 

nous  supposons  que  Xy  partant  de  la  valeur  initiale  x, , 
varie  d'une  manière  continue  ;  tant  que  fx  reste  finie,  la 
fonction  intégrale  étant  finie  et  continue,  a  une  signification 
bien  nette.  Voyons  ce  qui  arrive  lorsque  x  se  rapproche 
d'une  valeur  x^  qui  rend  fx  infinie.  Pour  fixer  les  idées,  soit 
x^y  x^ei  supposons  que  x  croisse  de  x^kx^.  Désignons  par 
h  une  quantité  très  petite^,  mais  fixe,  et  par  e  une  quantité 
plus  petite  que  h  et  que  nous  ferons  décroître  ensuite  indéfi- 
niment, on  a 

y^«.— e  /^x^  —  h  nx^— t 

fx.dx=j  fx.dx  +  /  fx.dx; 

Xo  ^  Xo  ^    T,—  h 

la  première  intégrale  écrite  dans  le  second  membre  ayant 
une  valeur  déterminée,  il  suffit  d'examiner  la  seconde  dont 
les  limites  sont  très  rapprochées,  mais  dans  laquelle  la  fonc- 
tion fx  acquiert  une  valeur  très  grande,  et  que  M.  Cauchy 
nomme  pour  cette  raison  intégrale  singulière. 

En  général,  lorsqu'une  fonction  fx  est  rendue  infinie  par 
la  valeur  x=:x^,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(^X 
{Xi  —  xf  ' 

k  désignant  un  exposant  tel  que  la  fonction  cpo;  ne  devienne 
ni  nulle  ni  infinie  pour  x  =  x^.  Gela  posé,  on  a 

fx.dx 

: =  ?'.ï 

/'«.—  e        lix 

^  X,-  h   {Xi—af 
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d'où 

r^x  —  £        .               r^,  -  e      dx 
I  fx.dx—^l..  ,  (5) 

l  étant  comprise  entre  x^  —  h  et  x^  —  z.  Lorsque  l'exposant 
A'  est  plus  petit  (pu-  l'uuitr.  l'intéi^rale 


/: 


^  _dx       /il-*  —  ,-»-* 

x^-h  {x,  —  xY  1  —k  ^^^ 

ayant  une  valeur  trc's  petite,  l'intégrale  singulière  consi- 
dérée a  elle-même  une  valeur  très  petite,  et  la  fonction  inté- 
grale Yx  conserve  une  valeur  finie  et  déterminée  quand  a- 
tend  vers  ar^ .  Si  la  seconde  intégrale  singulière 

/x,  +  h 
fx  dx 

a  aussi  une  valeur  très  petite,  rien  n'empochera  de  prolonger 
l'intégration  au-di'là  de  la  a  aleur  i\  qui  rend  fx  inlinie. 

Lorsque  l'exposant  k  est  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  l'in- 
tégrale (6)  ayant  une  valeur  iniiniment  grande  quand  e  est 
infiniment  petit  et  ç^  ayant  par  hypothèse  une  valeur  finie 
différente  de  zéro,  l'intégrale  singulière  (5)  accpiert  une 
valeur  très  grande  et  par  conséquenl  la  fonction  Yx  devient 
infinie  quand  x  atteint  la  valeur  x^ .  Dans  ce  cas,  il  est 
impossible  de  prolonger  l'intégration  au-delà  de  la  valeur 
.r,  qui  rend  la  dérivée  infinie.  Cependant  si  l'on  fait  passer 
X  par  une  série  continue  de  valeurs  imaginaires,  on  pourra 
tounier  l'obstacle  et  ])rolonger  riutégratinn  au-delà  de  .t,  ; 
celte  ([uesliun  se  ratache  à  une  théorie  générale  sur  le  pas- 
sage des  fonctions  par  des  valeurs  imaginaires,  théorie 
dont  les  géomètres  se  sont  beaucoup  occu]»és  depuis  quel- 
«pies  années  et  dont  on  trouvera  les  principes  dans  une  ad- 
ililion  placée  à  la  suite  du  présent  volume. 

323.  Nous  avoijs  su[»posé  (pie  la  fonclion  [x  ([ui  devient 
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infinie  pour  x^::=zx^,  pouvait  s'écrire  sous  la  forme 

{Xi—xY' 

(}x  ne  devenant  ni  nulle  ni  infinie.  Ceci  n'a  pas  toujours 
lieu.  Dans  ce  cas,  voici  comment  il  faut  modifier  la  règle 
précédente  :  1°  si  l'on  peut  trouver  un  exposant  k  plus  petit 
que  l'unité  et  tel  que  la  fonction  (cv^  —  a^Yfx  =  ^sx  con- 
serve une  valeur  finie  ou  devienne  nulle  ^ouv  x  =  x^,  il 
est  certain  que  l'intégrale  singulière  a  une  valeur  très  pe- 
tite et  que  par  conséquent  la  fonction  intégrale  ¥x  reste 
finie  ;  2°  si  l'on  peut  trouver  un  exposant  k  égal  ou  supé- 
rieur à  l'unité  et  tel  que  la  fonction  [x^  — xf  fx  =  (fx  soit 
supérieure  en  valeur  absolue  à  une  quantité  fixe  A,  différente 
de  zéro,  fintégrale  singulière  aura  une  valeur  infiniment 
grande  et  par  conséquent  il  y  aura  discontinuité  dans  l'in- 
tégration. 

Soit,  par  exemple, 

"^log  (1  —  x) 


f 


dx 


(juand  X  tend  vers  1 ,  fx  devient  infinie  ;  on  ne  peut  pas 
mettre  cette  fonction  sous  la  forme 


^x 


(1  —  xf' 

de  telle  sorte  que  ^jx  ne  devienne  ni  nulle,  ni  infinie  ;  car 
on  a 

<fX  —  (1 —  xY'ï  log  (1  —  x)\ 

la  fonction  fx  devient  nidle  pour  toute  valeur  de  k  supé- 
rieure à  i,  infinie  pour  toute  valeur  de  k  égale  ou  infé- 
rieure à  {.  Si  l'on  donne  à  l'exposant  k  une  valeur  comprise 
entre  |  et  1 ,  ç.x  devenant  nulle,  il  est  certain,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  que  l'intégrale  conserve  une  valeur 
finie,  quand  x  tend  vers  i .  Cependant  ou  ne  peut  pas  dé- 
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passer  la  valeur  1 ,  sans  avoir  recours  à  la  considération  des 
valeurs  imaginaires,  parce  que  log  (1  —  x)  devient  imagi- 
naire ainsi  que  \yJZI^. 

\  i.  Cas  où  l'une  des  liiniles  devient  inûaie. 

324.  Lorsqu'on  fait  augmenter  indéfiniment  la  limite 
supérieure  d'une  intégrale  délinie,  il  faut  examiner  si  la 
valeur  de  l'intégrale  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée.. 
Ceci  n'a  pas  toujours  lieu  :  par  exemple,  l'intégrale 

siu  a:  f/x  =  1  —  cos  X, 


/■ 


quand  on  fait  augmenter  X  indéfiniment,  varie  sans  cesse 
de  0  à  2  sans  tendre  vers  une  limite  déterminée. 

Quand  la  dérivée  est  périodique,  la  décomposition  de 
l'intégrale  en  une  somme  de  termes  formant  une  série  con- 
vergente est  un  moyen  très  commode  pour  reconnaître  si 
l'intégrale  tend  vers  une  limite  finie.  Soit  l'intégrale 

»X  cos  y:X 


f 


dans  laquelle  la  limite  supérieure  X  est  très  grande  ;  on  peut 
la  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

■dx- 


/    -^  COSoa?  /2a  COS  olX    ,  f  2a  COS  -jX    ,  /^l'a  COS  (xX 

/o         1-a^'       ,/o  <    J   ^'  J^       1-+-^:'         X/?^        ^+'^ 

2a  2a 

/2a       COS    j;    ,       ,       /  *             COS  aX    , 
dx  -\-  I  di, 
(2n-3)7î     1  i  x^              f  (2r>-l)7i  |  +  x^ 

A  claiil (•(iiiHins ciilrc — r — ^et — ;t — —.  (.oiiiiiir  lus  termes 

sont  alternativement  ]iositif's  et  négatifs  et   vont  en  dimi- 
miaiit.  la  série  est  ronvergentc.  Ainsi  l'intégrale  proposée 
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tend  vers  une  limite  finie  quand  X  augmente  indéfiniment. 
On  représente  cette  limite  par  le  symbole 

00 


COS  a.X 

dx. 


Lorsque  la  dérivée  ne  change  pas  de  signe  au-delà  d'une 
certaine  valeur ,  il  faut  évidemment,  pour  que  l'intégrale 
conserve  une  valeur  finie,  que  cette  dérivée  tende  vers  zéro 
quand  x  augmente  indéfiniment.  Mais  cette  condition  n'est 
pas  nécessaire  quand  la  dérivée  change  de  signe  indéfini- 
ment; on  a,  par  exemple, 

j       s'mx^. dx=f         siï]  x'^.dx-\-  /  smx^.dx+.. 

+/ sina;'.cte+/    _    ^mx^.dx-^ 

les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  les  hmites 
se  resserrant  déplus  en  plus,  ils  vont  en  diminuant  ;  donc  la 
série  est  convergente  et  cependant  la  dérivée  sïn  x^  ne  tend 
pas  vers  zéro. 

325.  Supposons  que  fx  tende  vers  zéro  quand  x  augmente 
indéfiniment,  cette  fonction  pourra  en  général  être  mise  sous 
la  forme 

Je  étant  un  exposant  tel  que  la  fonction  çx  ne  devienne  ni 
nulle  ni  infinie,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  x.  En  dési- 
gnant par  H  un  nombre  très  grand,  mais  fixe,  nous  aurons 

P   fx.dx  =  /      fx.dx^l       fx.dx. 

jx,  /  X,  «y  H 

Comme  la  première  partie  a  une  valeur  finie  et  déterminée, 
il  suffit  de  considérer  la  seconde.  On  a 
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J      A'' 


^dx 


y^  (IX 
Il    x'' 


dx 


dx 


rf.dx^,,.r% 
,  /  Il        ,  /  If  ^ 

Lorsque  l'exposant  /«■  est  }»lus  grand  (j'.io  riinih',  l'intégrale 

ayant  une  valeur  très  petite,  si  grand  que  soit  X,  Tintégralo 
(7),  aura  elle-même  une  valeur  très  petite  et  l'intégrale  pro- 
posée tendra  vers  une  limite  finie,  que  l'on  rc])résentera  par 
le  svmLûlc 


/ 


oc 

fx .  dx. 


Lorsque  l'exposant  k  est  égal  ou  inférieur  à  l'unité,  l'inté- 
grale (8)  ayant  une  valeur  très  grande ,  ainsi  (jue  l'inté- 
"•ralc  (7).  rintt'i.n-ale  proposée  ne  tendra  pas  vers  une  limite 
finie  et  déterminée. 

On  modifiera  aisément  ce  tliéorèuie  }»our  le  rendre  ap})li- 
raltle  au  ras  oîi  la  fonction  fx  ne  peut  pas  être  mise  sous 
la  forme 


9X  ne  dcvciiniil  ni  nulle  ni  inliiiic-,  si  l'un  |M'iit  Inniver  un 
exposant  A  plus  grand  ([ue  Timité  et  tel  (pic  la  fonction 
r,x=x''  l'x  conserve  une  valeur  finie  ou  devienne  nulle 
pour  X  =  00,  il  est  certain  que  l'intégrale  tendra  vers  une 
limite  finie  et  délei-ininée. 

Ail  reste,  (tn  iicut   ramener  le  cas  dii   la  di'rivi'e  devient 
iiiCinic  à  celui  (III    rmie  des  limiles  de  I  iiiléiMVilioii  (,le\  iciit 
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infinio  ;  supposons  que  dans  l'intc'grale 

/   fx.dx, 

la  dérivée  (x  devienne  infinie  pour  j:  =  ^r^  ;  posons 

/■j7  =  .V, 
d'où 

x—fj,     dx=z'/y.dy; 
l'intégrale  deviendra 


/: 


y» 

326.  Il  arrive  souvent  que  Ton  cherche  la  valeur  d'une  in- 
tégrale définie  renfermant  un  paramètre  arbitraire  que  l'on 
fait  augmenter  indéfiniment.  Ce  cas  se  ramène  au  précé- 
dent :  considérons,  par  exemple,  l'intégrale  définie 

•^  sin  kx  da. 


./: 


SI  II  y. 


dans  laquelle  les  deux  limites  a  et  b  sont  comprises  entre 
0  et  ^  ;  cette  intégrale  définie  a  une  valeur  finie  et  déter- 
minée. Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  augmenter  le 
paramètre  k  indéfiniment  ;  posons  kx  ==  œ,  il  vient 

yr.bsiakx.do: ..A^ am  x  dx 

J  a         sin  y.  \/  la      /i  siu  f 

/- mn sin  x.dx         .^ ( ;/( + 1  )7i  sin  a? . dx 

=  ,...+/  .    ■    .    + 

/  Afl      k  sni  i        J  mr.  k  sm  -^ 

tiTt    smx.dx       ^bs'm  x.dx 


nn    smx.ax       ^t>sm 

J  (n— 1)tï    ^^  sin  \        J  rm     k 


k        ^  "^      "■  '^'"^  k 

Aa  étant  compris  entre  [m — 1)t  et  mv:,  kb  entre  ni:  et 


(n-{-  1)  TT.  Si  ^  est  inférieur  ou  égal  à-  ,  l'arc  |  reste  com- 
pris  dans  le  premier  quadrant,  sin  rva  en  croissant  ;  on 

voit  par  là  que  les  termes  de  la  série  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs  et  vont  en  diminuant  ;  la  série  est  couver- 
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gente,  et  sa  valeur  à  partir  du  second  terme  est  moindre 

crue  ce  second  terme,  qui  est  lui-même  moindre  que  ,-4 — : 
^  ^  *      A-  sm  a 

le  premier  terme  étant  aussi  moindre  que  7—:^ —  ,  la  valeur 

dc  rintécrale  définie  est  plus  petite  que  7-^^^ — ,  elle  tend 
donc  vers  zéro  quand  h  augmente  indéfiniment. 


CHAPITRE  IV. 

PRINCIPES   DE    LA   THÉORIE   DES   FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

327.  Nous  avons  vu,  clans  les  deux  premiers  chapitres 
du  présent  livre,  comment  l'intégration  d'une  classe  nom- 
breuse de  fonctions  algébriques  et  trigonométriques  est  ra- 
menée à  dépendre  de  la  détermination  des  trois  intégrales 


/ 


i/r=" 


C'  SlIÏ^  (p 


(I) 


A 


\/\  —  c-  sin*  'f .  d^,  (II) 


de  sorte  que,  si  ces  trois  intégrales  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  de  (p,  sous  forme  finie,  par  des  radicaux,  des  loga- 
rithmes, des  sinus  ou  des  arcs  de  cercle,  on  aurait  sous  la 
même  forme  les  intégrales  indéfinies,  et  par  suite  les  in- 
tégrales définies  d'une  infinité  d'autres  fonctions  plus  com- 
pliquées. 

Une  telle  expression  n'est  pas  possible.  Les  intégrales  (I), 
(II),  (III)  sont  des  transcendantes  nouvelles,  auxquelles  on 
peut,  pour  l'abréviation  de  l'écriture,  affecter  des  caracté- 
ristiques spéciales,  de  môme  qu'on  dé  signe,  par  l'abréviation 
log  x^  l'intégrale  définie 

qui  n'a  pas  d'expression  algébrique  [70  et  138]. 

En  conséquence,  Legcndre  a  proposé  et  l'on  est  convenu 
d'adopter  les  notations  suivantes  : 

T.  II.  4 
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/>  ?  . 

E{c,  s-)  =:  /        ^/l  —  c'  sin*  ?.dy, 

*      0 

de  manière  que  les  intégrales  indéfinies  (I),  (II),  (III)  aient 
respectivement  pour  expressions 

V{c,  s)  +  const.,    E(c,  y)  -f  const.,    \\{c,  a,  y)  +  ronif. 

328.  Soit 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ; 

si  nous  posons 

a»  —  h^ 

a-* 

en  sorte  que  c  désigne  Fexcentricité  de  l'ellipse,  nous  au- 
rons pour  la  longueur  de  l'arc  B?7i  {fig.  11),  mesuré  depuis 
le  sommet  B  du  petit  axe  jusqu'au  point  m  dont  l'abscisse 
est  X  [174], 

Faisons 

a?  =:  n  siii  V  : 
il  viendra 

-  =  /'V<— ^''sin'  c.rfp^:  E(c,?). 
a      ^0 

A  cause  de  celle  propriélé  r(niar([iialjle  de  la  fonction  E  de 
mesurer  l'arc  d'une  eliijjse  duul  r  est  l'excenlricilé,  quand 
on  prend  l'angle  ^  pour  variable  indépendante  et  le  sommet 
du  [K'iit  axe  pour  origine  des  arcs,  les  trois  fonctions  F,  E, 
Il  ont  reçu  la  dénomination  dv  f(mcli(mscUiplirjurs,ol  onlc» 
distingue  en  les  qu.ililinnl  n'spedivemenl  de  fonctions  ri- 
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lipliqucs  de  première,  de  seconde  et  de  troisième  espèces. 

La  constante  c  qui  représente,  dans  la  fonction  de  se- 
conde espèce,  l'excentricité  d'une  ellipse^  se  nomme  en  gé- 
néral le  module  :  la  constante  a,  cjui  n'entre  c[ue  dans  la 
fonction  de  troisième  espèce,  et  qui  peut  être  positive  ou 
négative,  réelle  ou  imaginaire,  conserve  spécialement  le 
nom  de  paramètre. 

La  variable  indépendante  cp  se  nomme  Vamplitude.  Si 
du  point  0,  comme  centre,  avec  le  rayon  OA,  on  décrit  un 
cercle,  et  qu'on  prolonge  l'ordonnée  pm  jusqu'à  la  ren- 
contre du  cercle  en  n,  on  a  Op  =  On.  sin  Wn.  Ainsi  l'am- 
plitude 9  est  représentée  géométriquement  par  l'angle  BOu, 
quand  la  fonction  E  (Cy  cf)  est  représentée  géométriquement 
par  l'arc  elliptique  Bm. 

329.  Les  trois  fonctions  elliptiques  sont  évidemment  des 
fonctions  impaires  de  9  [18],  puisque  la  différentielle  rf^ 
change  de  signe  par  le  changement  de  o  en  —  9,  tandis 
que  le  facteur  qui  multiplie  df  sous  le  signe /ne  change  pas. 

Quand  l'amplitude  9  est  égale  à  un  quart  de  circonfé- 
rence, ou  lorsqu'on  prend  |  tt  pour  limite  supérieure  des 
intégrales,  les  fonctions  sont  dites  complètes,  et  on  les  dé- 
signe simplement  par 

F{c),     E(f),     n(c,  a). 

Si  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  sont  calculées  pour 
un  cpiart  de  circonférence,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  '^  comprises  entre  0  et  i  -,  elles  se  trouveront  dé- 
terminées pour  des  valeurs  quelconques  de  (p,  à  cause  de 
la  périodicité  de  la  fonction  sin^ç  qui  entre  sous  le  signe 
d'intégration.  Ainsi  l'on  a 

F(C,iTr+.)=2F(ci_F(C,A>r^o), 

F((r,Tr+ç)  =  2F!e)  +¥{c,<p), 
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F(c,|r+-,)r=4F(0-F(r,ATr-y), 

F(c,2r  +  î-)==4F(r)  +  F(c,î>), 
et  ainsi  dos  autres. 

Le  module  c  doit  toujours  être  supposé  <  1  [310]  :  deux 
modules  c,  c'  liés  par  l'équation  c'  -J-  c'*=  1 ,  sont  dits 
complnnenlaircs . 

330.  Désignons  par  -jj,  ^,  p  les  trois  côtés  d'un  triangle 
spliérique,  dans  lequel  l'angle  M,  opposé  au  côté  p,  serait 
donné  pai'  l'équation  sin  M  =  c  sin  ^  ;  de  façon  que,  si  l'on 
pose  pour  abréger 

cos  M  =  1/1  —  c^  sin'  p  —  \'j, 

la  formule  fondamentale  de   la  trigonométrie  sphérique 
donnera  la  relation 

cos  'J.  =  cos  'f  cos  'i  +  sin  o  sin  l.  Au,  (\) 

et  par  suite 

\ — ^ —  =:  (cos  '^  COS  l  +  sm  o  sin  i.Au)'. 

En  résolvant  cette  dernière  équation  par  rap[)orl  à  A^, 
et  en  rejetant  la  racine  qui  domierait  pour  Au  une  valeur 
négative,  on  trouve 

A/*(1  — c'siii'  (f  sin'  y)  —  c'  sin  ^  sin  y  cos  y  cos  y 
+  1/4  —  c'^  (1  —  cos'-*  y  cos-  •;/  +  sin*  y  sin*  ^  —  c*  sin*  9»  sin*  if») . 

Mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  quantité  sous  le  radical 
se  réduit  à 

(I  — c*sin*  y)  (I  —  r-  sin'  1»  =  {A',)».(a^)», 

en  désignant  par  A'^,  A},  des  quantités  composées  en  9, 
'},  comme  A^l  l'est  en  /x  :  donc,  suivant  cette  notation, 

A7.  A/-  +  '"*  sin  <f  sin  i  cos  «  cos  •/- 

Au  =:  • '■ '■ '■ .  (z) 

\  —  r'  sni*  »  sm*  i- 
On  ni  rf.nclut.  aprrs  fjuclqucs  transformations, 


ou 
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1  —  (Afx)' (sin  î»  cos  -pi-^  —  sin  -p  cos  q>A^)* 

sin  ©  cos  ^|/A>  —  sin  ,!/  cos  oAy 

sin  a  := '■ — r-; — r-z .  (3) 

1  —  c  sm^  ^  sitf  -^ 

Si  l'on  différentie  cette  dernière  équation,  en  y  considérant 
(f  ei  ^  comme  des  arcs  variables,  et  ijl  comme  un  arc  con- 
stant, il  vient 

~. ^-^^-^ -. ^-^^-^ —  0.      (4) 

Ay  (I  —  c'  sin'  f  sin'  ■;>?      i-p  (  I  —  c-  sin^  ?  sin'  i-)'  ^ 

Pour  abréger,  nous  désignons  par  Q.  ('^,  <\i)  la  fonction 

(1  -+  c*  sin'  y  sin-  ■^)  cos  y  cos  i|<AyAi/  —  sin  »  sin  -^ 
—  c'  sin  «>  sin  ^  (sin'  ?>  +  sin'  -^  —  cos'  y  cos'  ■}  —  c-  sin^  ^  sin-  ■i') . 

Comme  l'équation  (3)  est  symétrique  par  raj)port  à  o  et  à 
^,  il  suffira  de  former  le  coefficient  de  rfcp,  d'oii  l'on  conclura 
celui  de  d-]/.  On  pourrait  donner  à  la  fonction  0  d'autres 
formes  :  il  convient  seulement  d'en  choisir  une  qm  mette 
en  évidence  la  propriété  de  cette  fonction  d'être  symétrique 
par  rapport  aux  deux  variables  f,  ^. 
L'équation  (4)  se  réduit  à 

__^  d'f       d-p  dv  dp 


Aç>       A //        1/1  —  c*  sin'  o       1/1  —  c'  sin'  -p 
d'où,  en  intégrant, 

F{c,  o)  —  ¥{c,  -p)  =  const. 

Pour  déterminer  la  constante  arbitraire  que  cette  intégra- 
tion a  introduite,  on  fait  dans  l'équation  (1)  ^  =  0,  ce  qui 
donne  9  =  p.;  et  comme  F  (c,0)  0,  =il  en  résulte, entre 
les  variables  (^,^  et  la  constante  p,  déjà  liées  par  l'équa- 
tion (1),  et  assujetties  à  former  les  trois  côtés  d'un  triangle 
sphérique  dans  lequel  l'angle  opposé  au  côté  constant  est 
aussi  constant,  cette  autre  équation 

F(c,y)-F(c,^)=F(c,..).  (5) 
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Donc,  si  l'on  a  les  valeurs  de  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  pour  deux  amplitudes  cj),  ^,  on  obtiendra 
par  Faddilion  de  ces  valeurs  celle  de  la  fonction  de  même 
espèce  pour  une  amplitude  f/,  fx  étant  déterminé  en  fonc- 
tion de  9,  ^p  par  l'écpiation  (1),  ou  par  l'équation  (3)  (jui  en 
est  une  transformation. 

331.  Posons 

Afin  d'exprimer  que  o  est  l'amplitude  pour  laquelle  la  fonc- 
tion F  a  la  valeur  ii,  nous  écrirons  avec  JacoLi 

ç)  =  am  w  ; 

de  sorte  que  les  lettres  am,  initiales  du  mot  amplitude,  dé- 
signeront la  fonction  inverse  de  celle  à  laquelle  a  été  affectée 
la  caractéristicjue  F. 
On  écrira  aussi  d'après  cette  convention 
■p  =  am  V, 
^y  =  A  am  «,  \l  —  a  am  v  ; 
et  en  conséquence  la  combinaison  des  équations  (3)  et  (o) 
donnera 

sin  am  {u  —  v) 

sin  am  u .  cos  am  v .  Aam  v  —  sin  am  v .  cos  am  u .  a  am  ?<    ,  , 

=  — — .  fa) 

I  —  c^  sin'^  am  u .  sin'^  am  v 

Lorsque  le  module  c  se  réduit  à  zéro,  l'équation  précédente 
se  change  dans  la  formule 

sin  (?f  —  v)  =  sin  u  cos  v  —  siu  v  cos  v. 
On  trouverait  de  même,  en  employant  l'autre  racine  de 

réquation  (9) , 

sin  am  {n  -\-  v) 
sin  am  m. cos  am  t^.Aam  v  +  sin  am  v  cos  am  u.Aam  n 


1  —  c'  sin'  am  m. sin'  am  v 
cos  am  (n  ±  v) 
cos  am  j/.cos  am  ?j.rp  sin  amu.sin  am  u.Aaiu  f/.Aam  /' 
1  —  c'  sin'  am  u .  sin'  am  v 


{a') 
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et  en  général,  toutes  les  formules  dont  les  analystes  font  un 
si  fréquent  usage  pour  la  transformation  des  fonctions  trigo- 
nométriques,  ont  leurs  analogues  pour  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  inverses  de  première  espèce,  ou  plutôt 
peuvent  être  considérées  comme  des  cas  particuliers  des 
formules  elliptiques',*  dans  lescpielles  on  suppose  le  module 
nul,  ce  qui  entraine 

am  u—u,  Aam  u=--  i. 

Le  développement  de  ces  curieuses  analogies  a  fait  l'objet 
des  beaux  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  accueillis  dans  le 
monde  savant  avec  un  intérêt  que  la  jeunesse  des  deux 
émules  (tous  deux  destinés  à  une  mort  prématurée)  rendait 
encore  plus  vif.  La  sagacité  de  ces  géomètres  s'est  appliquée 
surtout  à  suivre  dans  leur  extension  aux  fonctions  ellipti- 
ques inverses,  les  relations  remarquables  par  laquelle  l'ana- 
lyse des  sections  angulaires  se  rattache  à  la  théorie  des 
nombres  et  à  la  haute  algèbre  [79].  En  raison  de  toutes  ces 
analogies,  on  doit  aujourd'hui  considérer  la fonclionsin  am  u 
(pour  laquelle  on  a  proposé  diverses  notations  entre  les- 
quelles les  géomètres  n'ont  pas  encore  fait  un  choix  défi- 
nitif) comme  constituant  vraiment  la  fonction  directe,  dont  ii 
serait  la  fonction  inverse.  C'est  ainsi  cp'au  point  de  vue  delà 
géométrie,  comme  dans  l'ordre  d'idées  plus  générales  d'où 
procède  la  théorie  des  fonctions,  il  est  naturel  déconsidérer 
le  sinus  comme  fonction  de  l'arc  ,  plutôt  cpie  l'arc  comme 
fonction  du  sinus. 

332.  Il  est  aisé  de  voir,  d'après  ce  qui  précède,  comment 
on  pourrait  construire  pour  une  valeur  donnée  du  module, 
entre  les  limites  d'amphtude  0  et  jtt,  une  table  des  valeurs 
de  la  fonction  F,  ou  (ce  qui  serait  encore  plus  simple)  une 
table  des  valeurs  de  la  fonction  sin  am  u,  entre  les  limites 
u=0,  u  =  {  n.  Faisons  dans  la  formule  (a')  v=^h(,  et  sup- 
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posons  au  assez  petit  pour  qu'on  puisse  })rendre  sans  erreur 

sensible 

si  II  ain  'ju  =  sin  o^  r=  ou, 

cos  am  ou  ;=  cos  oV  =  1 ,  a(ow)  =  1  : 

cette  formule  donnera 

sin  am  {u  +  fht)  =  sin  ara  u  +  ^« .  cos  am  ?< .  a  am  u. 

En  faisant  successivement,  dans  cette  dernière  équation, 

u  z=.  6u,  u  =  ^rhi,  u  r=  3(yt^,  etc., 

on  aura  les  valeurs  de  la  fonction  sin  am  ii  pour  une  suite 
de  valeurs  équidifférentes  de  iiy  dont  la  dillérence  est  ou. 
Ce  procède  comporterait  des  simplifications  et  des  vërifica- 
lions  analogues  à  celles  qu'on  indique  pour  le  calcul  des 
tables  trigonométriques  ordinaires. D'ailleurs  on  renverserait 
sans  difficulté  la  table  des  valeurs  de  la  fonction  sin  am  m, 
pour  former  celle  des  valeurs  de  la  fonction  w  =  F  (c,  ^), 
qui  est  plus  spécialement  appropriée  aux  besoins  du  calcul 
intégral. 

333.  Il  s'agit  de  montrer  maintenant  comment  on  peut 
calculer  directement  la  fonction  F  (c,  9)  pour  chaque  valeur 
du  module  et  de  l'amplitude,  sans  être  obligé  de  construire 
une  table  spéciale  pour  chaque  module,  en  répétant  le  sys- 
tème d'opérations  indiqué  dans  le  n"  précédent.  Désignons 
donc  par  c,c,  des  modules  quelconques,  etproposons-nous  de 
déterminer  un  coefficient  constant  h,  de  manière  qu'on  ait 

ou 

J?       ^^/,  ^^^'  (6^ 

1/1  —  C»  siu'  f       '  1/1  —  c\'  sni'  y,  *  ^  ^ 

Il  y  a  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion, en  assignant  des  relations  convenables  entre  les  mo- 
dules c,  c,  et  entre  les  variables  9,  9),.  Sans  traiter  le  pro- 
blème jjar  des  méthodes  directes  qui  exigeraient  de  trop 
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longs  développements,  admettons  que  l'on  fasse 

sin^  y  {i  —  6-1^  sin^  yO  :=  /«'  sin^  y,  (1  —  sin^  y,),  (7) 

ce  qui  donne  par  la  dilTérentiation 

sin  fi  cos  fi  d(pi  cos  ©rf-j? 

sin  fi (1  —  Cl* sin^ yO       c,'-^ sin* »  +  k^ (1  —  2  sin* ^i)' 
Mettons  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  sin  9  et  dans 
le  second  celle  de  sin  op^,  l'une  et  l'autre  tirées  de  l'équation 
(7)  ;  nous  aurons 

dfi  cos  (j^df 

A'i/I— ci'-sin^        l/(/t^ + r,*  sin*  y)*  -  4Fsn?^  ' 

équation  dont  la  comparaison  avec  l'équation  (6)  donne 
df  df 

A*  cos  y  1/1  — c*sin*y       |/{A;-  +  ri*  sin*  y)*  —  4A;*  sin*  f  ' 
ou 

k'  (1  —  sin'y)  (1  —  c*  sin'y)  =  (A*  -F  c,^  sin*  y)'  —  4^'  sin^y^ 

et  pour  que  celle-ci  soit  identique  par  rapport  à  îp,  il  faut 

qu'on  ait 

cy^-k'  c\  4  —  2cr = /c* (c*  +  1  ), 

d'où  l'on  tire 

'^'~"TT"c'     ~"i/c      1+c* 

Substituons  dans  l'équation  (7)   ces  valeurs  de  c^,  k,  et 

elle  donnera 

sin  (%!  —  ?)=:<?  sin  ©. 

334.  La  valeur  de  Cj  ainsi  déterminée  est  toujours  plus 
grande  que  c.  D'après  cela,  imaginons  que  l'on  calcule  une 
suite,  ou,  comme  on  dit,  une  échelle  de  modules  Ci,  c^,  C3,... 
liés  entre  eux  et  au  module  primitif  c  par  les  équations 

2\/c  2\/c.  1\/ci      .  ,,. 

1   +  c  1  -f-  c,  1  +C3 

jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  valeur  c„,  peu  différente  de 
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l'unité  ;  et  que  l'on  détermine  en  outre  une  série  d'ampli- 
tudes <p,,  9„  (p„  .  . .  au  moyen  des  équations 

sin(2^,  — s')^csin!?,     ] 

sin  (2p,  —  y»)  =  Ci sin  y»,  f 
etc.  I 

on  aura  aussi 

FK-rs)  =  -^  -ne,?)  =  (-^)  (-|-)  F(c,,), 

F{.„  ?3)=-T-  -^  (^-  ^•^) = (-T-)  (-T^)  (-r)  •^('^'^^' 

etc. 

Mais  lorsque,  dans  l'échelle  des  modules,  on  sera  arrivé  à  un 
terme  c,  pou  différent  de  l'unité  (et  il  suffira  ordinairement 
de  calculer  un  petit  nombre  de  termes),  on  aura  sensiblement 

-'o    1/1^ sin- î>      Jo    Cûs  ç>  \i        2    / 

d'où 

2  2  2  2,  /T^^N^n 

F(c,?)  =  rT— 7-T— •7T---rT -logtangf-  +-?-). (cO 

Rien  n'empôche  de  prolonger  la  série  {b)  eu  arrière  de  c 
par  une  suite  de  termes  c_i,  c_t,  ^-s?  •  •  •  dérivant  les  uns 
des  autres  selon  la  même  loi,  en  sorte  qu'on  ait 


c 


*  c^i  =  -i. ,    c-i=-^, ,   etc.       (6) 


1  +  c,'       '  Mr./  1+r_, 


sin  (2^  —  y_,)  =  c_i  sin?_i,   \ 

sin (2v_, —?-»)="<• -«sin  ç._„  ■  (<-') 

etc .  ' 

On  tombera  bientôt  sur  un  terme  r_..  trt'^s  peu  différent  de 
zéro,  «'t  alors  on  aura  sensiblement 
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F(c_„,y_,.)=/  ch~f-„, 

d'où 

On  choisira  entre  les  formules  {d)  et  (</')  celle  qui  conduira 
le  plus  rapidement  à  la  valeur  de  F  (c,  cp).  C'est  ainsi  qu'ont 
pu  être  calculées  les  tables  données  par  Legendre  dans  son 
grand  ouvrage  sur  les  fonctions  elliptiques. 

Quand  on  prend  ^  =  -^  tt,  les  équations  (c')  donnent 

Donc  si  l'on  désigne  par  R  la  limite  vers  laquelle  converge  le 
produit 

composé  d'un  nombre  infini  de  facteurs  qui  vont  en  conver- 
geant vers  l'unité^  la  valeur  de  la  fonction  complète  F  (c) 

est  K  |. 

335.  Passons  à  la  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 

Si  l'on  désigne  toujours  par  9,  -^  deux  angles  assujettis  à  vé- 
rifier l'équation  (1)  dun°330,  et  par  conséquent  l'équation 
différentielle 

r  +  -^=o,  (8) 

on  a 

d.E  (c,  .)-  rf.E  (c,  ■^)  =  t^  -  1^  _  c^  r  sin^y  £r  -  sin'^  ^  ) 

=  c^  (sin'^i//  —  sin*y)  — ^ . 

Or  l'équation  (1)  donne 

Aa ■d.'èm  o  sin  1^  =  sin  <f  cos  |  rfy  +  sin  ^  cos  »  rf/-. 


'3  Cl  n  .,  oir>  .1.  r>Ac  „  nnc  .'.  ' 
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et  en  substituant  pour  (/']>  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (8), 

Au .  d .  sin  9  sin  li  =  (sin  f  cos  ^i^?  —  sin  ^  cos  f\y}>)  —  .      (9) 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  équations  (2)  et  (3], 
sin  fi        sin  ^  cos  -^A-^  —  sin  -p  cos  -pA^  ^ 
^u.  AyA-^  —  c'  sin  î>  sin  •;/  cos  î>  cos  -^ 

et  de  la  combinaison  des  équations  (9)  et  (1 0)  on  tire  aisément 

dv 
sin  a  d. sin  y  sin  6  =  (sm'  y  —  sm*  •;^)  — .  (M) 

■^? 
Donc 

d.E{c,  »)  —  d . E  (c,  1^)  =  —  c*  sin  jid . sin  y  sin  ■^, 

E  (c,  y)  —  E  (c,  ^)  =z  const.  —  c*  sin  a  sin  o  sin  Z-, 

et  en  déterminant  la  constante  arbitraire  de  manière  (ju'on 
ait  à  la  fois  ^  =  0,  9  =  f^, 

E  {c,  y)  —  E  (c,  •//)  =  E  (c,  /x)  —  c*  sin  jx  sin  y  sin  1// .        (i  2) 

336.  Considérons  maintenant,  comme  dans  le  n"  333,  un 

module  c,  et  une  amplitude  Çi,  liés  à  c  et  à  ©par  les  équations 

2t  c 

c,  =:— ^^ — ,  sin  (2.>i  —  ?)  =  c  sin  7.  (t3) 

1  +  c 

On  tirera  de  celle-ci  par  la  difl'érentiation 

c  cos  î>  +  cos  (2o,  — ç.) 

d-Ji  =  dv  . ; TT '-  , 

•2  cos  (2?,  —  ?) 
ou  bien  en  reniplarant  cos  (2'j>,  —  oj)  par  sa  valeur  Ic^.  tirée 
de  la  seconde  équation  (13), 

dy    c  cos  u  -f-  As» 

^7' =  7-- — :> — '-'  (^*^ 

Ay  a 

Maisré(jiia(ion  (0)  dctinie 

<^?    V  4 — f,*sin*^ 
A  9  k 

ou,  en  remettant  pour  A-  sa  valeur, 

r/?    4  -i-  c 


'^P"  =  — .— ^.  V  <-'i*sinf,.  (<5) 
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Comme  les  équations  (14)  et  (15)  doivent  s'accorder,  il  faut 
qu'on  ait 

(1  +  c)  l/i  —  Ci^sin^  fi  =:  c  COS  y  +  Ay.  (^6) 

Multiplions  les  équations  (14)  et  (16)  membre  à  membre, 
et  il  viendra 

,       ,  dv    (c  COS  9  4- âaj)* 

,. ,        1— c^  dv 

=:=\/\—c'sia'<f.df ~—    ~^===:r—,^-\~  ccoSfdf; 

d'où,  en  intégrant, 

(1  -t-c)E(ci,  y,)  =  E(c,  f) ^^  .  F{c,  f)-i-csmf.        (17) 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  arbitraire  ,  parce  que 
tous  les  termes  de  cette  équation  s'évanouissent  séparément 
pour  9)  =  0. 

Si  l'on  prend  9  =  tt,  on  aura  cpi  =  ^tt, 

E(C,  7:)rr2E(c,i7r)  =  2E(c), 

ei  la  formule  (17)  donnera  cette  relation  entre  les  fonc- 
tions complètes 

(1  +  c)E(c,)  =  2E(c)  —  (1  —  c')F{c) .  (18) 

337.  En  suivant  l'échelle  des  modules  et  des  amplitudes 
dont  la  loi  a  été  donnée  dans  le  n°  334,  on  trouve 

1  —Ci^ 

(1  +  c,)E(c2,'X2)  =  E(c„yi) —  .F{ci,  '^1)  +  Cl  sin  y„  (J9) 

F(co?,)  =  ^-.F(c,y).  (20) 

On  peut  éliminer  F  (c,  cp),  F  {c^,  9,)  entre  les  équations  (1 7), 
(1 9)  et  (20),  puis  substituer  pour  Ci  sa  valeur  en  c,  et  il  vient 
définitivement 
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,       (1  -+-  c)  (3  —  c) ,,,        ,        2(1  —  c)     ^ , 

—  c  sm  ?  +  — - — .  sin  7  . 
^  —  c 

Comme  le  même  calcul  peut  être  indt5finiment  répété,  en 
suivant  T échelle  ascendante  ou  descendante  des  modules, 
on  ram^'uera  toujours  la  fonction  E  (c,  9)  à  dépendre  de  deux 
fonctions  de  même  espèce,  pour  lesquelles  le  module  aura 
une  valeur  très  peu  différente  de  zéro  ou  de  l'unité.  Or, 
quand  le  module  c„  est  très  peu  différent  de  zéro  ou  de  l'u- 
nité, on  a,  sans  erreur  sensible, 

/'?'. ,        /-.?» 

•^^0  •/  0  ' 

OU  bien 

E(c,,  »„)  =  /      cos  y .  rfji  =  sin  ©, . 

Nous  n'insisterons  pas  sur  l'application  des  calculs  analo- 
gues aux  fonctions  elliptiques  de  troisième  espèce.  Cette  dis- 
tinction de  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques  répond,  ainsi 
qu'on  l'a  indiqué  au  commencement  de  ce  chapitre,  à  un 
problème  particuUer  de  calcul  intégral  :  mais  dans  l'état  ac- 
tuel de  la  théorie  des  fonctions  [331],  et  du  moment  que 
l'on  considère  la  fonction  sin  am  u  comme  celle  qui  joue  le 
rôle  direct  et  principal,  et  dont  les  autres  dérivent  par  in- 
version, le  nombre  des  fonctions  inverses  qui  peuvent  s'y 
rattacher,  ainsi  que  celui  des  paramètres  qu'elles  peuvent 
imphcpier,  n'ont  j)lus  rien  de  limité  ni  de  défini. 


CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES   DU   CALCUL  DES  LNTÉGRALES 
DÉFINIES   SIMPLES. 


§  1".  Quadrature  des  courbes  planes, 

338.  Nous  a^'ons  eu  maintes  fois  occasion  de  rappeler 
que  l'intégrale 

11^=1    '  f'X.dx 

mesure  l'aire  d'une  courbe  dont  x  et  fx  sont  les  coordonnées 
rectangulaires  :  l'aire  mesurée  ayant  pour  limites,  d'une  part 
l'arc  de  la  courbe  intercepté  entre  les  ordonnées  fx^^  fxi, 
d'autre  part  ces  ordonnées  mêmes,  et  enfin  l'axe  des  x.  Cette 
application  du  calcul  intégral  s'offre  si  naturellement  que, 
4ès  l'origine,  il  a  été  qualifié  de  Méthode  des  quadratures, 
et  qu'aujourd'hui  encore  on  donne  communément  le  nom  de 
quadrature  [33]  à  l'opération  par  laquelle  on  obtient,  exac- 
tement ou  d'une  manière  approchée,  la  valeur  d'une  inté- 
grale définie.  Sans  répéter  la  démonstration  d'un  théorème 
qui  nous  est  devenu  si  familier,  nous  allons  l'appliquer  à 
quelques  courbes  choisies  parmi  celles  qui  méritent  particu- 
lièrement de  fixer  l'attention. 

L'équation  de  la  parabole  ordinaire  étant  mise  sous  la 
forme  

on  trouve  pour  l'aire  de  cette  courbe,  mesurée  à  partir  du 
sommet 


0  à  o 
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Ainsi  l'oirc  du  triangle  parabo]i(]UP  Omp  (fig.  78)  est  les 
deux  tiers  de  celle  du  rectangle  Opruq  construit  sur  l'ordon- 
née et  sur  l'aLscisse  du  point  m.  Cette  proposition,  décou- 
verte par  Arcliimède,  est  l'objet  d'un  opuscule  de  ce  grand 
géomètre,  où  il  applique  à  deux  tours  de  démonstration 
fort  singuliers,  Fun  fondé  sur  des  principes  de  statique  dont 
lui-iiiôme  élait  Finvenleur,  Taulre  sur  la  sommation  d'une 
progression  géométrique  décroissante,  la  méthode  de  ré- 
duction à  l'absurde,  qid  seule  pouvait,  aux  yeux  des  an- 
ciens, établir  rigoureusement  le  passage  du  fmi  à  l'infini- 
ment  petit  [49]. 

En  prenant  pour  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son 

centre  et  à  ses  axes 

b     

y  z=z-  y  a-  —  X*, 
a 

l'aire  du  trapèze  ellipiique  0;;)»^  {fig.  77),   dont  l'un  des 
côté  est  l'abscisse  0/;  =  x,  a  pour  valeur 


b    r^ 


?  .dx 


On  pourrait  en  conclure  de  suite,  ainsi  qu'on  le  fait  dans 
les  traités  élémentaires  des  sections  coniques^,  le  rapport  du 
trapèze  elli])tique  0/>?»B  au  Iropèze  circulaire  OpnO.,  pris 
dans  le  cercle  concentrique  à  Tellipse  et  dont  le  rayon  est 
a  (').  Pour  arriver  au  même  résultat  en  appliquant  les  règles 
ordinaires  de  l'intégration,  on  fera 

fl> 

V/  o*  —  x'  =  tx,    ou    a'  = 


\  -f  P' 


(')  Archimi'dc  connaissait  celle  manière  de  ramener  la  quadralurc  de  l'el- 
lipse h  celle  du  rorcle,  ni;iis  oUe  lui  parai?s;iil  ili'pcndre  de  k'mmes  difficiles 
à  accorder  (LcUrc  à  Dosillu'e,  scrvanl  de  |ir(^facc  au  Traité  de  la  quadrature 
de  la  parabole).  Les  lemmos  dont  il  s'agit  ne  peuvcul  Hrc  que  les  principes 
de  la  méthode  des  limites. 
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d'où 

l/à'  —(&.dx=/      txdx  =  -  te' /       x'dt 

0  ./ 0  2  2^  00 

et  par  suite 

1  / 1    ,         .a? 

=  -  a?  1/ a*— a;*  -h  -  a*  arc  sin  -  ; 

2  *^  2  a' 

ce  qui  donne  enfin 

bx    , ab         .    X       xy       ab  x 

u  =  —  ua^—x^  H —  arc  sin  -  =  -^  -j arc  sin  - . 

On  en  conclut  que  ^  est  Faire  du  quadrant  elliptique 
OAmB,  et  que  tc  ab  est  l'aire  de  l'ellipse  entière. 

Comme  ^  est  l'aire  du  triangle  Omp,  celle  du  secteur 
elliptique  BOm  a  pour  valeur  ^  sin  - . 

339.  Si  l'on  emploie  l'équation  de  l'hyperbole  sous  la 

forme 

b     

y  =  -  V/œ'— o% 
a 

et  que  l'on  pose,  pour  faciliter  le  calcul,  la  relation  auxiliaire 


y  a;' — a*  zz;  tx, 

on  a 

/  '  \/^?^^'.dx  r=i  X  \/^^*  +  -  log  p  -  {/x^-a''] 

^«  2     *^  ^  4     ^  b  +  v/S*=^*J 

En  conséquence,  on  trouve  pour  la  valeur  de  l'aire  hy- 
perbolique Apm  [fig.  84)  : 

b    n^     ^ ,         bx    ^ cd) ^       /a? 4- i/S«^II^«\ 

2         i     '*  Va  ^  «y 
II.  K 
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Donc 

fib        /x        y\ 
secteur  0//<A  =  —  log f  -  -\-  j ), 

ce  qui  entraîne  comme  cons<5qiience  que  l'aire  comprise 
entre  l'hyperbole  et  ses  asymptotes  est  infinie. 

L'aire  de  l'hyperbole  dépend  d'une  fonction  logarithmi- 
que, de  même  que  l'aire  de  rdlipsc  dt'pend  d'une  foui' lion 
circulaire.  L'analogie  géométrique  de  l'ellipse  et  de  rijyper- 
bole  correspond  à  l'analogie  des  fonctions  trigonométriques 
et  exponentielles,  et  de  leurs  inverses,  les  arcs  de  cercles 
et  les  logarithmes. 

L'équation  de  l'hyperbole   écpiilatère,  rapportée  il  ses 

asjTiiptotes,  étant 

a* 

l'aire  de  l'espace  asymptoticpie  compris  entre  les  coordon- 
nées qui  répondent  yux  abscisses  .t„,  .t,  a  pour  valeur 


a*  /^^  dx        a'         /  x\ 


(0 


et  si  l'on  prend  a  =  \y%  or„=  \  ,  il  vient  simplement 
u  =  log  X.  Ainsi  les  logarithmes  népériens  peuvent  être 
considérés  comme  donnés  par  les  aires  d'une  hj-perbole  équi- 
latère.  C'est  pour  ce  motif  qu'on  les  a  longtemps  désignés 
par  la  dénomination  d(^  logarithmes  hiipcrbaliqucs;  mais 
cette  dénumiualion  était  mal  choisie,  piiistpie,  si  l'on  donne 
à  la  constante  a  une  valeur  convenable,  la  fonction  xi  déter- 
minée par  réiiualioii  (1),  ii  présentera  également  bien  tout 
autre  sysièine  de  ioLSiritiuues.  On  sait  en  ell'et  [64]  que  les 
logarithmes  à  ltasefiuelcon([Ui!  se  déduisent  des  logiU'it limes 
népériens  (piand  on  nniltiplie  ceux-ci  par  un  module  const;mt 
pour  cluupie  base. 

On  i>eut  toujours  passer,  jinr  des  additions  «mi  des  sous- 
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tractions  de  polygones  reclilignes,  de  Faire  d'une  courbe  rap- 
portée à  un  système  de  coordonnées  rcctilignes.  obliques  ou 
rectangulaires,  à  l'aire  de  cette  courbe  prise  dans  un  autre 
système  de  coordonnées  rectilignes.  Telle  est  la  raison  pour 
laquelle  la  fonction  logarithmique^,  qui  s'offre  immédiate- 
ment dans  le  calcul  de  Faire  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses 
asymptotes,  reparait  à  la  suite  de  diverses  transformations, 
quand  on  rapporte  Fhyperbole  à  ses  axes. 

340.  En  mettant  l'équation  de  la  logarithmique  sous  la 
forme  y  =  e%  on  aura 

u  =  f    e'dx  =--  e"  —  1 , 

valeur  qui  se  réduit  à  —  1  quand  on  fait  ,x==  —  oc.  Ainsi 
Faire  de  l'espace  compris  entre  l'ordonnée  OB  {fig.  79)^  la 
courbe  BM'  prolongée  à  l'infini  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives, et  Fasymptote  OX',  aussi  prolongée  à  l'infini,  a  ime 
valeur  finie,  égale  au  carré  construit  sur  la  droite  OB. 

La  cycloïde  étant  donnée,  comme  dans  le  n"  176,  par  le 
système  des  deux  équations, 

rr  =  R  («5  -  sin  i-),  y  =  R(i  -  cos  y), 
on  aura 

'^  =  /"  y^^  =  B^  /"  (<  —  cos  <j))Vy 

=  R2  (I  ^  —  2  sin  î>  +  i  sin  2?.) 

On  prendra  pour  la  bmite  supérieure  de  l'intégrale  9  =  2;:, 
afin  d'avoir  Faire  comprise  entre  un  arceau  et  la  base  de  la 
cycloïde,  ce  qui  donnera  m^zSttR^,  c'est-à-dire  le  triple  de 
Faire  du  cercle  générateur.  La  formule  qui  précède  s'étend 
d'elle-même  à  des  Vealeurs  quelconques  de  9  et  à  la  quadra- 
ture d'un  nombre  quelconque  d'arceaux. 

341 .  L'aire  limitée  par  une  courbe  plane  fermée  est  une 
quantité  indépendante  du  système  des  coordonnées  aux- 
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quelles  on  rapporte  la  coiu'be;  et  cette  aire,  qiie  nous  dési- 
gnerons par  U,  est  ordinairement  celle  que  l'on  se  propose 
de  délenniner  dans  un  problème  de  quadrature.  Si  la  courbe 
est  al.i:ébnque.  son  équation  F  {xjj)  =  0  donne  au  moins 
deux  racines  ij:^(^x,  y^f^a-,  correspondant  à  la  même 
abscisse,  et  dans  ce  cas  on  a 

U  =  f'^  (f,T  —  î,x)  dx  =  f''^,xdx  -  f'^ï^xdx: 

ï^x  désignant  l'ordonnée  de  l'arc  m»  ni  m»  {fig.  80),  f,x  celle 
de  l'arc  772„  ??,  m^,  x„  et  .Ti,  les  abscisses  des  droites  m^}\  et 
Wj  f>i  qui  liuutent  la  courbe  parallèlement  à  Taxe  des  y.  Les 
arcs  injunii,  in^n^nii,  pourraient  d'ailleurs  appartenir  à 
des  courbes  algébriques  différentes,  ou  à  des  courbes  non 
algébriques,  et  éprouver  dans  leur  cours  des  solutions  de 
continuité  du  second  ordre  ou  des  ordres  supérieurs.  L'in- 
légTale  U  se  décomposerait  sans  difficulté  en  un  plus  grand 
nombre  d'intégrales  partielles,  si  la  courbe  fermée  affectait 
des  sinuosités,  comme  celles  qui  sont  indiquées  sur  la  fig.  81 . 
342.  L'aire  d'une  courbe,  telle  qu'on  la  définit  dans  le 
système  des  coordonnées  polaires  [180],  ayant  jiour  diffé- 
rentielle 

sera  donnée  par  la  forum  le 


dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  ;•-  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  <î>  donnée  par  rt'(iiialiou  polairr.  Si  la  courbe  est 
fermée  et  comprend  dans  son  intérii-ur  l'origine  des  rayons 
vecteurs,  d»'  manière  (pie,  pour  cha(jue  valeur  de  o  comprise 
entre  0  et  2::.  r-  ait  nue  valeur  réelle  el  luiiqiie.  il  vient 

I    =.  -   /      rMv. 
k»  / 
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La  courbe  étant  toujours  fermée,  et  le  pôle  se  trouvant  dans 
l'intérieur  de  la  courbe,  il  peut  se  faire,  si  elle  offre  des  si- 
nuosités, que,  pour  les  valeurs  de  cp  comprises  entre  de  cer- 
taines limites,  r'^  ait  3  ou  5,  ou  en  général  un  nombre  impair 
de  racines  réelles.  Au  contraire,  si  le  pôle  se  trouvait  hors  de 
Fenceinte  formée  par  la  courbe,  r"^  aurait  toujours  un  nombre 
pair  de  racines  réelles.  Dans  toutes  ces  circonstances  qu'il 
suffit  d'indiquer,  l'intégrale  U  se  décompose  en  diverses  in- 
tégrales partielles,  ayant  chacune  des  limites  particulières. 

§  2.  Rectification  des  courbes. 

343.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  est  une 
application  importante  du  calcul  intégral  dont  les  particu- 
larités exigent  que  nous  donnions  un  choix  d'exemples  plus 
nombreux. 

En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'are  d'une  courbe  plane, 
dont  X  et  fx  sont  les  coordonnées  rectangulaires,  on  a  [1 74] 

et  par  conséquent, 

sT=j^  \/rHr^f.dxj  (s) 

x^  étant  Tabscisse  du  point  de  la  courbe,  à  partir  duquel 
l'arc  est  mesuré. 

344.  Appliquons  d'abord  cette  formule  à  la  parabole 
ordinaire,  dont  nous  mettrons  l'équation  sous  la  forme 

En  plaçant  l'origine  des  arcs  au  sommet  de  la  parabole, 
nous  aurons 

/.x       j  

\/\+m^x'.dx  =-X  \/\  rw'x* 
0  2 

+  TT-  log  ('"^'  +  i/^+m^x*).  (*) 

2/ft 
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11  est  aisé  de  voir  que  cette  expression  cliangc  de  signe  en 
conservant  la  même  valeur  numérique,  lorsqu'on  change  .r 
en  — X  \  ce  qui  s'accorde  avec  la  situation  de  la  paraljolc 
par  rapport  aux  axes. 

Considérons  maintenant  la  parabole  de  Neil  [197],  en 
donnant  à  l'équation  de  cette  courbe  la  forme 


my*  z=x^, 


et  prenons  pour  origine  des  arcs  l'origine  des  coordonnéci: 
où  la  cou7be  subit  un  rebroussement  de  première  espèce 
{fig.  53).  La  formule  (s)  donnera 

On  sait  que  la  parabole  de  Neil  est  la  développée  d'une 
parabole  ordinaire  [197]  ;  il  résulte  de  la  théorie  des  déve- 
loppées des  courbes  planes,  que  l'on  peut  toujours  assigner 
algébriquement  la  différence  des  rayons  osculateurs  d'une 
courbe  algébrique  en  deux  points  diftérents  (x^,îJo),  (^t??/,)» 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose  [191],  la  longueur  de  l'arc  de 
la  développée  de  cette  courbe ,  compris  entre  les  points 
(^„,yi„),  (^i,-')i),  qui  sont  les  centres  de  courbures  de  la  déve- 
loppante, correspondant  respectivement  aux  points  (.To,yo), 
(x^,y^).  D'autre  part  les  coordonnées  ^05^0*7  ^,5"^i  peuvent 
toujours  s'exprimer  algébriquement  en  fonction  de  x„,y^  ; 
j:,,  y,,  et  réciproquement.  Par  conséquent,'toulcs  les  courbes 
(|ui  sont  les  développées  de  courbes  algébriques  doivent 
être  recti fiables  comme  la  parabole  de  Neil  ;  c'est-à-dire  que 
l'ou  i»cut  exprimer  la  longueur  de  l'arc  en  fonction  algébri- 
({ue  des  coordonuées  des  points  extrêmes. 

*345.  On  applique  immédiatement  à  la  compaiaison  des 
arcs  d'eUipse  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  dernier  cliapitre 
des  propriétés  de  la  luiictiou  elliptupie  de  seconde  espèce. 
Ainsi  l'é(piatiun  (12)  du  n"  335  éta]>lil  uui;  relation  linéaire 
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entre  les  longueurs  de  trois  arcs  pris  sur  la  même  ellipse, 
et  dont  les  amplitudes  mesurent  les  trois  côtés  d'un  certain 
triangle  sphérique.  En  vertu  de  la  formule  (21),  la  rectifi- 
cation d'une  ellipse  quelconque  se  ramène  à  la  rectification 
d'une  ellipse  très  excentrique,  dont  les  arcs  se  confondraient 
sensiblement  avec  des  portions  de  ligne  droite,  ou  inverse- 
ment à  la  rectification  d'une  ellipse  très  peu  excentrique 
dont  les  arcs  se  confondraient  sensiblement  avec  des  arcs 
de  cercle. 

L'équation  de  Fhyperbole  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes  étant 

si  nous  posons 

a*  ,  a 


sm  'f 

la  longueur  de  l'arc,  mesuré  à  partir  du  sommet  de  l'une 
des  branches  de  la  courbe,  est 

Mais  l'intégration  par  parties  donne 

^ç     df  , s/^?    CQS^?^? 

et  l'on  a  d'autre  part  identiquement 


TZ,' 


En  conséquence 
s  ==  -  [cot  y .  V/ r^^^iîïï^ +E  (c,y)- E(c) -- (1 -- c« )[F(c,y)--- F(c)] j  ; 

en  sorte  que  l'arc  d'hyperbole  s'exprime  au  moyen  de  deux 
fonctions  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce. 
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On  peut  chasser  les  fonctions  F  {c,<f),  F  (c)  au  moyen  des 
équations  (17)  et  (18)  du  n°  336,  ce  qui  donne  : 

f»5  

—  =  cot  y .  v/ 1  —  c»sin»9  —  2c  sin  y  +  E  (c)  —  E  (c,  o) 
a 

+  2(l+c)E(c„yJ-(1+c)E(c,). 

Ainsi  la  rectification  de  l'hyperbole  est  ramenée  à  dépendre 
de  celle  de  deux  ellipses  d'excentricités  différentes,  théo- 
rème dont  on  doit  la  découverte  à  Landen. 

Pour  trouver  ce  que  représente  dans  ce  cas  l'amplitude  cp, 
décrivons  un  cercle  du  point  0  comme  centre,  et  du  demi- 
axe  OA  comme  rayon  (fig.  84)  ;  du  point  m,  dont  l'abscisse 
est  X,  abaissons  l'ordonnée  mp,  et  par  le  pied/>  menons  une 
droite  qui  touchera  le  cercle  en  f  ;  on  a 


x  = 


cos  tOp      sin  BO^' 

et  par  conséquent  angle  BOf  =  (f. 

Si  l'on  prolonge  rordonnéo  pm  jusqu'à  la  rencontre  de  l'a- 
symptote en  11,  et  qu'on  appelle  r  la  longueur  0/j,  il  viendra 


y  a^  c 


c  sm  f 
d'où 


-(r  —  s)  = — +  2c  sm  ?  — E  (c)  +  E  [c,  f) 

a  sin  î> 

-2(1  +c)E{c,,f,)-\-H-{-c)E{c,). 

Si  l'on  fait  dans  cette  expression  cp  =  0,  ce  qui  correspond  à 
x  =  0 ,  on  a 

sinî-^O,    E(c,9.)  =  0,     î».«:0,    E{c,,^^)=zO; 

quant  au  terme 

i  —  cos  y  {/\—c*sm*ç 

siu  f 
il  se  présente  sous  la  forme  J,  et  se  réduit  à  zéro  d'après  la 
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règle  connue  ;  donc  on  a  dans  ce  cas 

î(r-s)  =  (1+c)E(.,)-E(c). 
a 

En  d'autres  termes,  lorsque  les  longueurs  km,  On  vont  en 
croissant  indéfiniment ,  la  différence  On  —  km  converge 
vers  la  limite 

c 

*346.  On  a  trouvé  [1 80]  pour  la  différentielle  d'un  arc  de 
courbe  plane,  en  coordonnées  polaires, 

ds  =  j/"d?+  rH:f*  : 
d'où  l'on  tire 

y'?  /"■ 

V'fjf'd'f,     ou     5=1     ^ir.dr, 

selon  qu'on  veut  éliminer  la  variable  r  ou  la  variable  (p,  au 
moyen  de  l'équation  polaire  de  la  courbe. 

Par  exemple,  l'éqaution  de  la  lemniscate  de  Bernoulli 

devient  en  coordonnées  polaires 

r2  —  a2  (cos^^  —  sin^f )  ; 
ce  qui  donne,  quand  on  prend  pour  origine  des  arcs  le  point 
A  (fig.  60),  où  la  lemniscate  coupe  l'axe  des  Xj 

t=f%_t (i) 

a      ^  0  y  cos^ç— sin^? 

Posons 

1 

sm  f  =  — r  .  sin  -^ , 

cette  expression  deviendra 

a       \/a  Jo    t/l  —  I  sin'  ^        \/  2      \\/ 2     / 
En  conséquence,  les  propriétés  de  la  fonction  elliptique  de 
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première  espèce  peuvent  se  traduire  en  propriétés  de  la  lem- 
niscate,  qui  sous  ce  rapport  offre  des  analogies  très  curieuses 
avec  le  cercle.  Le  géomètre  Fagnani  est  le  premier  qui  ait 
étudié  la  lemnicaste  à  ce  point  de  vue,  et  ses  recherches  ont 
été  l'origine  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Il  faut  remarquer  que  les  équations  (4)  ou  (5)  ne  donnent 
les  valeiu-s  de  s  que  pour  les  valeurs  de  9  comprises  entre 
—  -jTT  et  -j-TT,  ou  pour  les  valeurs  de  ^  comprises  entre  —  {n 
et  {;:,  en  sorte  cpi' elles  ne  s'étendent  pas  au-delà  du  point 
d'inflexion  de  la  lemniscate. 

347.  La  cycloïde  ayant  pour  équation  diftérentielle  [1 77] 


rfy i/2Ky  —  y^ 

dx  y 

si  l'on  compte  les  arcs  de  l'origine  des  coordonnées,  on  trouve 

\/2ir— 7/ 


/•  'j         au  ^       

-   ^ —  =4K-2v/2R.V/iR-y: 
.^     1/ 9.R — 11 


formule  dans  laquelle  y  peut  croître  de  0  à  2R. 

Quand  on  prend  y  =  2R,  on  a  pour  la  longueur  d'un 
demi-arceau  s  =  4R,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé 
en  cherchant  la  développée  de  la  cycloïde  [198]. 

L'expression  de  l'arc  de  cycloïde  affecterait  une  forme  ex- 
trêmement simple,  si  le  point  Q  [fig.  42),  sommet  d'mi  ar- 
ceau, était  pris  pour  origine  des  arcs  et  en  même  temps 
pour  origine  des  ordonnées  ?/,  comptées  de  Q  en  S.  Ceci  re- 
vient à  écrire  4R  —  s  au  lieu  de  s,  et  2R  —  ij  au  lieu  de 

ij,  d'où 

s  =  2v/2irî/, 

valeur  (ju'il  Faudrait  prendre  avec  le  double  signe,  à  cause 
de  la  symétrie  di;  la  eourlx;  par  rapport  à  la  droite  QS. 

L'arc  <le  la  spirale  lôgarilluuicjue  [181  ],  ([ui  a  ]t0iu'  é(iua- 
(ion  polaire  r=  c^'^,  sera  donné  par  la  i'ormule 
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s  =/    vT+H^.e-^'^df  ==y  '^  ^'"'  (en>p _  e»>y.)—  ^  '  ^^'  .(r— ro) : 

formule  qui  est  une  consécpence  très  simple  de  la  propriété 
caractéristique  de  cette  spirale,  celle  de  couper  tous  ses 
rayons  vecteurs  sous  un  angle  constant,  dont  le  cosinus  est 

I  m 

348.  Soient  y  =  fx,  z=^ïx  les  équations  d'une  ligne 
dans  l'espace  ;  et  x„,  l'abscisse  du  point  de  la  courbe  que  l'on 
prend  pour  origine  des  arcs  ;  on  a  [223] 


s~  {'"i^i  +  if'xy  +  iî'xy.dx.  (S) 


Pour  donner  une  application  de  cette  formule,  prenons 
l'hélice  représentée  [234]  par  le  système  des  trois  équations 

X—  R  cos  fy  y  =  R  sin  ?,  z  =  aRy, 
qui  donnent 

dx  =  —  R  sin  fdf^  dy  =B.  cos  fdf,  dz  =  aRd'j>, 

et  par  suite 

dy  ..,         dz  a 

f'x=^-j-  =.  —  cot  ^,  ïx  =--  =  — 


dx  dx  sin  y 

y'?  

df  =  R{/\  +  a^.(f  —fo). 

On  aurait  pu  obtenir  directement  la  même  expression,  en 
considérant  que  l'hélice  se  transforme  en  ligne  droite  quand 
on  développe  la  surface  cyhndrique  siu?  laquelle  elle  est  tracée . 

§  3.  Cubature  des  solides  de  révolution. 

349.  La  mesure  du  volume  d'un  solide  de  révolution  se 
ramène  facilement  aux  quadratures  ou  à  l'intégration  de 
fonctions  différentielles  d'une  seule  variable.  Prenons  en  ctTet 
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Taxe  de  révolution  poui*  celui  des  x,  et  soit  y  =  fx  Fordon- 
n^e  de  la  courbe  méridienne,  v  le  volume  de  la  tranche  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution, 
ayant  respectivement  pour  abscisses,  l'un  la  constante  x„^ 
l'autre  la  variable  x.  L'accroissement  Ai-  sera  compris  entre 
le  cylindre  qui  a  pour  volume  r.if^x,  et  celui  qui  a  pour 
volume  r.[y  -\-  Aj/j^Aa;  ;  du  moins  quand  on  prendra  Arc  assez 
petit  pour  (jue  l'ordonnée  y  soit  constamment  croissante  ou 
décroissante  dans  l'intervalle  ^x.  Or  on  a 


donc 

et  par  suite 


lim. =  I  ; 


lim.  ^=  \,  ou  dv  —  ■ny^dx. 

'Ky^^x 


/i  X 
{fxfdx. 


Supposons  que  la  courbe  méridienne  soit  l'ellipse 

et  posons  a:„  =  0  ;  il  viendra 

X  variant  de  0  à  a.  La  formule  donne  \T:ab'  pour  le  volume 
entier  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

Proposons-nous  encore  de  cuber  le  solide  annulaire  en- 
gendré par  la  rolation  (bi  cercle  MNM'N'  {/i(j.  73)  autour  de 
la  droite  I*P'  menée  dans  le  plan  de  ce  cercle  et  prise  pour 
arc  des  x.  Nous  ferons  passer  l'axe  des  y  par  le  centre  du 
cercle  dont  le  rayon  sera  r,  l'ordonnée  du  centre  étant  dési- 
gnée par  \{,  de  manière  que 

y,  =  r{  +  y/r»  — j*, 
y,~\{  .-^/^r'-x«, 
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soient  les  ordonnées  des  demi-circonférences  MNM',  MN'M'. 
Le  volume  de  l'anneau  aura  pour  valeur 

(j,*  — i/2-)f/.r- 4-R  /      \/r^-x^.dx. 
f  -J  — f 

Mais  on  a  [338] 

I     W r^—xKdx  =  - X  \/ r^—  x'  +  -  r*.arc  sm  - 


se 


donc 

v=  277  VR. 

§  4.  Quadrature  des  surfaces  de  révolution. 

350.  Si  l'on  inscrit  un  polygone  à  la  section  méridienne 
d'une  surface  de  révolution,  et  qu'on  face  tourner  le  poly- 
gone avec  la  courbe  circonscrite,  chaque  côté  du  polygone 
engendrera  la  surface  développable  d'un  tronc  de  cône.  Or^, 
l'on  entend  par  aire  d'une  surface  de  révolution,  la  limite 
dont  s'approche  la  somme  des  aires  de  ces  troncs  de  cônes, 
quand  les  côtés  du  polygone  inscrit  décroissent  indéfini- 
ment, ou  quand  le  polygone  inscrit  approche  de  plus  en  plus 
de  se  confondre  avec  la  courbe.  Cette  définition  est  analogue 
à  celle  que  nous  avons  donnée  de  la  longueur  des  courbes 
[174]  ;  et  nous  reviendrons  encore  sur  ce  sujet,  en  parlant, 
dans  le  chapitre  suivant,  de  la  mesure  des  aires  des  surfaces 
quelconques. 

Conservons  toutes  les  notations  du  n"  précédent,  et  appe- 
lons u  l'aire  de  la  portion  de  surface  de  révolution  intercep- 
tée entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  d4?s  x.  L'aire 
du  tronc  de  cône  engendré  par  le  côté  du  polygone  inscrit 
qui  joint  les  points  (x,y) ,  {x-\-Ax  ,  y-\-  At/)  ,  est  expri- 
mée par 
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et  son  rapport  à  raceroissement  Aa;  a  pour  limile 


donc,  d'après  la  définition  de  la  grandeur  u, 
d'où 

J  X 

Appliquant  cette  formule  à  l'ellipsoïde  de  révolution  con- 
sidéré plus  haut,  nous  aiu'ons 

u-lit-.f     \/  a^-  ———xKdx. 
a  -^  Q   y  a^ 

Supposons  d'abord  l'ellipsoïde  allongé  ou  a  >  Z>,  et  posons 

^a     =  c^  :  il  Tiendra 

,  I    ,  /"       ë-i^    ,   a  .    cx\ 

u  =  T.b  \x\/  1 ^  +  -.arcsm — j. 

La  formule  donne  pour  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde  allongé 

27r(6^  -\ arc  sine). 

Quand  c=  0,  on  a  a  =  h,^^—=z\^  et  l'on  retrouve 
l'expression  connue  de  la  surface  de  la  sphère. 

Supposons  en  second  Heu  l'ellipsoïde  aplati,  ou  a  <  b,  et 

posons  —T—  =  c^  ;  on  obtiendra 


expression  d'où  l'on  déduit,  pour  l'aire  totale  de  l'ellip- 
soïde aplati, 
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Quand  c  =  0,  on  trouve  que  l'expression 

c 

a  pour  valeur  2,  et  l'on  retombe  encore  de  cette  maniore 
sur  l'expression  de  la  surface  de  la  sphère. 

La  surface  annulaire  engendrée  par  la  révolution   du 
cercle  MNM'N'  [ficj.  73)  a  pour  valeur 

/•  ''      dx 
^==  =  in'rR, 

c'est  à-dire  le  produit  des  deux  circonférences  dont  les  rayons 
sont  r  et  R. 


CHAPITRE  Vh 

INTÉGRALES   DÉFINIES  MULTIPLES. — APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES 
ET   PHYSIQUES. 


§  1".  Intégrales  doubles.  —  Application  à  la  cubalure  des  volumes  terminés 
par  des  surfaces  courbes  quelconques. 

351 .  Soit  f(x,y)  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes x,yf  laquelle  est  supposée  conserver  toujours  des  va- 
leurs finies  entre  les  limites  x^,cci\  îy^î/i.  On  pourra  prendre 
d'abord  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  f[x,y)  dy 
entre  les  limites  yo^yr?  et  cette  somme,  ou  l'intégrale  définie 

A^.  y)  ^y 

y. 
sera  une  certaine  fonction  de  x.  Si  l'on  prend  ensuite  la 
somme  des  valeurs  infiniment  petites  de 

entre  les  limites  x^,  x^,  on  aura  V intégrale  définie  double 

OU,  en  supprimant  les  parenthèses  i)Our  plus  de  simplicité 
dans  l'écriture, 

l''l''^f{x,y)dydx;  (a) 

et  cotte  somme  est  manifestemont  celle  de  toutes  les  valeurs 
iniiniment  petites  du  second  ordre  que  peut  prendre  la 
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fonction 

f  {X,  y)  dydx, 

quand  on  y  fait  varier  .x  par  intervalles  infiniment  petits  dx., 
7/ par  intervalles  infiniment  petits  dij,  entre  les  limites  x„,  /r,; 

En  d'autres  termes,  si  l'on  divise  l'intervalle  x,  —  ,t„  en 

m  parties  égales  Ax,  l'intervalle  ?/,  —  y„  en  n  parties  égales 

Ay  ;  que  l'on  prenne  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  la 

fonction 

f{x,y)^ij\x  (b) 

en  combinant  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  la  série 

Xg,  Xq  -Jf  ^X,Xo-{-'2.lx,.    .  a-0 -f- (m  —  1)  Aa?, 

avec  toutes  les  valeurs  de  y  comprises  dans  cette  autre  série 

yo,  yo  +  A?/,  7/0  +  2Ay, .  .  ..Vo  +  ()?  —  1  )  -7/ ; 

à  mesure  cpie  l'on  prendra  pour  m  et  n  des  nombres  plus 
grands,  ou  pour  les  intervalles  àx,  Ay  des  fractions  plus 
petites  des  intervalles  primitifs,  la  somme  obtenue  conver- 
gera vers  une  certaine  limite,  qui  est  précisément  la  valeur 
de  la  double  intégrale  (a). 

Il  suit  de  là,  que  l'ordre  des  intégrations  n'a  aucune  in- 
fluence sur  la  valeur  de  l'intégrale  double,  et  qu'on  peut 
écrire  indifféremment 

/     f^x,  yyitjdx,  ou    /      /     f{x,  y)flxihj. 

Xo'^  yo  -^  y»  •'  Xo 

352.  Si  l'on  construit  la  surface  dont  x,y  ei  2  =  f{x,  y) 
désignent  les  coordonnées  rectangulaires,  la  quantité  (b) 
mesurera  le  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  qui  au- 
rait pour  base  Ax  Ay,  et  pour  hauteur  l'ordonnée  z.  Les  in- 
tersections des  plans  latéraiLx  de  ce  parallélépipède  avec  la 
surface  circonscrivent  un  quadrilatère  courbe  dont  la  pro- 
jection en  xy  est  le  rectangle  Ax  Ay,  Le  volume  compris 

T.  II.  '  6 
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entre  ces  plans  latéraux,  la  base  du  parallélépipède  {b)  et  la 
surface  ;  =  /'(jr,  y),  ne  diflrre  du  volume  du  parallélépipède 
(6)  que  par  un  certain  volume  (|3)  moindre  que  Ax  Ay  (Ai), 
(Ai)  étant  la  différence  des  valeurs  extrêmes  que  prend  l'or- 
donnée  z  pour  les  points  de  la  surface  qui  se  projettent  en 
j-j/dans  l'intérieui'  ou  sur  le  contour  du  rectangle  A.r  Aij. 
Quand  la  fonction  z  n'éprouve  pas  de  solution  de  continuité 
du  premier  ordre,  (Az)  est  une  quantité  du  même  ordre  de 
grandeur  que  Ax,  Aiy  :  donc,  si  àx,  A?/  sont  des  quantité.* 
très  petites  du  premier  ordre,  auquel  cas  le  volume  du  pa- 
rallélépipède (b)  est  une  quantité  très  petite  du  second  ordre, 
le  volume  (jS)  se  réduit  à  une  quantité  très  petite  du  troi- 
sième ordre.  Donc  l'intégrale  (a),  qui  est  la  limite  vers  la- 
quelle converge  la  somme  des  quantités  (b)  par  le  décroisse- 
ment  indéfini  des  dimensions  Ax,  A?/,  mesure  le  volume 
limité  dans  un  sens  par  le  plan  xy,  à  l'opposite  par  la  surface 
courbe,  et  latéralement  par  quatre  plans,  dont  deux  sont 
menés  parallèlement  au  plan  xz  aux  distances  »/„  y. 
Le  quotient 

\  étant  ime  valeur  de  x  comprise  entre  x„  et  j;,.  r<  une  valeur 
de  y  comprise  entre  y„  et  t/„  exprime  encore  la  moyenne  de 
toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini,  que  prend  (pour  les 
points  du  plan  xy  compris  dans  l'étendue  du  rectangle  dé- 
terminé par  l'intersection  de  ce  plan  avec  les  quatre  plans 
perpendiculaires  que  l'on  vient  de  définir)  la  hauteur  2,  ou 
plus  généralement  la  fonction  /"(a;,  \f)  qui  peut  avoir  une  si- 
gnification géométrique  ou  physicpie  ({uclconcpie  [33]. 
3r)3.  i;intégrak'  double 

/     /"(.r,  ■tD'iXihj, 
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dans  laquelle  on  fait  varier  les  limites  supérieures  de  x„  à 
^,  et  de  î/o  à  y,,  est  une  fonction  continue  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y.  En  désignant  cette  fonction  par 
F  {x,  y)  on  a 

dx  <^  j/o  dij  ^  xo 

dxdy     ~     dydx     -^*^'^^-  ^'> 

Toute  fonction  de  la  forme 

F{x,y)^fX  +  -^y,  (c,) 

oîi  (p,  4'  désignent  des  fonctions  continues  absolument  arbi- 
traires satisfait  pareillement  à  l'équation  (c).  En  effet, 
quand  on  prend  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  (ci)  par 
rapport  à  x,  on  fait  disparaître  la  fonction  ^y,  et  ensuite, 
lorsqu'on'prend  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  î/  de  la 

fonction 

d¥{x,  y)       d(px 

dx  dx  ' 

on  fait  disparaître  la  fonction  4^ .   Le  résultat  serait  le 

même,  si  l'on  opérait  les  deux  différentiations  dans  un  ordre 
inverse. 

354.  Au  lieu  de  prendre  l'intégrale 

entre  des  limites  y^,  y^  qui  ne  varient  point  avec  ^,  on 
pourrait  la  prendre  entre  des  limites  variables  (f^x,  <^^  x;  et 
alors  l'intégrale  définie 

f(x,  y)dy 

<PoX 

serait  encore  une  fonction  où  la  variable  x  entrerait  seule. 
En  intégrant  une  seconde  fois  par  rapport  à  x,  entre  les 
limites  a;,,  a^i,  on  aurait  l'intégrale  définie  double 
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f      f{x,y)dydx=y. 

Pour  se  faire  une  idée  claire  du  résultat  de  cette  opérât ion^, 
on  peut  concevoir  ([ue  les  valeurs  extrêmes  x^,  x^  sont  re- 
présentées [fiçj.  80)  par  les  abscisses  O/^o,  0/),;  les  fonctions 
(p.,  a:,  ç^^x  par  les  ordonnées  des  lignes  ou  des  portions  de 
lignes  mj}jn^,  mji^m^;  enfin  que  la  fonction  f{x.y)  =  z  est 
représentée  par  l'ordonnée  dune  surface  courbe ,  élevée 
perpendiculairement  au  plan  xy.  En  vertu  de  ces  hypo- 
thèses, et  d'après  ce  qui  a  été  exphqué  dans  l'avant-dernier 
numéro,  l'intégrale  V  mesure  le  volume  limité  dans  un  sens 
par  le  plan  xy,  à  l'opposite  par  la  surface  courbe  dont  z  est 
l'ordonnée,  et  enfin  par  une  surface  cylindrique  qui  a  j^gur 
section  droite  le  périmètre  m„n„m^  n^. 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  A  l'aire  que  ce 

périmètre  circonscrit ,  le  rapport  ^  exprime  la  moyenne  de 

toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini,  que  prend,  pour  tous 
les  points  (x,  y)  compris  dans  la  circonscription  du  péri- 
mètre, la  fonction  [{x^  y)  cpii  peut  avoir  une  signification 
quelconque,  géométrique  ou  physique. 

Menons  parallèlement  à  l'axe  des  x  les  droites  »î„  q,.  n^  7 , , 
(|ui  limitent  le  périmètre;  désignons  par  ?/„,  y,  les  ordonnées 
0</o.  Of/n  et  par  'j>„//,  <]^f//  les  valeurs  de  l'abscisse  .x  en  fonc- 
tion de  y  pour  les  ])urtioiis  de  lignes  njn^  »,,  «..m,  n^  ;  nous 
aurons  évidemment 

35i).  Oii.iiitl  I;i  ligue  m^ujUin^  [jiy.  85),  (|ui  limite  l'éten- 
due de  l'intégrale  double 

est  donnée   jtnr    mic    é([naliuii    eu    coordonnées   jiolaires 
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r  =  îo,  on  peut  prendre  pour  élément  de  Taire  dans  l'éten- 
due de  laquelle  la  double  intégration  s'ell'ectue,  au  lieu  du 
rectangle  infinitésimal  dijdx,  l'aire  my.vn  limitée  par  deux 
rayons  vecteurs  Omn,  Op,  faisant  entre  eux  l'angle  infini- 
ment petit  dc^,  et  par  deux  arcs  de  cercles  mp-,  nv,  l'un  dé- 
crit du  rayon  Om  =rz  r,  l'autre  décrit  du  rayon  On  =  r  -{-dr. 
La  surface  de  cette  portion  de  secteur  circulaire  a  pour 

valeur 

l  dci>[{ri-drr-  r% 

OU  simplement  rdr  do,  en  négligeant  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre.  En  conséquence,  si  Ton  désigne  par  F  (r,(p) 
ce  que  devient /(a;,  t/),  ensuite  de  la  substitution  des  va- 
leurs de  X,  y  en  r,<p,  il  viendra 


Y=c  f     r    Y  {r,^)rdrdf. 
*^  0    -'  0 

Lorsque  la  fonction  F  (r,  (p)  se  réduit  à  l'unité .  l'intégrale 
V  exprime  simplement  l'aire  limitée  par  la  courbe  r  =  fç., 
et  l'on  a 

ce  qui  s'accorde  avec  le  n"  180. 

Nous  avons  supposé,  pour  plus  de  simplicité,  1°  que  l'ori- 
gine des  rayons  vecteurs  tombe  dans  l'intérieur  de  l'aire 
limitée  par  la  Ligne  r  ^f^  ;  2"  que,  pour  chaque  valeur  de 
o,  r  n'a  qu'une  seule  valeur  réelle  et  positive.  Lorscjue  ces 
conditions  ne  sont  pas  satisfaites ,  les  intégrales  doivent 
être  prises  entre  d'autres  limites,  qu'il  est  aisé  d'assigner 
dans  chaque  cas  particulier. 

356.  Quand  la  fonction  f  {x,y)  devient  infinie  pour  un 
système  de  valeur  x  =  '^,  î/="^>  compris  dans  les  Hmites 
de  l'intégration,  il  faut  examiner  si  l'intégrale  double  con- 
serve une  valeur  finie  et  déterminée.  Imaginons  l'origine 
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transportée  en  ce  point  et  les  coordonnées  rectangulaires 
remplacées  par  des  coordonnées  polaires,  l'intégrale  double 
devient 

/     F  {r,  f)  rdrd^. 

o    ./  o 

De  la  nouvelle  origine  comme  centre  avec  des  rayons  très 
petits  £  et  h  décrivons  deux  cercles  et  considérons  le  volume 
de  la  couronne  cylindrique  correspondante  ;  ce  volume  est 
exprimé  par  l'intégrale 

I     F  (i\tf)  rdrdf. 

La  fonction  F(r,'^)  devenant  infinie  pour  r  =  0,  se  mettra 
en  général  sous  la  l'orme 

si  l'exposant  est  moindre  que  2,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
précédemment,  l'intégrale  singulière 

aura  une  valeur  très  petite  quand  on  fera  tendre  e  vers  zéro; 
le  volume  de  la  couronne  cylindrique  sera  très  petit  et 
l'intégrale  double  conservera  une  valeur  finie  et  déterminée. 

Dans  ce  cas  on  peut  appliquer  à  l'intégrale  double  les 
règles  ordinaires  et  elfectuer  les  deux  intégrations  dans 
un  ordre  quelconque. 

Quand  l'intégrale  singulière  n'est  pas  infiniment  petite 
pour  toutes  les  valeurs  de  tp,  il  est  impossible  de  pousser  la 
double  intégration  jusqu'au  point  qui  rend  /'(.r,  ij)  infinie. 
Autrement,  on  risque  d'arriver  à  des  résultats  tout  à  fait 
inexacts.  Prenons  pour  exemple  l'intégrale  double 

/     /     7^-; ttJ^^^^U- 
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En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  la  variable  x,  on  a 
et  en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  y, 


.1       dy 
-1  1  -+-  y 


En  effectuant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse,  on  a 

J  _i  {x^  4-  ifY  ^     \    x''-\-  y-l-\        1  +x^'     ^  _i  1  +  a;' 

en  sorte  que  l'on  obtient  deux  résultats  différents  -f-  tt  et 
—  TT,  selon  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  les  intégrations 
simples.  Mais  ceci  ji'a  rien  d'étonnant  :1a  fonction  f(x,ij) 
devient  infinie  pour  a;  =  0,  tj  =  0,  et  l'intégrale  double  est 
effectivement  indéterminée. 

357.  Il  arrive  souvent  cpie  par  un  changement  de  varia- 
bles, correspondant  géométriquement  à  un  changement  de 
coordonnées,  le  calcul  de  la  double  intégTale  V  devient 
plus  simple  ;  et  en  tout  cas,  il  importe  d'examiner  ce  cpie 
devient  cette  intégrale  par  un  changement  de  variables. 
Soient  donc  a,  |3  deux  nouvelles  variables  liées  à  £c,y  par  les 
écpiations 

et  posons 

f{x,y)  =  na,^), 

dx  ^  yjrfz  -{-  yjrfp,  (c) 

dy  =  ^^dy.  +  i>,d^.  if) 

Pour  chasser  d'abord  de  l'intégrale  V  la  différentielle  dy,  on 
remarquera  que  cette  différentielle  est  prise  en  supposant  x 
constant;,  et  par  conséquent  dx  =  0,  ou 

Tirant  de  cette  écpiation  la  valeur  de  dfi,  et  la  substituant 
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dans  l'équation  (f),  on  aura 

(hf  =  ily, 

ce  qui  donne 

dydx  == -^  dadx, 

^J^rr^(^,^^,),hllZlhïld^x. 

Maintenant  il  faudra  prendre  la  diférentielle  dx  en  traitant 
a  comme  une  quantité  constante,  ou  en  posant  dans  l'équa- 
tion (e)  da.  =  0,  d'oïl  dx  =  92C//3,  et  par  suite 

En  opérant  l'élimination  de  dx^  dy  dans  un  ordre  inverse, 
on  aurait  eu  symétriquement 

expression  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe  : 
or,  comme  l'intégrale 

ffdydx  :=//  (y,>s  -  ç^b,)dc,d% 

prise  entre  les  mômes  limites  que  V,  est  la  mesure  d'aune 
aire,  qui  mesure  elle-même  l'étendue  de  l'intégrale  V,  on 
ne  doit  considérer  que  la  valeur  absolue  de  cette  intégrale, 
et  le  signe  du  facteur  î^i^,  —  o^^^  est  indifférent. 
Si  l'on  prend 

a  =  r,  /3  =  5^,  a:  —  r  cos  y,  y=zr  sin  <p, 

on  a 

o,  =  cos  y,  i/j  =  sin  y,  yj  — -  —  r  sin  y,  •/-,  =  r  cos  <f, 

d'où 

?r/'t  —  î','pi=  r  cos'  y  +  r  sin'  9)  =::r, 

comme  on  l'a  trouvé  directement  par  des  considérations 
géométriques,  trop  simples  pour  n'être  pas  présentées  en 
premier  lieu. 
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358.  Afin  de  donner  un  exemple  de  rapplication  du  cal- 
cul des  intégrales  doubles  à  la  cubature  des  corps  terminés 
par  des  surfaces  quelconques,  proposons-nous  d'évaluer  le 
voliune  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  dont  la  surface, 
rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  a  pour  équation 

1+n  +  -,  =  l,  ou-  =  =b-rx    ^ — ^ y. 

0*       0^       c^  0  *^  a 

L'équation  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  xij  est 


y  =  =fc-  \/a«— a;*; 


a 


donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


a 


la  tranche  de  l'ellipsoïde,  limitée  par  deux  plans  parallèles 
à  celui  des  î/z,  et  correspondant  aux  abscisses  x^,x,  aura 
pour  valeur 

Or  il  vient 
ce  qui  donne 

V  =  t:  J/'^û'  -  x')dX  =  Tvic  Fa?  —  rTo  —  -^a  i^'  -  X\)\  • 

En  prenant  <ro  =  —  a,  x=:a,  on  a  ^7:abc  pour  le  volume 
de  l'ellipsoïde  entier. 

§  2.  Aires  des  surfaces  courbes  quelconques. 

359.  Étant  donnée  une  surface  courbe  quelconque  S,  si, 
par  des  points  très  rapprochés  pris  sur  la  surface,  on  mène 
des  plans  tangents ,  ces  plans  se  couperont  de  manière  à 
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former  uii  polycdi-c,  à  faces  très  petites,  qui  enveloppera 
la  surface,  et  approchera  d'autant  plus  de  se  confondre  avec 
S,  que  les  points  auront  été  pris  plus  \oisins  le^  uns  des 
autres.  A  une  portion  limitée  de  la  surface  S,  telle  cpae  celle 
(pi'intercepterait  une  surface  cylindrique  ayant  pour  sec- 
tion droite  une  courbe  fermée,  tracée  dans  le  plan  j-y, 
correspondra  une  portion  limitée  de  Tenveloppe  polyédri- 
que, savoir  la  portion  interceptée  par  cette  même  surface 
cylindrique.  Cela  posé,  on  entend  par  l'aire  de  la  portion 
de  surface  courbe  ainsi  circonscrite,  la  limite  Q.  dont  s'ap- 
proche indéfiniment  l'aire  de  la  poilion  correspondante  de 
l'enveloppe  polyédrique,  quand  les  dimensions  des  faces  du 
polyèdre  vont  en  décroissant  indéfiniment,  par  le  rappro- 
chement indéfini  des  points  de  contact  de  la  siu'face  avec 
le  polyèdre  enveloppant. 

I\Ienons  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  (x,î/,2), 
et  prenons  le  point  de  projection  (x,ï/)  pour  l'un  des  som- 
mets d'un  rectangle  ayant  ses  côtés  Ax,  Ay  respectivement 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des  tj  [3o2].  Les  plans  menés 
par  les  côtés  de  ce  rectangle,  perpendiculairement  au  plan 
xy,  circonscriront  sur  la  surface  S  une  aire  AU,  et  sur  le 
plan  tangent  en  {x,yjz)  un  parallélogramme  dont  l'aire  aura 
pour  valeur  numérique ,  d'après  un  théorème  connu  de 
géométrie, 

COS  V 

(v  désignant  l'angle  aigu  du  plan  tangent  avec  celui  des  xy)y 
ou  Lien  [23 7  j 

y/  <  +  p"  +  7' .  A  j/Ax. 

Donc,  par  la  définition  même  de  la  ipiantité  12,  consi- 
dérée maintenant  comme  fonction  des  cuoicUmnées  iiidé- 
peudaiihs  x,y, 
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du  =  \/  \^ij'  -\-q\dydx,  (w) 

On  tire  de  l'équation  de  la  surface  les  valeurs  des  déri- 
Tées  partielles  p,  q  en  fonction  de  x,  y  :  les  limites  de  la 
double  intégration  sont  données  par  le  contour  de  la  ligne 
qui  circonscrit  la  projection  sur  le  plan  xij  de  la  surface  ou 
rtortion  de  surface  dont  il  faut  évaluer  l'aire  Q. 

Les  éléments  ciQ.  peuvent  être  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  même  quand  les  dérivées  p,  q  de\iennent 
infinies,  si  d'ailleurs  l'ordonnée  z  conserve  une  valeur  finie 
[342],  ou  si  elfe  n'éprouve  qu'une  solution  de  continuité 
du  second  ordre. 

Nous  regardons  l'équation  (oj)  comme  la  définition  de  la 
fonctioiiû,  de  même  cpie  nous  avons  regardé  [174]  l'équation 

ds  =  \/  \-^y'*,dx 

comme  la  définition  de  la  fonction  s.  La  définition  physique 
que  l'on  donne  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe,  en  ima- 
ginant cette  coiu'be  formée  par  un  fil  parfaitement  flexible 
et  inextensible  (ou  plutôt  par  un  fil  dont  la  roideur  et 
l'extensibilité  sont  inappréciables),  ne  comporte  pas  d'ex- 
tension aiLx  aires  des  surfaces  courbes,  à  moins  qu'il  ne 
s'agisse  de  surfaces  développables  ;  et  de  là  même  nous  pou- 
vons conclure  qu'elle  n'est  pas  la  ^Taie  définition  de  la 
fonction  s  :  car  l'analogie  mathématique  des  fonctions  s,  Q. 
doit  se  retrouver  dans  les  définitions  de  ces  deux  grandeurs, 
si  elles  sont  tirées  de  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  la  nature 
des  grandeurs  définies,  et  non  d'un  caractère  accidentel  ou 
secondaire. 

*360.  Cherchons,  d'après  la  formule  (Û),  l'expression 
de  la  surface  de  l'ellipsoïde  quelconcpie 

a»  ^  é«     •    c'        ^ 
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nous  aurons 

de  manière  que,  si  l'étendue  de  l'intégrale  est  limitée,  sur 
le  plan  xy,  par  le  contour  de  l'ellipse 

a»  ^  b'         ' 
et  si  l'on  désigne  par  Q  l'aire  de  la  portion  de  surface  située 
d'un  cùté  du  plan  xij,  ou  la  moitié  de  l'aire  totale  de  l'ellip- 
soïde, il  viendi'a 


■'=//!/ 


.: avUx . 

^ ^ 

a»      b' 


Admettons,  ce  qui  ne  restreint  point  la  généralité  de  la  so- 
lution, que  l'ordre  de  grandeur  des  demi-axes  a,  byC  soit 

exprimé  par 

o  >  4  >  c, 

et  posons 

a  b  a'  0' 

d'où 

nous  aurons 

de  façon  que  le  calcul  de  Û  sera  ramené  à  celui  de  l'inté- 
gi'ale  double 

l'auxiliaire  ^  étant  déterminée  par  l'écpiation 
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OU 

(ça _  a'')  ^e  +  d^  —  ^')rr  -^^—L  (2) 

Mais  rien  n'empêche  de  considérer  les  nouvelles  variables 
I,  y;,  Ç  comme  des  coordonnées  rectangulaires,  et  alors  l'in- 
tégrale V  pourra  aussi  être  considérée  comme  exprimant  le 
volume  limité  par  le  plan  ^  -n,  par  la  surface  cylindrique 

^'  +  v-'  =  1,  (3) 

et  piar  l'ordonnée  ^  de  la  surface  (2)^  prise  positivement. 
Or,  si  l'on  fait  mouvoir  un  plan  parallèlement  au  plan  ^/î, 
dans  le  sens  des  ^  positifs,  ce  plan,  en  vertu  des  inégalités 
(1),  ne  rencontrera  pas  la  surface  (2)  dans  l'intérieur  du 
cylindre  (3),  tant  qu'on  aura  C  <  1  •  Quand  ^  deyiendra  égal 
à  l'unité,  le  plan  mobile  touchera  la  siuface  en  un  point 
situé  sur  l'axe  des  ^.  et  ensuite  il  la  coupera  suivant  une 
série  d'ellipses  qui  auront  pour  demi-axes 


^         j.  ^    —  p 

ces  demi-axes  devenant  égaux  entre  eux  et  à  l'unité,  pour 

Ç=  00. 

D'après  cela  on  peut  encore  évaluer  le  volmne  v  en  pre- 
nant pour  élément  du  volume  la  différence  infiniment  petite 
de  deux  cybndres  dont  la  hauteur  commmie  est  <^,  et  dont  les 
bases  sur  le  plan  ^/i  sont  deux  elUpses ayant  pour  aires  [338] 

d .  iH 

d; 

Donc  on  a 


—     f 


et  par  cette  considération  ingénieuse,  due  à  M.  Catalan  ('), 

(')  Voyez  le  Journal  de  mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  IV,  p.  323,  et 
t.  V,  p.  115. 
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l'intégi'ale  double  qui  exprimait  la  valeur  de  u  se  trouve 
transformée  en  intégrale  simple. 

Maintenant  l'intégration  par  parties  donne 

—  V  CC^-"  a'Kç'  ^')       I  V  {>-:'.')(?'-?)  ' 

Soit 

a 

K  = 


sm  f 
il  viendra 


1)rf?  /        (Sin-  y  —  a'>/i 


>->  (^•  — IJfl; /        (Sin-  y  —  a '//y 

=  (1-6^)  /:        ^^         _  rt^-^-^^sinS.. 


En  faisant  les  substitutions  convenables,  on  trouve  que  la 

valeur  de  l'intégrale  définie  -  se  compose  de  deux  parties  : 

l'une  donnée  par  les  termes  hors  du  signe  y,  et  qui  est  égale 
à  la  différence  des  valeurs  que  prend  la  fonction 

(a*4-p*cos's — I)sin9> 
cos  y  lAa'— /3*  sin'  y  ' 

quand  on  y  fait  à  la  limite  supérieure  sin  ^  =  0,  et  à  la  li- 
mite inférieure  sin  ^^  =  a.  Cette  différence  se  réduit  à 


L'autre  partie  est  formée  de  l'intégrale 

_  ,<  _ .«)  /'        ^y .a  r  J^"?d?   _ 

=  -.f^-^zrfJlu^-^.dy  -  (1  -  .')/'-,   %-..,- 

^  -f    \/a}  —  ,'3*  Sin' 


AIRES    DES   SURFACES  COURBES.  95 

prise  aussi  entre  les  limites  sin  9  =  0,  sin  «p  =  a,  ou  9  =  0, 
ç)  =  Pj  en  désignant  par  sin  fx  la  constante  a,  plus  petite 
que  l'unité.  Renversons  l'ordre  des  limiteS;,  et  employons  la 
notation  des  fonctions  elliptiques,  en  posant  pour  simplifier 

/3 av/62"ir^ 


cette  partie  de  la  valeur  de  ^  s'exprimera  pai^ 
«.E(Â:,..)  +  î-=^-F(Â;,p.), 

a 

ou  par 

en  remettant  pour  a  sa  valeur.  En  conséquence  la  surface 
du  demi-ellipsoïde  a  pour  expression 

n  =  .c'  +  jxJ=.  •  [(^'  -  ^')  ^-'^^'^ .")  +  ''  ^^^'^  .")]• 

*361.  Proposons-nous  encore  d'évaluer  la  surface  con- 
vexe d'un  cône  oblique,  à  base  circulaire;  et  à  cet  effet, 
plaçons  le  sommet  du  cône  à  l'origine  des  coordonnées 
{fig.  86)  et  Ja  base  circulaire  dans  un  plan  parallèle  à  celui 
des  î/z,  de  manière  que  le  point  C,  centre  du  cercle,  tombe 
dans  le  plan  xy  :  on  aura,  pour  les  équations  de  la  base 
du  cône, 

et  pour  celle  de  la  surface  conique, 

■ez^  +  {-.x  —  ryy  —  ^^x'  =  0.  (4) 

Nous  désignons  par  'i  l'abscisse  OP  ou  la  hauteur  du  cône, 
par  Y)  l'ordonnée  PC  du  centre  de  la  base,  par  p  le  rayon  de 
labaseCR„=:CR,. 

En  tirant  de  l'équation  (4)  les  valeurs  dep'',  q^,  on  a 
1      /♦  //ç-^  p^  x^  +  [0''  x  —  T{r.x  —  ty)'] - \  I 


\m 
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Si  nous  posons,  pour  facilitor  rintégi'ation[357],  î/=:a.r,  a. 
désig^nant  une  nouvelle  variaLle,  nous  aurons  dy=xd<x-\-o(.dx, 
et  pour  le  cas  où  Ton  l'ait  varier  y  en  traitant  x  comme  une 
constante,  dij  =  xdx,  d'où 


=\M 


;*^=  +  [o'-.(.-ç^)?\| 


xdxd.1 


Effectuons  l'intégration  par  rapport  à  x  entre  les  limites 
j:  =  0,  x  =  l,  et  doublons  le  résultat,  afin  d'avoir  l'aire 
des  deux  portions  de  la  surface  situées  de  part  et  d'autre  du 
plan  X]),  il  viendra 

Les  limites  de  l'intégrale  sont 


correspondant  ^  J"  =  I,  et  à 

?/  =  /■, -h, 0,     yrzzr.  —  p. 

On  obtiendra  une  expression  plus  simple,  en  posant 

r,  —  ç»  =  p  COS  f, 

d'où 

i-i  =  r>/      y/^*  +  (p  —  ncos<f)*-df; 

et  il  est  facile  de  voir  que  cette  intégrale  rentre  dans  la  classe 
de  celle  qui  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  elliptiques. 
En  général,  la  cjuadrature  des  surfaces  coniques  seramène 
au  calcul  d'une  intégrale  sim])le,  comme  celle  des  sur- 
faces de  révolution  ;  car  réqualion  générale  des  surfaces  de 
la  première  famille,  quand  ou  place,  comme  cela  est  permis, 
le  centre  de  la  surface  à  l'origine  des  coordonnées,  étant  [249] 


.=.,e). 


INTÉGRALES    TRIPLES.  97 

on  a 

dx  \xJ        z      \xj'      dij        '     \x/' 

et  après  qu'on  a  posé,  comme  ci-dessus. 

y  n:  oj;,  dy  =  xdy, 

il  vient 

a=  ff\/ 1  4-  (-^a  —  ccfa)^  -f  (.p 'af .  xdxdoL 

=  l  f\/ 1  +  (^a  —  y.-i'a:f  +  (^'«)2  .  xHy. . 
§  3.  Intégrales  triples. 

362.  On  n'est  pas  conduit,  dans  les  questions  de  pure 
géométrie,  à  considérer  des  intégrales  triples  de  la  forme 

I\I  =///"  f  (x,  y,  z)  dzdijdx  ; 
mais,  par  contre,  il  est  évident  que  des  intégrales  de  cette 
nature  doivent  figurer  dans  toutes  les  questions  de  physique 
où  il  n'est  pas  permis  de  faire  abstraction  de  quelques-unes 
des  dimensions  des  corps.  Si,  par  exemple,  il  s'agit  d'éva- 
luer le  poids  ou  la  masse  d'un  corps  dont  la  densité,  va- 
riable d'un  point  à  l'autre,  a  pour  mesure  ([x^  y,  z),  au  point 
dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x,y,z,  ce  poids  ou 
cette  masse  seront  mesurés  par  l'intégrale  M,  dont  les  limites 
devront  être  choisies  de  manière  à  comprendre  précisément 
l'espace  occupé  par  le  corps.  Si  l'on  divise  M  par  le  volume 
du  corps,  ou  par  l'intégrale 

y  =Jffdzdydx^ 

prise  entre  les  mêmes  limites,  on  obtiendra  la  densité 
moyenne  du  corps,  ou  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  /' 
dans  l'étendue  de  la  triple  intégration.  Ce  sont  là  autant  de 
conséquences  manifestes  de  la  définition  même  de  la  fonc- 
tion f[{  30],  et  de  l'hypothèse  de  la  continuité  de  la  matière, 
sur  laquelle  cette  définition  repose.  Nous  donnerons  par  la 
T.  n.  7 
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suite  quelques  éclaircissements  sur  l'interprétation  que  cette 
théorie  doit  recevoir,  quand  on  considère  les  corps  comme 
des  systèmes  do  particules  disjointes. 

Si  la  fonction  /"  mesurait  une  température,  le  rapport  ~ 
serait  la  température  moyenne'  du  corps,  et  ainsi  de  suite. 

La  première  intégration  par  rapport  à  z  aura  lieu  entre 
des  limites  qui  sont  des  fonctions  des  deux  autres  variables 
indépendantes  x,  y,  et  qui  représentent  les  ordonnées  (per- 
pendiculaires au  plan  xij)  des  surfaces  ou  portions  de  sur- 
faces par  lesquelles  le  corps  est  limité.  L'étt'ndue  des  deux 
intégi'ations  subséquentes  par  rapport  h  x  ci  h  y  sera  celle 
de  l'aire  circonscrite  sur  le  plan  xy  par  l'intersection  de  ce 
plan  avec  un  cylindre  tanpent  à  la  surface  du  corps,  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  z. 

363.  Pour  prendre,  dans  l'étendue  de  l'espace  occupé 
par  un  corps,  une  intégrale  définie  triple,  il  convient  sou- 
vent de  substituer  au  système  des  coordonnées  rectangu- 
laires un  système  de  coordonnées  polaires  dont  l'emploi  est 
d'ailleurs  naturellement  suggéré  par  les  besoins  de  l'astro- 
nomie et  de  la  géographie.  Imaginons  un  plan  fixe  mené 
par  l'origine  des  rayons  vecteurs,  et  un  rayon  fixe  tracé 
dans  ce  plan  ;  la  position  d'un  point  dans  resi)ace  est  déter- 
minée lors(|u'on  assigne  :  1"  la  longueur  r  du  rayon  vecteur  ; 
2°  l'angle  6  que  forme  le  rayon  vectem'  avec  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  fixe  ;  3"  l'angle  ^  que  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  le  plan  forme  avec  le  rayon  fixe.  Si  l'on 
ineiid  pour  jdau  fixe  (ou  [dan  fomlamnital ,  comme  quel- 
ques-uns rappellent)  celui  des  xy ,  et  pour  rayon  ilxc  le 
demi-axe  des  x  positifs,  on  ])assera  des  coordonnées  rectan- 
gulaires aux  coordonnées  polaires  au  moyen  des  lormules 

X  =:7'  sin  0  cos  i/;,  y  =  r  sin  0  sin  p,  z—  ?- cos  0. 
Dans  le  système  des  coordonnées  géograi»lii(jues,  l'angle  d' 
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correspond  à  la  longitude,  et  l'angle  9  est  le  complément  de 
la  latitude,  cjuand  on  suppose  l'origine  des  rayons  vecteurs 
au  centre  du  globe.  Le  rayon  vecteur  décrit  un  méridien 
lorsqu'on  fait  varier  l'angle  0,  l'angle  ^  restant  constant,  et 
il  décrit  un  parallèle  lorsque  Q  reste  constant  et  que  l'angle  ^ 
varie. 

Concevons  une  surface  sphériqne  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine 0  (fig.  87)  et  poiu*  rayon  OR=:r,  à  la  surface  de  la- 
quelle on  prend  deux  points  infiniment  voisins  î?2,  v  ;  de 
façon  qu'on  passe  du  point  m  au  point  v  en  faisant  varier  0 
de  d9  et  (|>  de  d<\i.  Les  points  m,v  sont  deux  sommets  opposés 
d'un  quadrilatère  spliérique,  formé  par  deux  arcs  de  méri- 
diens infiniment  voisins  miJ.,  m,  et  par  deux  arcs  de  paral- 
lèles aussi  infiniment  voisins  mn,  pv.  On  a  mi}.=.nv=zrdQ, 
et  mn  (qui  ne  diffère  de  pv  que  par  un  infiniment  petit  du 
second  ordre)  =  mpd'^  =  r  sin  0c/<|^.  Donc  la  surface  du  qua- 
drilatère spliérique,  que  l'on  peut  prendre  pour  un  rectan- 
gle quand  on  néglige  les  infiniment  petits  des  ordres  supé- 
rieurs au  second,  a  pour  valeur  r^  miBdQd^.  En  multipliant 
cette  aire  par  rfr,  on  aie  volume  d'un  élément  de  la  pyra- 
mide Omnvf..  Le  volume  entier  du  corps  se  décompose  en 
éléments  ainsi  définis,  et  par  conséquent 

U=jffY  (r,  9,  '  )  r^  dr  sin  edfjd-l,, 

F(r,  0,  ^)  étant  ce  que  devient  la  fonction  f  (x,  tj,  z)  par  la 

substitution  des  valeurs  de  x,  y,  z  en  r,  0,  4'- 

Le  volume  du  corps,  ou  l'étendue  de  l'intégrale  a  pour 

mesure 

Y=zfff  i^'^dr  sin  edodi. 

Si  l'origine  des  rayons  vecteurs  est  dans  Fintérîeur  du 
corps,  et  si  le  corps  est  limité  par  une  surface  convexe  en 
lous  ses  points,  ou  du  moins  par  une  surface  de  forme  telle, 
que  chaque  rayon  vecteur  ne  la  rencontre  qu'en  un  seul 
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point,  l'équation  do  celte  surface  est  de  la  forme 

Ja  fonction  f  n'admettant  qu'une  valeur  réelle  et  positive 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  6  et  de  ^{/.  Dans  ce  cas, 

M  =r  /       /     /  F  (r,  ^,  ^)  r^dr  siii  Orfçrf^, 

.      \  ^^  T'Y"  [f  (S  •;,)]»  sincrf:^;. 

Si  la  surface  enveloppée  avait  une  forqie  différente,  ou 
si  l'origine  des  rayons  vecteurs  était  autrement  placée,  il 
faudrait  déterminer  les  limites  des  trois  intégrations  simples 
par  une  discussion  spéciale  pour  chaque  cas,  et  qui  ne  peut 
offrir  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

L'intéurale  double 


'        o     «-^    o 


mBd^jd'j 


a  pour  valeur  4;:  ou  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  1, 
connue  cela  doit  être. 

'  364.  Le  calcul  d'une  intégrale  triple  peut  se  simplifier 
Leaucoup  par  un  choix  convenable  de  variables  ou  de 
coordonnées.  Soient  donc  «,  i3,  y  trois  nouvelles  variables 
liées  à  a;.  î/,  2  en  vertu  des  é(juations 

X  =:  y  (a,  5,  y),  y=>p[a,  p,  y),  S  =  tt  (7,  ;3,  7), 

ot  posons 

/•(j:.y,c)  =  FK  ^,  7), 

dx-^,  dx-\-'.,d3+y,dy,  {g) 

dy='.,  rfa+    ,dl+  p,dy,  (//) 

dz   rrr,   dy^  +  r.,dS^rr,dy.  (») 

r^our  chasser  d'abord  de  l'intégrale  M  la  différent iello  ilz,  on 
remarque  (jue  cette  diilérentielle  est  prise  en  supposant 
coiistant(.'S  les  deux  coordonnées  x,  //,  et  par  consétpu'nt 
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dx  =  0,  dy  =  Oy  ou  bien 

yj  doc  +  ?2  ^P  +  03  dy  =z  0, 
^P^dx  +  -^,dB  +  -^,dy  =  0. 

On  tire  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  dx,  dfi,  et  en 
les  substituant  dans  Téquation  (i),  on  a 

0 

dz  = .  dy, 

en  posant,  pour  abréger, 

En  conséquence,  il  vient 

M  =  ///F  (a,  p,  v).  ''  . dxdydy . 

Mais  la  coordonnée  y  doit  être  traitée  comme  une  constante 
dans  les  intégrations  relatives  à  î/  et  à  a;,  ce  qui  réduit  les 
équations  (g)  et  [h)  aux  équations  (e)  et  (Z')  du  n°  357  ;  et 
l'on  a,  par  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  numéro, 

fJ\Sdxdy  =ff\]  (y,:^3  -  ^p,  V,)  dydp  ; 

donc 

M=/y/F(a,5,7).0rf,<5rfy, 

et 

\=zff/@do^d.:dy. 

Le  polynôme  0,  par  la  symétrie  de  sa  composition,  ne 
pourrait  que  changer  de  signe,  si  l'on  opérait  dans  un  ordre 
différent  l'élimination  des  différentielles  dx,  dy,  dz-,  mais 
d'ailleurs  le  signe  de  0  est  indifférent,  et  l'on  ne  doit  avoir 
égard  qu'à  la  valeur  numérique  de  ce  facteur,  puisque  l'in- 
tégrale V  mesure  un  volume,  qui  mesure  à  son  tour  l'éten- 
due de  l'intégrale  triple  M. 

Si  l'on  prend 

X  —  r  sin  0  cos  -p,    y  rr  /■  sin  0  sin  -p,    z-=.r  cos  £>, 
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il  viendra 

&,  —  sia 0  cos  ^,  fiz=r  cos  9  cos  p,  ç»,  =  —  r  siii  0  sin  i, 
•;.,  =  siii  (i  siu  y,  ■:»=:  r cos  ';  siii  ^,  ^3^=^r  siu  0  cos -^j 
TTj  =  cos  0,  TTî  =  —  ;•  sin(/,      7:3  r=  0  ; 

d'où  0  =1 7'  sin  0,  ainsi  (|n'on  l'a  trouvé  directement,  par  la 
lonstruction  géométriiiue. 

365.  La  théorie  des  intégrales  doubles  et  triples  peut 
sans  dillicullé  se  généraliser  et  s'étendre  aux  intégrales  qua-" 
druples,  cjuintuples,  etc.  On  comprend  que  les  questions  de 
physique  mathématique  doivent  souvent  conduire  à  des  in- 
tégrales plus  élevées,  quant  au  degré  de  multiplicité,  que 
les  intégrales  triples.  Par  exemple,  si  Faction  F  du  corps  M 
sur  le  corps  M'  est  la  somme  des  actions  que  chaque  élément 
de  M  exerce  sur  chaque  élément  de  M',  on  a,  en  désignant 
par  f{x,  y,z]  x',  y',z')  l'intensité  de  l'action  qu'exerce  l'élé- 
ment ?/t  du  corps  M,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  sur 
l'élément  m' du  corps  M',  dontles  coordonnées  sont  x',y\z', 

F  =  f/ffjf  f  {X,  j/,  z ;  x',  y',  -')  dxdydzdx'dij'ch'  ; 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  F  dépend  essentiellement  d'une 
intégrale  sextuple,  lacpielle  peut  néanmoins,  dans  certains 
cas.  par  un  choix  convenable  de  coordonnées,  être  ramenée 
à  dépendre  d'intégrales  d'un  degré  de  multiplicité  moins 
élevé. 


CHAPITRE  VII. 

THÉORIE  DE  LA  VARIATIOxN  DES  INTÉGRALES.  —  PRINCIPES  DE 
LA  MÉTHODE  DÉSIGNÉE  PLUS  PARTICULIÈREMENT  SOUS  LE  NOM 
DE   CALCUL   DES    VARIATIONS. 


§  i'\  De  la  variation  des  intégrales. 
366.  Une  intégrale  définie,  telle  que 

/      f  (X,  a)  dx, 

varie  avec  la  valeur  attribuée  au  paramètre  a  dans  la  fonc- 
tion \{x^  oc).  C'est  une  nouvelle  fonction  de  a,  d'où  la  va- 
riable X  a  disparu,  et  que  nous  pouvons  indiquer  par  Fa. 
Admettons  maintenant  que  a  reçoive  l'incrément  infiniment 
petit  doc  :  on  aura 

Fa  +  rf.Fa  =  r    [f{x,  a)  -|-  -1^^^  d^]  dx, 
'J  a  dy. 

ou 

r^  {d.fix,  a)      "1 
d.¥jL=J  'y   '  dx\  dx, 

ou  bien  enfin,  puisque  le  facteur  doc  ne  varie  point  avec  Xy 

d.Fx  /^b  d.fiXya.)     , 

dy.         ^  a  dx 

et  en  remettant  pour  Fa  sa  valeur, 


dx  'J  a  dy. 


.dx\ 


ce  qui  montre  que  l'on  peut  faire  passer  sous  le  signe  /  le 
signe  de  diiférentiation  placé  en  dehors  et  réciproquement  ; 


104  i.niŒ  V.  —  r.HAPiTRi-:  vu. 

au  moins  lorsque  les  limites  de  T intégration  sont  indépen- 
dantes du  paramMre  variable. 
Si  l'on  avait  au  contraire 

dnzizrf'oL.dy.,      (là  z:z  Va.dx, 

il  viendrait,  l'intégrale  étant  une  somme  d'éléments  diffé- 
rentiels, 

-f  a^ia  dj. 

^  a  dx  (la 

+  [f{b,.)  +  ^-:l^d.]db- 

ux 

d'oïl  l'on  tire,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  en  mettant  pour  a,  b,  da,  db,  leurs  valeurs. 


/•Y»  «  ./  (X,  a 

[/(X,a)4-       ')    '     ■da]dx 
fa  «3t 

—  f[^c,^).f''^d7.  +  f{:a,a).-yydy, 

et  par  suite 

dV.  r^i^^d.fix.a)  ,      '    _L/"P        \    f 

Ux        «-^  oa  "5t 

Ce  calcul  suppose  que  la  fonction  f[x,oi)  ne  devient  point 
infinie  entre  les  limites  de  l'intégrale  :  les  résultats  en  seront 
rendus  plus  sensibles  par  une  construction  graphique.  Soit 
MN  [fig.  88)  la  courbe  qui  a  pour  abscisse  x  et  pour  ordon- 
née f  [Xjcx),  de  manière  que  l'intégrale  définie  F«  mesure 
l'aire  comprise  entre  la  courlxî  MN,  l'axe  des  abscisses  et 
les  ordonnées  JMP,  NQ  qui  correspondent  respectivement 
aux  abscisses  OP  =a,  OQ  =  b.  Par  la  variation  de  l'or- 
donnée courante  (les  abscisses  des  points  extrêmes  ne  chan- 
geant pas),  la  courbe  se  transporte  eu  IM'KN',  et  T^iire 
augmente  du  quadrilatère  curvihgne  MNKI.  Par  la  variation 
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des  limites  a,  6  qui  deviennent  a-^ da^=  0?' ,  b  -j-  db =0Q' 

(l'ordonnée  courante  ne  changeant  pas),  l'aire  augmente  du 
quadrilatère  NQQ'K'  et  diminue  du  quadrilatère  MPP'I". 
Ces  trois  quadrilatères,  traités  comme  des  quantités  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  ont  respectivement  pour 
mesure 

les  quadrilatères  MIMT,  NKN'K'  ont  pour  mesure  les  termes 
infiniment  petits  du  second  ordre 

dx  dx 

que  Ton  néglige  dans  le  calcul  de  la  variation  totale  de  Taire 
Fa,  lorsqu'on  fait  varier  simultanément  l'ordonnée  cou- 
rante f  {x,o(.)  et  les  limites  a,  b. 

367.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  limites 
a,  b  soient  indépendantes  de  a.  On  peut  demander  quelle 
est  la  valeur  numérique  du  paramètre  a,  qui  rend  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  l'intégrale  définie 


^  a 


dx. 


Si  la  fonction  Fa  pouvait  être  exprimée  algébriquement,  on 
satisferait  à  la  question  en  prenant  pour  a  la  racine  de  l'équa- 
tion F 'a  =  0  ;  et  comme  on  a  aussi,  d'après  ce  qui  précède, 


J  a  dv. 


il  sufiira  que  l'intégrale,  formant  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation,  puisse  s'obtenir  algébriquement,  pour 
que  le  problème  dont  il  s'agit  soit  résoluble  par  la  méthode 
ordinaire  des  ma^ima  et  mmima.Dansriiypothèse  contraire, 
et  sauf  quelques  cas  oii  les  conditions  de  maximum  ou  de 


100  LIVRK    V.    —   ClIAI'lTUi:    VII. 

minimum  sv,  déduisent  iminédialemont  de  la  forme  de  l'iii- 
t(^grale,  il  faudra  construire  par  points,  au  moyen  de  qua- 
dratures numériques ,  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  Fa . 
l'abscisse  étant  a  :  on  déterminera  ensuite  grapliiquement 
les  maxima  et  minima  de  cette  ordonnée. 

368.  Admettons  maintenant  que  a.  désigne,  non  plus  un 
nombre  constant  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration  rela- 
tive à  œ,  mais  une  quantité  qui  varie  avec  x  ;  et  pour  mieux 
indiquer  cette  circonstance,  substituons  à  la  lettre  «  la  lettre 
y,  par  laquelle  on  a  coutume  de  désigner  une  fonction  de  x. 
On  peut  demander  quelle  doit  être  la  valeur  de  y  en  fonction 
de^r,  qui  rend  un  maximum  ou  un  minimum  l'intégrale 
définie 

/     f{^,y)dx;  (1) 

et  môme  il  arrive  que  ce  problème,  très-distinct  du  précé- 
dent, se  résout  sans  intégration  préalable.  En  effet,  il  est 
clair  que  si  l'on  détermine  la  valeur  de  7/  en  a;  par  l'équation 

d.fix,  y) 

-^  =  0,  (2) 

chacun  des  éléments  de  l'intégrale  obtiendra  la  plus  gi'ande 
ou  la  plus  petite  valeur  dont  il  est  susceptible;  en  sorte  que 
l'intégrale  môme,  formée  par  la  somuK^  de  ces  éléments, 
obtiendra  sa  valeur  maximum  ou  minimum.  Toutefois,  ce 
raisonnement  suppose  1°  que  la  fonction  f[x,  y)  ne  devient 
point  infinie  dans  l'étendue  de  l'intégi'ation  ;  2°  que  la  va- 
leur de  7/  en  X  tirée  de  l'équation  (i2)  rend  /'(.r,  y)  constam- 
ment un  maximum  ou  constamment  un  minimum  dans  toute 
l'étendue  de  l'intégration.  Le  problème  changerait  de  na- 
ture si  ces  coutlilious  iTélaient  pas  satisfaites. 


PRINCIPES    DU    CALCUL   DES    YARL\T10x\S.  107 

§  2.  Principes  de  la  méthode  counue  sous  le  nom  de  Calcul  des  variations. 

369.  Ceci  nous  mène  à  examiner  un  cas  plus  général  et 
susceptible  d'applications  beaucoup  plus  importantes  :  celui 
où  la  fonction  sous  le  signe /contient  non-seulement  y, 
mais  ses  dérivées  ij' ,  if ,  etc.,  et  où  il  s'agit  d'assigner  la 
valeur  de  y  en  x,  qui  rend  l'intégrale  proposée  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  assigner 
la  fonction  y  =  ^^x  dans  l'étendue  de  l'intégrale,  sans  dé- 
terminer par  cela  même  les  fonctions  dérivées  (s^'x,  (Sj"x,  etc., 
ni  faire  varier  cette  fonction  sans  que  toutes  les  dérivées 
éprouvent  des  variations  correspondantes.  La  variation  de 
l'intégrale  est  donc  déterminée  implicitement  par  la  seule 
variation  de  la  fonction  y  ;  et  toute  la  difficulté  du  problème 
consiste  à  mettre  en  évidence,  à  rendre  explicites  les  liai- 
sons de  la  variation  de  ij  aux  variations  subordonnées  de 
ses  dérivées.  Telle  est  la  question  dont  Lagrange  a  donné 
la  solution  la  plus  élégante  en  employant  un  algorithme 
particulier,  que  l'on  nomme  le  Calcul  des  variations,  et 
qui  n'est  au  fond  qu'une  modification  heureuse  de  l'algo- 
rithme différentiel,  dans  son  application  à  la  variation  des 
intégrales,  où  une  fonction  inconnue  se  trouve  mêlée  sous 
le  signe  y  avec  ses  dérivées. 

370.  On  est  sans  cesse  conduit,  dans  l'analyse,  à  consi- 
dérer des  fonctions  sujettes  à  éprouver  des  variations  dis- 
tinctes et  indépendantes  les  unes  des  autres  :  toutes  les 
fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  se  trouvent 
dans  ce  cas  ;  mais  rien  n'est  plus  propre  que  la  considéra- 
tion des  mouvements  d'un  système  matériel  à  faire  nette- 
ment concevoir  la  coexistence  de  plusieurs  modes  distincts 
de  variabilité. 

hnaginons  un  fd  flexible ,  non  tendu ,  fixé  par  les  deux 
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bouts ,  et  qui  se  déplace  en  se  déformant  ;  et  admettons 
seulement,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  courbe  tracée  par 
le  fil  reste  toujours  comprise  dans  le  même  plan.  Les  coor- 
données a:,  y  de  chaque  point  du  fd,  rapportées  à  des  axes 
fixes  dans  le  i)lan,  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point, 
la  grandeur  et  la  direction  du  rayon  de  courbure,  varieront 
par  suite  de  la  déformation  du  fil;  et  il  ne  faudra  pas  con- 
fondre ces  variations  avec  celles  qu'engendre  le  passage  d'un 
point  du  lil  à  un  autre  point  matériel  infiniment  voisin. 

En  général,  il  est  utile,  pour  prévenir  toute  ambiguïté, 
d'indiquer  par  des  caractéristiques  différentes  les  variations 
qui  se  rapportent  à  des  modes  de  variabilité  distincts.  Ainsi 
l'on  pourrait  désigner  par  d^z,  d^z  [118]  les  différentielles 
prises  par  rapport  h  x  et  par  rapport  à  y  d'une  fonction  z 
des  deux  variables  indépendantes  x,  y,  et  si  l'on  est  dans 
l'usage  de  supprimer  les  indices  des  différentielles  (/;,  c'est 
«à  cause  des  dénominateurs  dx^  dij  qui  les  accompagnent 
presque  constamment,  et  qui  lèvent  l'ambiguïté  comme  les 
indices  pourraient  le  faire. 

Dans  la  question  présente,  où  il  s'agit  uniquement  d'éli- 
miner de  l'expression  de  la  variation  d'une  intégrale  les  va- 
riations sidiordonnées,  telles  que  celles  de  -J^  ou  de  dy,  pour 
ne  conserver  que  les  variations  qui  restent  indépendantes  et 
arbitraires,  comme  celles  de  y,  nous  considérons  cette  va- 
riation de  y  d'une  manière  absolument  générale,  et  non  par 
rapport  à  une  variable  déterminée,  autre  que  x,  dont  y  dé- 
pendrait. Dès  lors  ce  n'c;!;t  ni  par  des  indices  ni  par  des  dé- 
nominateurs que  l'on  peut  distinguer  la  dilVérentielle  dy, 
provenant  du  changement  d'abscisse,  de  l'autre  variation 
de  y,  proven.nif  du  changement  de  forme  attribué  a  la  fonc- 
tion y  ==:  (j-.r  ;  l)ien  (ju'on  reste  libre  de  concevoir  cpie  ce 
changement  de  forme  est  dA  à  la  variation  d'un  paramètre 
quelconque  contenu  dans  la  fonction  ox.  On  est  convenu  en 
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conséquence  de  désigner  par  la  caractéristique  ô  les  varia- 
tions infiniment  petites  dues  au  changement  de  forme  de  la 
fonction,  et  on  les  appelle  spécialement  variations,  en  con- 
tinuant d'appeler  difféi^entielles  les  valeurs  exprimées  par 
le  signe  d,  qui  proviennent  du  changement  d'abscisses  ou 
du  passage  d'un  élément  du  système  matériel  à  l'élément 
contigu. 

371 .  Supposons  donc  que,  par  suite  de  la  variation  dont 
d  est  la  caractéristicjue,  la  courbe  MN  {fig.  88),  qui  a  pour 
ordonnée  y,  se  trouve  transportée  en  M'  N'  :  les  points 
î/i  ',  m'i  de  la  seconde  courbe  correspondant  aux  points  m,  m^ 
de  la  première,  et  ceux-ci  aux  abscisses  x,  x-\-  dx.  On  aura 

mp  =  y,     w,/>,  =zy  -{-dy,     m'p'  =  j  +  oy, 
m'i  p\  =  mj  />,  +  o.m^  p^  :=  m'p'  -\-d.m'p\ 
OU  bien 

y  -\-  dy  -\-  0  {y  -^r  dy)z=y  Ar  oy  -]r  d  {ij  -\-  ôtj), 

et  par  conséquent 

ody  =  dây.  (3) 

Donc  on  aura  aussi 

dV  y  z=z  ddy  =:  d^  oy, 
et  en  général 

M"  y=z  d"  ây, 

relation  d'après  laquelle  on  peut  toujours  transporter  la  ca- 
ractéristique â  après  la  caractéristique  d.  On  voit  au  reste 
que  cette  relation  subsisterait  lors  même  que  les  caracté- 
ristiques d,  ô  n'indiqueraient  pas  des  variations  infiniment 
petites  ;  ou  plutôt  qu'elle  ne  subsiste  à  cette  limite  que 
parce  qu'elle  a  Heu  pour  des  variations  finies  quelconques. 
D'ailleurs  la  formule  (3),  que  l'on  peut  remplacer  par 

f^dz  -zz  dâz, 

équivaut,  d'après  les  explications  que  l'on  vient  de  donner, 

à  la  formule 

d^  d^zzndy  d,  Zj 
démontrée  au  n°  1 23 . 

Le  raisonnement  du  n°  366,  qui  établit  la  possibilité  d'in- 
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tervertir  l'ordi'e  des  signes./,  d,  s'applique  éiralcment  à  l'in- 

terversion  des  signes  /",  â  :  on  aura  donc 


\dx^J     JV.rfx. 


C'est  dans  cctlo  transposition  des  signes  que  consiste  la  pre- 
mière règle  fondamentale  de  la  méthode  des  variations. 

372.  Cela  posé,  s'il  s'agit  de  trouver  la  variation  d'une 
intégrale  délinie 

r^Sdx,  (V) 

(dans  laquelle  V  est  une  fonction  de  x,  y.  y',  y",  etc.,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  une  fonction  de  x,  y,  dy,  d'y,  etc.),  et 
si  le  développement  de  la  variation  donne  un  terme  de  la 
forme 

on  changera  d'abord  cette  expression  en 

/y-d'Jy. 

On  aura  ensuite  en  intégrant  par  parties,  et  en  désignant, 
pour  simplifier,  par 

[U]J 

la  valeur  d'une  fonction  U  à  la  limite  supérieure  de  Tinté- 
grale,  moins  sa  valeiu?  à  la  limite  inférieure, 

ndr:y  =  [n.;?/-]'  —  /      f/n.oi/. 

On  Injuvcr.iil  d(i  ni(^me,  en  elleclii;ml  surcessivenient  deux 
intégrations  par  parties, 

et  ainsi  de  suite  ;  de  inanièn^  (iii'i!  ne  restera  sous  le  signe/ 
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que  des  termes  multipliés  par  la  variation  ây  :  les  variations 
âdij,  àd^y,  etc.,  en  ayant  été  chassées  ainsi  qu'on  l'avait  en 
vue  [369].  Ces  réductions  constituent  la  seconde  rèi^lc  fon- 
damentale du  calcul  des  variations. 

373.  On  obtiendra  de  la  manière  la  plus  générale  la  va- 
riation de  l'intégrale  définie  (V),  si  l'on  fait  varier  à  la  fois, 
non-seulement  la  fonction  y  et  ses  différentielles  d\j,  dhj,  etc. , 
mais  encore  la  variable  x  et  sa  différentielle  dx  :  ce  qui 
revient  à  supposer  que  chaque  point  du  fil  flexible  pris  pour 
exemple  [370]  se  déplace  ou  peut  se  déplacer  d'une  manière 
quelconque  dans  le  sens  des  abscisses  œ,  comme  dans  celui 
des  ordonnées  y.  Ceci  convenu,  soit 

dY  =z  \dx  +  Ydy  +  Y^'^dy'  +  Y^^Wy"  +  Y'^Wy"'  +  etc., 
X,  Y,  Y^'\  \^^\  Y'^',  etc. ,  désignant  des  fonctions  de  x,  y, 
y',  y",  y"\  etc.,  que  Ton  trouve  par  la  différentiation  dès  que 
la  fonction  V  est  donnée  ;  on  aura  aussi 

(JV  =  X^;^  +  Xoy  +  Yc,,^??/'  +  Y(^'%"  +  X^^'Sif  +  etc., 
et  d'après  ce  qui  vient  d'être  expliqué, 

§  1     \dx=  1      \âdx  +  /     dxr^N 

—  [Vca:]^  +  /    \dx^Y  —  AY^^x). 

Les  valeurs  de  JV  et  de  (^V  donnent 

dx^Y—  d\Sx—Y[dxoy  —  dij-lx)  +  Y^'  {dxSi/  —  dy'Sx) 

+  Y^^)  {dxly"-  dy"^x)  +  Y'^idxôy'"  —  dy"'rJx)  +  etc. 
On  a  d'autre  part 

,         dy        dxMy  —  dyMx       d'hj  —  y'dox 
dx  dx-  dx 


dx 


-J-  y"'-x, 


Sy"  =    ^  -J    ^ >.  -^-y"'ôx  -dz  —^ — ^ --^y'"âx, 

dx  ilx'- 

,  ,,,      d^Uif  —  u'âx) 

¥"=        -'^J        +  .y'"c?j>,etc. 
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I)(ini\  si  l'on  pose,  pour  abréger, 
la  substitution  donnera 


sj''''\dx—  [VJj:]J 


<:  [^ 


....    it.Al  d^'Ju 

dx :u  •+■  Y  "(/ou  -4-  \  '  f/ h  \^d. h  etc. 

dx  dx* 


On  intégrera  par  parties,  suivant  la  règle  du  numéro  précé- 
dent, autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  pour  faire  dispa- 
raître sous  le  signe /toutes  les  caractéristiques  d  qui  affectent 
la  variation  hi.  Remettant  ensuite  pour  6ii  sa  valeur,  et  fai- 
sant toujours  suivre  la  caractéristique  d  de  la  caractéristi- 
que ^.  on  obtiendra  la  formule  suivante  : 

rj^  \dx  =  [Vc?x  H-  (Y"  --^  "^  rf:^"^^^^'^  i'^y-y'-''] 

+  (Y'5— -T-  +  etc.),oy-7/"'->)-»-etc.]J  }     (A) 
px,  rfVd)      rf2Y*      </'Y(') 

rf'Y  "' 
11  faut  remarquer  que  les  dérivées  —r-r-  sont  prises  en 

considérant  les  fonctions  ?/.  y'.  i\\  etc.,  qui  peuvent  entrer 
dans  \''\  comme  des  fonctions  implicites  de  x  ;  de  sorte  que 
ces  dérivées  ne  seraient  pas  nulles,  même  quand  la  variable 
X  n'entrerait  pas  explicitement  dans  Y'"'. 

Si  maintenant  on  veut  que  l'intégrale  (V)  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimiun,  il  faut  que  sa  variation  s'évanouisse, 
quels  que  soient  les  incréments  que  nous  désignons  par  dx, 
oj/,  incréments  arbitrairement  variables  avec  x  dans  l'éten- 
due de  l'intégrale.  Il  faut  par  conséquent  que  cbaque  élé- 
ment de  l'intégrale  qui  reste  au  second  membre  de  (A) 
s'évanouisse  séparément,  et  (ju'on  ait  pour  cela 
,/Y')      //«Y'       d'W' 
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Quand  le  premier  membre  de  l'équation  se  réduira  ?i  une 
constante,  ou  à  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  elle  ne 
pourra  servir  à  déterminer  une  fonction  xj  =  cp^c,  qui  satis- 
fasse à  la  condition  de  maximum  ou  de  minimum,  et  le  pro- 
blème sera  impossible.  En  général,  l'équation  pourra  con- 
tenir XAj,y' 'i/^"\  si  i/"^est  la  plus  haute  dérivée  qui  entre 

dans  V  ;  car  alors  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  aura 
pour  dernier  terme  +  -^-^  ;  et  si  Y^"'  contient  y'"\  la  forma- 
tion de  ce  terme  amènera  la  dérivée  i/'"\  parce  que  ?/'"', 
ainsi  qu'on  vient  de  l'expliquer,  doit  être  traité  comme  une 
fonction  implicite  de  x. 

374,  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que, 
si  l'on  ne  soumettait  pas  £c  à  la  variation  exprimée  par  <?, 
ou  si  l'on  posait  §x=  0  dans  la  formule  (A),  la  condition 
pour  que  la  quantité  sous  le  signe  /  s'évanouit,  élément 
par  élément,  conduirait  à  la  même  équation  (a)  :  il  n'y  au- 
rait de  changé  que  la  forme  des  termes  qui  se  rapportent 
aiLx  limites  de  l'intégration,  et  les  équations  qu'on  en  déduit 
en  égalant  ces  termes  à  zéro,  pour  que  la  variation  totale  de 
l'intégrale  s'évanouisse.  Ce  résuUat  s'explique  et  se  démontre 
directement  par  des  considérations  géométriques.  Soit  en 
effet  MN  {fig.  88)  la  courbe  y  =  zx,  et  M'N'  ce  que  devient 
cette  courbe  par  la  variation  de  y  et  de  x.  On  peut  indifTé- 
remment  supposer  qu'à  un  point  quelconque  m  de  la  pre- 
mière courbe,  compris  entre  les  points  extrêmes^  correspond 
sur  la  courbe  variée  un  point  m'  dont  l'abscisse  et  l'ordon- 
née diffèrent  respectivement  de  l'abscisse  et  de  l'ordon- 
née de  7?î,  ou  un  point  y.  qui  a  la  mémo  abscisse  que  m, 
l'ordonnée  seule  ayant  varié.  Mais,  si  les  points  extrêmes 
M,  N,  n'ont  pas  les  mêmes  abscisses  que  les  points  extrêmes 
M',  N',  il  faut  bien  admettre  qu'aux  limites  les  abscisses  et 
les  ordonnées  ont  varié  à  la  fois.  11  faut  donc  avoir  égard  à 
cette  variabilité  dos  abscisses,  dans  les  équations  aux  limites, 

T.   II.  H 
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lorsque,  par  la  nature  de  la  question,  les  abscisses  des  points 
extrêmes  ne  sont  pas  invariables  ;  et  puisqu'il  n'importe  d'y 
avoir  ou  non  égard  entre  les  limites,  l'équation  cjui  définit 
le  tracé  de  la  courbe  entre  les  limites  doit  rester  la  même. 

Si  l'on  attribue  une  variation  à  l'abscisse  x,  la  variation 
dy,  au  lieu  d\Hre  égale  à  pp  —  mp,  comme  lorsque  l'abs- 
cisse est  invariable,  sera  m'i/  —  mp.  On  a 


PP  m  in'p'  —  m'v  =^m'p'  —  in, 


du  moins  en  supposant  m"i  =  um,  ^^  q"i  revient  à  négliger 
rinfiniuiL'ut  petit  du  second  ordre  doij  :  donc 

l>p^y  +  âij  —  y'âx; 
et  par  conséquent  il  faudra,  pour  avoir  égard  à  la  variation 
de  X,  remplacer  ôy  par  ôy — y'dx,  dans  les  for n mies  con- 
struites pour  riiypotlièsc  de  l'invariabilité  de  œ.  Par  la  même 
raison  il  faudra  remplacer  %'  par  oy' — y"ùx,ci  ainsi  de  suite. 
375.  On  obtient  la  relation  chcrcbée  y  =  r^x,  qui  satis- 
fait à  la  condition  du  »JaJ•/»^^/?)^  ou  du  minimum,  en  iiilé- 
granl  l'équation  (a);  c'est-à-dire  [164]  en  remontant  de 
cette  équation  entre  x,y,y\...y'^'\  à  l'équation  en  x,y, 
dont  elle  dérive,  et  qui  est  de  la  forme 

<l)(a;,?/,  n,,  rto,.  .  .r/j„)-=  0,  (a) 

a,,flj, a,^  désignant  2»  constantes  ou  paramètres  arbi- 
traires. Nous  traiterons  plus  tard  de  l'intégration  des  équa- 
tions dilférenticlles  :  il  sullit ,  (piant  à  présent ,  d'indiquer 
comment  les  constantes  arbitraires  que  l'intégration  doit 
amener  se  déterminent  d'après  les  doimées  de  la  question. 
Lorscpi'on  égale  à  zéro  le  second  membre  de  l'équaliim 
(A),  après  avoir  supprimé  le  terme  atfecté  du  signe./",  (|ui 
disparail  en  \(ilii  <!''  l"i'(|iiatiMU  («).  il  reste 

+  (Y'.'>  -  '-^  +  etc.)  {Sif  -  y"ûx)  ^■  etc.];  -  0      [l>) 
dx 


PRINCIPES    DU    CALCUL   DES    VARIATIONS.  H  5 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

—  (Eo'^a^o  +  roo^yo  +  W^^t/'o  +  •  •  •  +  To"'-"^j/o'"-'^  =  0 ,        (,g) 
en  désignant  par 

des  fonctions  connues  des  valeurs  initiales  x^,îj„,y\y  etc., 
et  par 

•=■      Y      V  (1)  Y  ("—1)  /^   "\ 

des  fonctions  composées  respectivement  de  la  même  manière 
avec  les  valeurs  finales  x^,i/^.y\,  etc.  Cela  posé,  si  les  va- 
leurs de^  quantités  extrêmes 

O0',ccr,yo,yi;y'o,y\;eic.  (d) 

sont  des  constantes  fournies  immédiatement  par  les  données 
de  la  question,  leurs  variations 

6Xo,  âXi  ;  r]y„  oy^'j  oh/o,  dy\  ;  etc.  (<?) 

sont  nulles  :  l'équation  ((3)  se  trouve  satisfaite  d'elle-même; 
et  l'on  a,  pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  qui 
entrent  dans  l'intégrale  (a),  des  équations  en  même  nombre 
qxie  ces  constantes,  et  de  la  forme 

^(^0. 2/o»       aj,  a,,..  .a2„)  =  0, 

*'(^i.  î/pI/'n«P^2j-  •.«2„)  =  0;etc.  : 
la  fonction  $'  étant  donnée  par  la  différentiation  immédiate 
de  la  fonction  0,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  ne  donne  aucune  des  valeurs  des  quantités  {d), 
leurs  variations  sont  indéterminées  et  indépendantes.  On  ne 
peut  donc  satisfaire  à  l'équation  ((3)  qu'en  égalant  séparé- 
ment à  zéro  chacun  des  facteurs  (c^),  {c^)  ;  et  les  équations 
ainsi  obtenues  tiennent  lieu  de  celles  c{ui  donneraient  direc- 
tement les  valeurs  des  quantités  [d)  ;  en  sorte  qu'on  a  tou- 
jours des  conditions  en  nombre  suffisant  pour  déterminer 
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les  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  TintégTale  (a). 

Enfin,  si  l'on  a,  entre  les  qiiantitrs  (d),  un  certain  nombre 

(l\'([uations  de  condition  /',  =  0,  /',  :=  0,  etc.,  on  en  déduira 

[154]  des  relations  entre  les  variations  (c),  exprimées  jmr 

or,  =  0,  r7f,  =  0,  etc.  (/) 

On  éliminera  de  ré([uation  (|3),  au  moyen  des  équations  (/), 
autant  de  variations  qu'il  y  a  d''unités  dans  le  nombre  des 
équations  (f)  ;  puis  on  égalera  séparément  à  zéro  les  multi- 
plicateurs des  variations  non  éliminées  et  demeurées  arbi- 
traires, ce  qui  fera  rentrer  ce  cas  dans  ceux  qu'on  a  consi  • 
dérés  d'abord. 

37G.  Il  convient  de  remarquer  aussi  que  la  fonction  V 
pourrait  contenir  une  ou  plusieurs  des  valeurs  extrêmes  (d) 
qui  figurent  esssenliellement  dans  l'écjuation  (|3).  On  doit 
alors,  en  prenant  la  variation  (JV,  faire  varier  les  quantités 
dont  il  s'agit,  à  moins  que  leurs  valeurs  ne  soient  constantes 
par  les  données  de  la  question.  Si,  par  exemple,  V  renfer- 
mait Xo,  et  qu'on  eût  -^  =0,  la  variation  de  V,  par  rapport 

à  cette  quantité,  serait  O^x^;  et,  en  désignant  par  0  la  fonc- 
tion/Or/j;,  on  aurait  dans  l'équation  (A),  et  par  suite  dans 
l'équation  ((î),  im  nouveau  terme 

mais  ré(juation  (a)  n'en  serait  pas  changée. 

377.  Admettons  maintenant  que  la  fonction  V  contienne 
deux  fonctions  7/,2  de  la  variable  x,  et  leurs  dérivées  t/',2'; 
ifyZ''.  etc.,  comme  cela  se  présente  dans  les  prol)l?'mes  re- 
latifs aux  lignes  à  double  courbure  .  ou  jtosera 

dS  ^  \dx  -t-  \dy  +  Y'"r/t/'  +  Y  »  (///'  +  Y  'V/>"'  _{-  etc. 
+  7ÂZ  -h  Z">tfc'  4  7^dz"  +  Z<"rfi"'  -f-  etc.; 

et,  sans  (ju'il  soit  besoin  de  répéter  les  calculs  (pii  ont  donné 
la  formule  (A),  nous  [tourrons  écrire 
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kJ    *r 


dx  dx 

dx  dx  ' 

Cette  formule  conduit  d'abord  aux  deux  équations 

rfY(')       rf*Y(^^      f/'^y^)  _ 

c?ir        rfj:'^         '/j;' 
^      rfZ("   .   d-Z'^'       d«Z^^^ 

qui  sont  en  générai  des  équations  différentielles  simultanées 
[165],  dont  l'intégration  se  ramène,  comme  on  l'a  vu,  à 
celle  d'une  équation  ordinaire  à  deux  variables.  Supposons 
que  cette  intégration  soit  effectuée,  et  qu'on  ait  trouvé  les 
valeurs  de  y,  z  en  ^,  qui  satisfont  de  la  manière  la  plus  gé- 
nérale, par  la  présence  d'un  nombre  convenable  de  con- 
stantes arbitraires,  aux  équations  précédentes  :  il  restera  à 
fixer  les  valeurs  de  ces  constantes  arbitraires,  au  moyen  des 
conditions  relatives  aux  limites  de  l'intégrale.  Il  n'est  pas 
nécessaire  d'insister  davantage  ici  sur  cette  extension  des 
calculs  indiqués  plus  haut  [375]. 

378.  Les  variables   x^y^z  peuvent   être  liées  par  une 

équation 

F(a:,  î/,  5)  =  0,  {q) 

comme  dans  les  problèmes  où  il  s'agit  de  lignes  assujetties 
à  se  trouver  sur  une  surface  donnée  :  il  en  résulte 

dV  ^       dï  dF 

dx  dy   -^   '   dz 
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Au  iiiuyon  ik'  cette  l'qiialidii.  oii  cliasserci  oz  de  la  lurmule 
(B);  et  en  prenant  la  partie  sous  le  signe /j  si  l'on  égale  à 
zéro,  après  la  substitution, le  coefticient  de  o\j  ou  celui  de  àx 
indilléremnicnt,  on  aura  Téquation  dillérentielle 

d'où  l'on  pourra  ('liasscr  z  au  moyen  de  l'équation  ({/). 

379.  Si  le  nombre  des  variables  et  des  écjuations  de  con- 
dition était  plus  considérable,  on  rendrait  le  calcul  d'élimi- 
nation plus  élégant  en  employant  la  méthode  des  midtipli- 
cateurs  [1 54]  ;  mais  l'emploi  de  cette  méthode  mérite  surtout 
d'être  remarqué,  lorsque  les  équations  de  condition  renfer- 
ment non-seulement  les  variables  ,r,  y,  r mais  encore  leurs 

dérivées  y',  y',...  z',z',...  etc.  :  il  s'agit  alors  de  ramener  les 
variations  des  fonctions  dérivées  à  ne  dépendre  que  des  va- 
riations des  fonctions  primitives. 

Soit  donc 

une  telle  équation  :  on  aura  cîF=:0,  et  aussi  X(îF  =  0,  X 
désignant  un  multiplicateur  indéterminé  ;  et  puisque  cette 

équation  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  x,\\.z^ 

comprises  entre  les  limites  de  l'intégration,  on  aura  encore 

/'  'v;Frfj7-  0;  (i) 

mais  alors  X  désigne  un  facteur  susceptible  de  varier  d'une 
abscisse  à  l'autre,  ou  une  fonction  inconnue  de  x.  L'équa- 
tion (i)  est  la  somme  d'une  inlinité  d'écpiations  X(JF(/.r=:0, 
pour  chacune  descpielles  les  variables  x,y,z,...  et  le  coeffi- 
cient X  auraient  en  général  des  valeurs  diiférentcs. 

Ainsi  les  valeurs  de  u,z on  fonction  de  x  (jui  rendront 

nulle 


/. 


Wdx. 
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annuleront  aussi 

Suivant  les  règles  de  T élimination  par  la  méthode  des  multi- 
plicateurs, on  doit,  après  l'introduction  de  l'indéterminée  X, 
traiter  y,z  comme  des  fonctions  de  x,  indépendantes  l'une 
de  l'autre  :  de  sorte  que,  si  l'on  pose 

ilF  =  xdx  +  jdy  i  Y^'kly'  +  yf^Wy"  -h  etc. 
+  zdz  -\-  z^'V/s'  +  z^z"  -r  etc., 

et  qu'on  égale  séparément  à  zéro  les  facteurs  de  ùy,ùz  sous  le 
signe  y;,  après  qu'on  aura  appliqué  à  l'intégrale  (k)  la  mé- 
thode ordinaire  des  variations,  il  viendra 

Y— -—  +  -—- etc.+  ÀY -—  4-—— --etc.^0,  / 

dx         dx^  dx  dx*  ( 

d7i'^      d"n^  rfaz'"   ,   dWz^''^       ^       ni 

Z ; f-  — — •  —  Glc.+>z -, etc.=0,  I 

dx  ^  dx^  dx  dx^  ] 

Les  trois  équations  [h)  et  (/),  étant  intégrées  simultanément, 
donneront  les  valeurs  de  X,y,2;  en  fonction  de  x  et  des  con- 
stantes arbitraires  ;  et  par  l'élimination  de  X  on  pourra  obte- 
nir séparément  les  valeurs  de  y^z  &a.  fonction  de  x  et  des 
constantes  venues  à  la  suite  de  l'intégration.  Les  équations 
aux  limites,  étant  traitées  d'une  manière  analogue,  déter- 
mineront les  valeurs  initiales  et  finales  des  fonctions  )^,î/,^,  et 
de  leurs  dérivées,  et  par  suite  les  constantes  arbitraires  ame- 
nées par  l'intégration.  C'est  principalement  dans  les  applica- 
tions du  calcul  de  la  variation  des  intégrales  aux  problèmes 
de  mécanique  où  l'on  considère  les  corps  comme  des  masses 
continues,  que  cette  théorie  des  multiplicateurs  variables 
reçoit  des  applications  importantes  pour  lesquelles  on  doit 
surtout  consulter  la  Mécanique  anahjlïque  de  Lagrange. 
Dans  les  problèmes  de  cette  nature,  la  fonction  X  n'est  plus 
seulement  une  variable  auxiliaise  introduite  pour  la  commo- 
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(lilé  du  calcul  :  elle  désigne  une  grandeur  concR'te,  dont  il 
est  in(lisi»eiisal)le  d'assigner  la  valeur  pour  la  ronijilMe  solu- 
tion du  }irol)lèuii'. 

380.  Ceci  nous  mène  à  exposer  la  théorie  des  nmxinia  et 
m'uiima  irlalifs. 

On    dit    ({u'on  cherche    un  maximum   ou   un    mini- 
mum   relatif,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  la  fonction 

y  ^  r^x  qui  rend  l'intégraley   '  \dx  un  maximum  ou  un 

minimum,  avec  la  condition  qu'une  autre  intégrale^    *  Ldx, 

dépendant  de  la  môme  fonction  7/,  conserve  une  valeur  con- 
stante. Telle  est  en  général  la  question  qu'un  se  propose 
daus  les  problèmes  des  isopcrimètres,  qui  consistent  à  déter- 
miner, parmi  les  courbes  de  même  longueur,  ou  parmi  celles 
pour  lesquelles  l'intégrale 

A", 

conserve  une  valeur  constante,  celle  dont  l'ordonnée  y  satis- 
fait à  la  condition  de  rendre  Tintégride  /  '  \dx  un  umxi- 
)nuin  ou  un  minimu))i. 

En  pareil  cas,  les  variations  des  coordonnées  a:,»/,  sont  liées 
par  l'équation  de  condition 

«j/      ijlx=0, 

et  si  Ton  appliciue  le  procédé  de  réhminatiou  par  les  multi- 
plicateurs indéterminés,  on  en  conclura 

(X  désignant  un  coeflicieut  constant),  ou 

0  f'^'  {\-\--xl)dx-0.  (n?) 

Le  coeffu  irut  /  est  consfaul,  parce  qu'où  n'a  ici  (ju'une 
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équation  de  condition  qui  porte  sur  la  valeur  d'une  intégrale, 
et  non  plus,  comme  dans  le  n°  précédent,  une  infinité  d'é- 
quations de  condition,  dont  chacune  subsiste  pour  les  coor- 
données relatives  à  un  élément  de  l'intégrale.  D'ailleurs,  il 

est  évident  que  si  /  '"'  \dx  a  une  valeur  maximum  ou  mi- 
nimum ,  l'intégrale  /  '  hdx  étant  assujettie  à  rester  con- 
stante, la  somme 

oïl  X  désigne  un  nombre  constant ,  aura  aussi  une  valeur 
maximum  ou  minimum.  La  fonction  y  =90:,  que  l'on  dé- 
terminera en  appliquant  à  la  formule  (m)  les  règles  ordi- 
naires du  calcul  des  variations,  contient  la  constante  indé- 
terminée X,  dont  on  fixe  la  valeur  par  la  condition  que 
l'intégrale  /  ''  Ldx,  dans  laquelle  entre  y  et  par  suite  X,  ait 
une  valeur  constante  et  donnée. 

On  peut  encore  arriver  au  même  résultat  de  la  manière 
suivante.  Posons 

^T  T  ,       dz 

fhdx  =  z,  ou  L  —  — -  =  0  :  (n) 

dx  ^ 

z  sera  une  fonction  de  x  que  l'on  pourra  considérer  comme 

liée  à  y  et  à  a;  au  moyen  de  l'équation  (îi).  Ce  sera  donc  le 

cas  d' appliquer  la  méthode  du  n°  379,  en  traitant  (îi)  comme 

une  équation  de  condition^  ce  qui  donne 

/;[..vi^+w.(L-|).^]=.o. 

Le  terme 

y"»*!       dz  /-•*• 

\o.  —  dx-:=l       lr:dz 
Xo         dx  -f  X, 

donne  dans  l'intégration  par  parties 

^  X,  dx 
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La  vai-ii'Ll)lc  z  n'eiilru  d'ailleurs  ni  dans  V  ni  dans  L,  en 
sorte  que  le  terme  dépendant  de  la  variation  indépendante 
$z  ne  saurait  disparaître  si  l'on  ne  pose  séparément 

d  \ 

—  =0,     ou     /  :=.  const. 
(Ix 

Ou  a  atissi 
puisque  l  est  constant,  et  que,  par  hypothèse,  la  quantité 

z,  —  Zo  ^^^  I        lAlX 
-     X. 

est  pareillement  constante;   de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  qu'à 
faire  évanouir  la  variation  de  l'intégrale 


/ 


•X. 


(V  +  -jDdx, 

Xo 

où  ).  désigne  un  cuefiicient  constant. 

Cette  analyse  s'étend  d'elle-même  au  cas  oii  l'on  aurait 
un  plus  grand  nombre  d'intégrales  assujetties  à  conserver 
de«  valeurs  constantes. 

381.  Nous  n'avons  traité  jusqu'à  présent  que  des  condi- 
tions communes  au  maximum  et  au  minimiun.  Il  faudrait 
en  outre  donner  les  moyens  de  distinguer  généralement  le 
maximum  du  minimum,  et  faire  connaître  les  cas  d'excep- 
tion où  la  variation  de  l'intégrale  peut  s'évanouir,  sans  tjue 
ce  résultat  entraîne  l'existence  d'un  maximum  ou  il'un 
miniinum. 

En  remontant  aux  principes  généraux  de  la  matière  [91  et 
suiv.],  on  comprendra  tout  de  suite  que  cette  analyse  doit 
se  rattacher  à  la  recherche  des  variations  du  second  ordre 
d'une  intégrale,  (ju  des  variations  de  ses  variations.  Mais 
dans  les  applications  ordinaires,  on  peut  se  tlispenser  de 
recourir  .\  cettcî  analyse  compliquée,  attendu  que  la  nature 
de  la  question  inditjiie  presque  toujours  l'impossiKilité,  soit 
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du  maximum  soit  du  minimum;  de  sorte  qu'il  ne  peut  res- 
ter d'ambiguïté  sur  le  sens  du  résultat  obtenu,  par  la  simple 
considération  des  variations  du  premier  ordre. 

On  doit  aussi  remarquer  que  nous  ne  nous  occupons  pas 
de  rechercher  le  maximum  ni  le  minimum,  d'une  intégrale 
définie,  toutes  les  fois  que  la  fonction  sous  le  signe/ passe 
par  l'infini  entre  les  limites  de  l'intégration,  de  manière  que 
l'intégrale  n'ait  plus  une  valeur  finie  et  déterminée. 

Nous  allons  passer,  dans  le  chapitre  suivant,  à  quelques 
exemples  qui  achèveront  de  lever  les  difficultés  qui  pour- 
raient rester  sur  cette  théorie,  prise  dans  sa  généralité  abs- 
traite. 


CILMMTIŒ  VJJl. 

APPLICATIONS    DU    CALCUL    DES    VAIUATIONS   DUS    INTÉGRALES    SLM- 

PLES.    *  DE    LA    MÉTHODE    DES    VARL\T10NS,     ÉTENDUE    AUX 

INTÉGRALES    DOUBLES. 


5  l".  Ainilicaliuii  du  calcul  des  variations  des  intégrales  simples  à  des 
problèmes  de  maxima  et  de  minima. 

382.  De  la  l'ujnc  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée. 
Puisque  la  droite  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  qu'on 
puisse  mener  d'un  point  à  une  ligne  ou  j^  une  surface,  est  la 
normale  abaissée  du  point  sur  la  ligne  ou  sur  la  surface,  il 
est  aisé  de  voir  que  la  ligne  la  plus  longue  ou  la  })lus  courte 
qui  puisse  être  menée  entre  deux  lignes  ou  entre  deux  sur- 
face est  la  normale  commune  aux  deux  lignes  ou  aux  deux 
surfaces.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  l'application  des 
formules  générales  du  chapitre  précédent  à  un  cas  si  simple  ; 
et  nous  passerons  au  problème  c[ui  a  pour  objet  de  détermi- 
ner la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer  sur  une  sur- 
face donnée,  entre  deux  points  fixes,  ou  entre  deux  courbes 
fixes  tracées  également  sur  la  surface.  Il  est  évident  que  le 
probl(''me  n'admettrait  pas  de  solution,  si  l'on  substituait  la 
condition  du  maiinuDn  à  celle  du  minimum,  à  moins  qu'on 
n'y  ajjportât  des  limitations,  en  assujettissant,  par  exemple^ 
la  courbe  cherchée  à  être  plane. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  un  ininimiim  est 

y    '  {/  4  +  y '*+»*' .  dx, 

d'oll  l'on  tJl'(\  fil  JMiS.HK  l/<^y't-|-i'»=  V, 
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'Sx  +  y'Sij  +  z'Sz-\  ' 


S 


J  xo        L    dx  dx 

'SoitF(a;,î/,z)=rO  l'équation  de  la  surface  sur  laquelle  la 

ligne  cherchée  doit  se  trouver  :  il  viendra 

^F         dF  d?         ^ 

Jay  +  T-  '^y  +  —  Sz  =  0, 
dx  dy  dz 

(l'oij.  l'on  conclut,  en  chassant  dx  sous  le  signe/,  et  en  éga- 
lant à  zéro  les  multipHcateurs  de  hj,  dz, 


\dx  dyl      dx  dy      dx 


(1) 


\dy^      dzj'dx  '^  dz      dx 


Mais,  puisque  la^ourhe  cherchée  doit  se  trouver  sur  la  sur- 
face, les  dérivées  y',  z'  sont  liées  par  l'équation 

dF         ,dF    .     ,dF      ^ 

— \-  y f  2'  — =  0: 

dx  dy  dz 

en  conséquence  les  deux  équations  (1)  deviennent  identi- 
ques, comme  cela  doit  être,  et  elles  prennent  la  forme 

—  .__l_=r:  — 1_.  (2) 

dz      dx  dy      dx 

Il  faudrait  substituer  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs 
de  z,  z'  en  fonction  de  x,  y,  y'  tirées  de  l'équation  de  la 
surface,  et  intégrer  :  mais  en  conservant  à  la  fonction  F  sa 
généraUté,  nous  allons  tirer  de  T équation  (2)  la  démonstra- 
tion d'une  propriété  caractéristique  des  courbes  qui  satisfont 
aux  conditions  du  problème. 
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On  a.  en  (l('sit:nanl  conunf^  à  l'ordinaire  par  .s  l'arr  (jc  la 

courbe, 

/ dij        z' dz 

Y        ^  '      V         ds' 
au  moyen  de  quoi  l'équation  (2)  revient  h  la  proportion 


ds                     ds 

dV                    dl'         ' 

dij                         di 

d'oîi  l'on  conclut, 

à  cause  de  la  symétrie, 

^(S) 

«çï)     "dn 

ds 

ds                       ds 

f/F 

~         rfF         "~         </F 

dx 

du                        dz 

(•■1) 


Mais  si  l'un  désigne  par  1,  |U,  v;  X',  fx',  v'  les  angles  que  la 
normale  à  la  surface  et  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  cher- 
chée font  avec  des  parallèles  aux  axes  des  a^,  y,  z  dans  le 
sens  des  coordonnées  positives,  la  proportion  (3)  revient 

[228  et  237]  à 

COS  \   COS  u  COS  V 

COS  y  COS  li'  COS  v'  ' 

Donc  1=:!',  p  =  ^',  v  =  v'.  Aiusi  la  ligne  tracée  sur  la 
surface,  de  manière  qu'entre  deux  points  quelconques  elle 
soit  plus  courte  que  toute  autre  ligne  assujettie  à  rester  sur 
la  surface  et  à  passer  j)ar  ces  deux  points,  a  sou  jilan  oscu- 
lateur  coustanimcnt  noruial  à  la  surface. 
383.   I/t'qualiiin  aux  limites 

f'^x  +  y' 'lu  ->-  «'JsT 

1.-^ — \r' 

se  trouve  satisfaite  d'elle  luc'-nic  si  les  deii\  ]i.iiuls  extrêmes 
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do  la  courbe  cherchée  sont  fixes  et  donnés  de  position  ;  car 
alors  on  a 

Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  mais  que  chacun  des 
deux  points  extrêmes  soit  assujetti  à  se  trouver  sur  une 
courbe  donnée,  tracée  sur  la  surface.  On  aura,  en  chacun 
des  deux  points  extrêmes,  en  supprimant,  pour  plus  de  sim- 
plicité, les  indices  0,  1  qui  les  particularisent, 

':x^-y'ôy  +  z'Sz,~0, 
ou  bien 

\  -\-  y'  ^  ^  z'  -  =  (}.  (4) 

'X  ox  ^  ' 

Or,  le  point  extrême  {x,i/,z)  étant  assujetti  à  se  trouver  sur 

une  ligne  donnée,  ^,^-,  sont  des  quantités  déterminées 

par  le  tracé  de  cette  ligne,  et  qui  mesurent  les  tangentes 
trigonométriques  des  angles  que  font  avec  l'axe  des  x  les 
projections  sur  les  plans  des  xi/  et  des  xz  de  la  tangente  à 
cette  Ugne  au  point  {x,y,z).  D'un  autre  côté,  y',  z  sont  les 
tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font  avec  le 
même  axe  les  projections  sur  les  mêmes  plans  de  la  tan- 
gente à  la  ligne  la  plus  courte,  menée  par  le  point  extrême. 
Donc  l'équation  (4)  exprime  que  la  ligne  la  plus  courte 
coupe  à  angles  droits  les  deux  Ugnes  tracées  sur  la  surface, 
et  sur  lesquelles  les  points  extrêmes  sont  respectivement 
assujettis  à  se  trouver. 

384:  De  la  surface  de  rcvnhil'wn  à  aire  minimum.  On  de- 
mande de  déterminer  dans  le  plan  x\j  la  courbe  passant  par 
deux  points  donnés  (^o,î/o),  (.2^,,//,),  qui,  par  sa  révolution 
autour  de  Taxe  des  x,  engencbe  la  surface  de  révolution 
dont  l'aire  (comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  des  x,  et  passant  chacun  par  l'un  des  points  donnés; 
est  un  mimmum.  L'intégrale  dont  la  variation  doit  s'éva- 
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nouir,  est  [350] 

,/  «. 

cl  Téqualion  (a)  du  n"*  373  dcvit'iit,  dans  co  ras  particuiior, 


y/ <-+-»•• ]      ■'   '  —  0,    ou    <  — —LJif-i  ==0. 

Si  l'on  prend  .s  jxiiir  vari.dilc  indt'iicndanto.  rcllo  écjnation 
revêt  la  l'on  ne 

Mais  on  a,  dans  la  même  liypollièse, 
dx  d*x  du  d*ti 
ds     ds*  ^  ds    ds*  ""    '  ^'' 

ce  qui  liiiniet  de  changer  rt(|iialion  (G)  en 

dx    dy  d*x      'A^  ^•)_ 

d7'~ds'^  ^  d7=       7s      ~^* 

On  on  ronrlnt 

dx 
V-r=*,  («) 

h  dési^'nanl  une  ('((nstante  arbitraire  ;  et  par  snile,  en  éle- 
vant au  rarré,  et  en  remettant  ponr  r/.s-  sa  valeur, 

bdtj 
dx  -         •'      .  (0) 

Ijifin  iiiic  nnii\('llc  iuté;:ralion  donne 


n' 


Puisque  les  l'OOrdoimées  des  deux  j)oints  extrêmes  sont 
des  constantes  données,  l'éijuation  aux  limites  se  trouve 
satisfaite  d'tlN  -même. 
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D'après  réfjuatioii  (8),  la  constante  b  représente  la  valeur 
le  l'ordonnée  y  pour  le  point  de  la  courbe  oîi  la  tangente 
îst  parallèle  à  l'axe  des  x  :  on  en  déterminerait  la  valeur  en 
:alculant,  par  des  approximations  successives,  la  racine  de 
['équation  transcendante 

Afin  de  mettre  sous  sa  forme  la  plus  simple  l'équation  de 
la  courbe  qui  satisfait  au  problème,  faisons  passer  l'axe  des 
y  par  le  point  de  la  courbe  oîi  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 
des  x^  ce  qui  revient  à  intégrer  l'écpiation  (9)  en  supposant 
qu'on  ait  à  la  fois  x  =  0,  y=zb:i\  viendra 

d'où 

62 


y  —  v^y^  —  à"  = ^-=-  ■==.  be 

y  4-  yyi—h'' 
et  par  suite 


ht'.  _f  \ 


2/=-^e*+e    *j.  (10) 

On  tire  ensuite  de  l'écpiation  (8),  en  prenant  pour  origine 
des  ares  le  point  dont  l'abscisse  est  nulle, 

'=11 0    'J''^  =  i^''-'     '> 

La  courbe  dont  on  vient  de  trouver  l'équation  est  connue 
sous  le  nom  de  chaînette;  parce  que,  comme  on  le  prouve 
en  mécanique,  cette  courbe  est  celle  qu'affecterait  un  fil  pe- 
sant, bomogène,  parfaitement  flexible,  et  suspendu  })ar 
deux  points.  Galilée,  qui  s'en  est  occupé,  l'tivait  confondue 
avec  la  parabole  ;  mais  Lcibnitz  en  a  ramené  la  construction 
à  celle  de  deux  logarithmi(|ues,  construction  qui  ressort  de 
l'écpiation  (10). 

La  chaînette  jouit,  comme  la  cycloïde,  de  propriétés  cu- 

T.  11.  9 
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rieuses,  en  outre  de  celles  dcjut  il  vient  d'être  question.  Soil 
MBM'  (fig.  89)  cette  courbe,  symétrique  par  rapport  à  l'axe 
OY,  XX'  l'axe  autour  duquel  la  courbe  doit  tourner  pour  en- 
gendrer la  surface  de  révulution  dont  l'aire  est  un  minimum  : 
l'ordonnée  minnnum  OB  représentera  le  paramètre  h.  En 
vertu  des  équations  (8)  et  (10),  on  a 


1 


/ 


d£ y     ^__y. 


de  sorte  qu'en  tous  les  points  de  la  chaînette,  la  normale 
[172]  et  le  rayon  de  courbure  [i93]  ont  pour  valeur  com- 
mune y.  Au  sommet  B  le  rayon  de  courbure  passe  par  un 
minimum,  et  a  pour  valeur  le  paramc'tre  h. 

Si,  du  point  P,  pied  de  l'ordonnée  PM  =  y,  on  abaisse 
sur  la  tangente  MT  la  perpendiculaire  Py. ,  on  aura 
Pu  :  MP  :  :  PT  ;  IMT.  Mais 

PT  =  /—-  .     iMT  =         -^ 


donc  la  perpendiculaire  Pa  a  une  valeur  constante  et  égale 
au  paramètre  b.  De  là  My.  =:  l/^^  —  /p. 
L'aire  OBMP  a  pour  valeur 

et  l'on  a,  par  l'équation  (8), 


arc  BiM 


—  s=^f    yilx—Vy*  — 

lu'    n 


la  chaînette  est  donc  une  courbe  i)0ur  kupielle  l'aire  et  l'arc 
sont  des  fonctions  algébriques  de  l'ordouuée. 

L'arc  BM  vient  d'ôtrc  trouvé  égal  à  la  droite  Ufj.  :  donc  le 
point  p  ajiparlient  à  une  développante  de  la  chaînette,  ayant 
son  poiut  (le  rcbroussement  en  B,  sonnnet  de  la  développée. 
Celte  développante  MîN'  est  symétricpie  par  rai»iiort  à  l'axe 
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des  y  et  a  pour  asymptote  l'axe  des  x.  La  portion  de  droite 
li9  =  b  est  la  tangente  de  la  courbe  NBN',  à  laquelle,  en 
conséquence,  on  peut  assigner  pour  propriété  caractéris- 
tique d'avoir  une  tangente  de  grandeur  constante.  Ces  re- 
marques intéressantes  ont  été  faites  par  Ampère. 

385.  Courbe  de  la  plus  vite  descente ,  ou  Jirachistochrone . 
On  appelle  ainsi  la  courbe  sur  laquelle  devrait  glisser  un 
point  matériel  pesant,  pour  arriver  le  plus  vite  possible  d'un 
point  à  un  autre,  non  situé  sur  la  même  verticale,  abstrac- 
tion faite  du  frottement  sur  la  courbe  et  de  la  résistance  du 
milieu  ambiant.  Tout  étant  symétrique  de  part  et  d'autre  du 
plan  vertical  mené  par  les  points  extrêmes,  la  courbe  reste 
nécessairement  comprise  dans  ce  plan  vertical  que  nous 
prencbons  pour  celui  des  xij,  les  œ  positifs  se  mesurant  sui- 
vant la  verticale  et  de  haut  en  bas.  Soient  x^,  x^  les  abscisses 
des  points  de  départ  et  d'arrivée  du  mobile  :  d'après  les  prin- 
cipes de  la  mécanique,  il  faut  rendre  un  minimum  l'intégrale 


/V- 


.dx, 
ce  qid  donne 

1         dx        ./p-(^-^o) 


/ 


/        dy        '^  x~x^ 

Posons  ^  =  2R  et  a:;„=  0,  ce  qui  revient^  faire  passer  l'axe 
des  X  par  le  point  de  départ,  il  viendra 
^^       '  ^m  —  x 


V 


dy       ^  X      "> 

équation  d'une  cycloïde  [177]  dont  Fun  des  arceaux  a  pour 
pied  le  point  de  départ.  Le  rayon  R  du  cercle  générateur  se 
déterminera,  au  moyen  de  ce  que  la  cycloïde  est  assujettie  à 
passer  par  le  point  d'arrivée  du  mobile. 
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380.  Problêmes  sur  les  isopérimêlres.  On  demande  la 

courbe  dont  Yaiw  T'^' ydx,  limitée  par  les  ordonnées  des 

points  (Xo,  î/o),  {^n  î/i),  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
l'arc  entre  ces  mêmes  ])oints  ayant  une  longueur  donnée. 
D'aprt'S  le  n"  380,  il  faut  poser 

l/'  ''  --^  "^  ^'  ^  ^~+^)  ^/^  =  0, 
X  désignant  un  coefficient  constant  :  ce  qui  donne 


dx 
d'où,  en  intégrant,  et  en  désignant  par  'i  la  valeur  de  x  pour 
y'=0, 

T  —  £  —  31 .       ?/   —  —  =:  ±  —  — . 

Intégrons  de  nouveau ,  et  désignons  par  r,  la  valeiu*  de  y 
pour  x  =  V-i\  viendra 

y  —n  =  ±  V/^^*— (^— «)'.  ou  (a?  —  H)^  -h  ()/  —  r)2  =  /2. 

Ainsi  la  courbe  cherchée  est  un  cercle  dont  X  désigne  le 
rayon,  et  qui  a  pour  centre  le  point  (;,  vi).  La  détermina- 
tion des  trois  constantes  ^,  r,  X  résulte  de  ce  que  le  cercle 
doit  passer  par  les  points  (.Tq,  ^o),  (-^i^lh),  l'^^i'C  compris 
entre  ces  ponits  ayant  une  longueur  donnée.  La  solution  est 
double  :  l'arc-  de  cercle  qui  tourne  sa  concavité  vers  Taxe 
des  X  correspondant  (ui  maxiinum,  cl  celui  (jui  tourne  sa 
convexité  vers  le  même  axe  corrcspomlaul  ail  )ni)iimum.  On 
en  ((inclut  (jue  le  cercle  est  la  courbe  fermée  (jui.  sous  le 
même  périmètre,  circonscrit  l'aire  »mx////f//».  comme  les 
anciens  l'avaient  démontré  par  la  géométrie  pure. 

Si  l'on  ajoute  au  problème  du  n"  384  la  condition  que  la 
courbe  soi!  prise  parmi  celles  (jui  ont  entre  les  points  (.ro,yo)> 
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(x„  7/,),  une  longueur  constante  et  donnée,  la  variable  y  se 
trouvera  remplacée  clans  l'équation  (8)  par  y  -j-  X  :  d'ailleurs 
les  calculs  seront  les  mômes  et  conduiront  pareillement  à 
l'équation  de  la  chainette.  Une  nouvelle  constante  arbitraire 
sera  introduite  dans  cette  équation  ;  mais  on  aura  aussi  une 
nouvelle  équation  de  condition  :  savoir,  celle  qui  résulte  de 
ce  que  la  longueur  de  la  courbe  entre  les  points  extrêmes  est 
une  constante  donnée. 

*387.  Pour  dernière  question,  proposons-nous  de  trouver, 
parmi  les  courbes  planes  isopérimètres,  terminées  à  deux 
points  fixes  (xq,  î/o)?  (^n  l/i)?  celle  qui,  en  tom^nant  autour 
de  l'axe  des  x,  détermine  le  solide  de  révolution  dont  le 
volume  7^  /  *  y^dx  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

La  condition  analytique  du  problème  est 

en  écrivant,  pour  l'homogénéité,  X^  au  lieu  de  X  ;  et  elle 
donne 

dx  dx 

ou  bien,  en  prenant  s  pour  variable  indépendante. 


d-y  dx 
^  ds^    ds 


d'y 


Substituons  pour  jrsa  valeur  tirée  de  l'équation  (7),  et  il 

viendra 

dy  „  d^x 

d'où  en  intégrant,  et  en  désignant  par  b  la  valeur  de  l'or- 
donnée y  pour  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x, 

w'  —  i.'  =  —  >•  —  = -= . 

ds  \/  <  +  y» 
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CelW  derniiTC  équation  doiuie 

ax  =  ±2  —  

L't  par  suite  /  (ti) 

**  dy 

Une  nouvelle  intégration  donnerait  la  valeur  de  x  en  y  avec 
une  constante  arbitraire  ;  et  l'on  déterminerait  cette  con- 
stante, ainsi  que  les  deux  autres  paramètres  6,  À,  en  assujet- 
tissant la  courbe  à  passer  par  les  points  (To,  yo),  (xi,  t/,),  et 
à  avoir  entre  ces  points  une  longueur  donnée. 

Posons  ^  =  0,  ce  qui  revient  à  faire  passer  l'axe  des  x 
par  le  point  oîi  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe  ; 
prenons  aussi  ce  point  pour  l'origine  des  coordonnées  x,  y, 
et  de  l'arc  s  auquel  nous  donnerons  le  même  signe  qu'à  x  : 
il  viendra 

J 0  V'^'-t  /o   v'  —  r 

Soit  ?y  =  X  cos  ç),  ff  désignant  une  nouvelle  variable  :  on 
aura 

).  sin  a  cos*  o  (î  l  cos'  o  dv  >  .    cos'  «  </v 


dx  = 


V/ 1  —  cos*  ?  \/  1   +  cos*  ?  V'i  V  ^  —  '»  sin*9 


V^  2  \   "^  V^  1  —  i  sin»  9/ 


V^  V^  —  îsin»?' 
et  par  suite 
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D'après  la  nature  périodique  des  fonctions  F,  E,  il  est  aisé 
de  voir  cpie  la  courbe  représentée  par  l'équation  (13)  a  un 
cours  périodique,  comme  l'indique  la  fig.  90.  L'ordonnée 
maximum  P  M  ayant  pour  valeur  l,  celles  de  l'abscisse  cor- 
respondante OP  =  yO  A  et  de  l'arc  OM  sont 

i..r2E(-L)-F(±)i,  A.p/±). 

\/2    L         V2/  Vv/2/J        yi        \y%J 

Les  inflexions  de  la  courbe  aux  points  0,  A,  etc.,  n'in- 
terrompent pas  la  continuité  de  la  fonction  s,  comme  cela 
a  lieu  pour  d'autres  courbes,  et  notamment  pour  la  leinnis- 
eate  [346],  dont  l'arc  s'exprime  aussi  par  la  fonction  ellip. 
tiqueF(^^,^). 

La  considération  dont  nous  avons  fait  usage  pour  simpli- 
fier l'expression  des  intégrales  des  équations  différentielles 
(12),  ne  pourrait  plus  être  employée:  1°  si  la  constante  b 
devait  avoir  une  valeur  imaginaire  de  la  forme  h'  \/''^\, 
ce  qui  n'empêcherait  pas  les  intégrales  dont  il  s'agit  d'être 
encore  exprimables,  quoique  d'une  manière  moins  simple;, 
par  les  fonctions  elliptiques  ;  2°  si  l'on  avait  entre  les  con- 
stantes h,  X  la  relation  è  =■.  X  ;  mais  dans  ce  dernier  cas  il 
viendrait 

d'où 

:.  =  const.  ±  v/^^^-IT^  ±  ±  log  fV2^J=VWIEi\ 

On  pourra  effacer  la  constante  arbitraire,  si  l'on  fait  passer 
l'axe  des  y  par  le  point  dont  l'ordonnée  est  ?/  =  X 1/2.  D'ail- 
leurs la  courbe  que  cette  équation  représenta,  et  qui  est 
comprise  entre  les  droites  y  =  +  X  j/-^,  au  lieu  de  couper  en 
ime  infinité  de  points  l'axe  des  x,  comme  cela  arrive  à  la 
courbe  (13),  a  cet  axe  pour  asymptote  ;  puisque,  si  l'on  fait 
y=o,  il  vient  ^=0,  e{x  =  ±<r. . 
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La  courbe  dont  la  premitjre  équation  (12)  est  réquation 
différentielle,  est  connue  sous  le  nom  de  courLe  élastique, 
parce  que  c'est  celle  qu'affecterait  une  lame  élastique,  na- 
turellement plane,  fixée  à  l'une  de  ses  extrémités,  et  cour- 
bée par  l'action  d'une  force  appliquée  convenablement  à 
l'autre  extrémité.  On  l'a  nommée  aussi  courbe  Unicaire^ 
parce  qu'elle  représente  la  section  di'oite  d'une  enveloppe 
cylindrique  parfaitement  flexible^  suspendue  par  deux  de 
ses  génératrices,  et  remplie  d'un  liquide  pesant  dont  la  pres- 
sion détermine  la  courbure  de  l'enveloppe. 

A  proprement  parler,  la  courbe  Hntéaire  est  déterminée 
par  la  condition  que  l'intégrale 

soit  un  maximum,  les  intégrales 

y      ydx,  J     '  \/\  +y'Kdx 
ayant  des  valeurs  constantes,  c'est-à-dire  par  l'équation 

d'où  Ton  tire 

^d 
dx 

I^uisqu'il  suffit  de  diminuer  les  y  delà  quantité  constante  |, 

pour  ramener  cette  équation  à  l'équation  (H),  il  est  clair 
que  l'équation  de  la  courbe  linléaire  doit  se  confondre  avec 
celle  de  la  courbe  élasli(|ue,  tant  qu'on  ne  particularise  pas 
les  constantes. 
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*  §  2.  Delà  méthode  des  varialions,  étendue  aux  iatégrales  doubles. 

388.   Soit 

Ndxdy 


fP 


une  intégrale  double  dont  les  limites ,  supposées  d'abord 
invariables,  sont  déterminées  par  le  tracé  sur  le  plan  icy 
d'une  courbe  fermée  m^n^m^ti^  [fig.  80  et  if  354]  :  on  admet 
que  V  peut  renfermer ,  outre  les  variables  indépendantes 
X,  y,  ime  fonction  z  de  ces  deux  variables ,  et  ses  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  p,  q,  r,  s,  t,  hypo- 
thèse d'une  généralité  bien  suffisante  pour  les  besoins  des 
applications.  Il  s'agit  de  déterminer  la  fonction  z  de  ma- 
nière que  l'intégrale  proposée  ait  une  valeur  maximum  ou 
minimum. 

Posons 
dY=iXdx  +  Ydy  +  Zdz  -\-  ?dp  +  Qdq  +  Mr  +  Sds  +  Tdt, 

ce  qui  donne  dans  l'hypothèse  des  limites  constantes  oîi  l'on 
peut  [374]  considérer  comme  nulles  d'elles-mêmes  les  va- 
riations ôx  et  âijy 

âY  =  Zoz  +  P;>  +  Q;^  +  R  V  +  S'js  +  Tcy^; 
en  sorte  que  l'équation  du  problème  devient 

/yiz  'z  +  Prjp  +  Qrkj  +  Rr;r  +  Sc?s  +  Trjq  dxdy  =  0 .     (1 4) 

Il  faut  considérer  à  part  les  termes  en  àp,  ôq,  etc.^  afin  de 
leur  faire  subir  les  transformations  qui  sont  de  l'essence  du 
calcul  des  variations. 

On  a 


Jp<l,j.i.-ff'lj.<l.j..,: 
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Dans  celle  équation  l'inlégrale  double 

est  censée  prise  dans  les  mêmes  limites  que  l'intégrale  dou- 
ble proposée  :  quant  à  l'intégrale  simple /^(/j-d^:,  qui  est 
amenée  par  une  première  intégration  relative  à  la  variable 
X,  il  faut,  pour  en  fixer  la  valeur,  concevoir  qu'après  cette 
première  intégration  opérée,  on  a  substitué  successivement 
pour  X  les  valeurs  (^.y,  ^^y  [354] ,  et  retranché  le  second 
résultat  du  premier,  ce  que  nous  indiquons  par  la  notation 
abrégée 

la  seconde  intégration  relative  à  y  devant  d'àilleure  être 
prise  entre  les  limites  yr=Oq^  =  y^,  7/=rO</o  =  î/o-  l^*i 
conséquence  nous  écrirons 

On  trouverait  de  la  mémo  manière 

la  fonction  «p  désignant  l'inversé  de  ^^  iiinsi  qu'on  l'a  expli- 
qué dans  le  n"  cité. 
Il  vient  ensuite 

En  tenant  compte  des  limites  des  intégrales,  mous  écrirons, 
sniivant  la  uotatitui  cuqtloyée  ci-dessus, 
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Le  même  calcul  donnera 

Enfin,  si  nous  considérons  le  terme  affecté  de  as,  nous 
obtiendrons  par  un  calcul  analogue 

On  a  d'ailleurs 


d'où 

VJy.  dy   "^    }^oy     JJ  dxdy 
389.  Si  l'on  réunit  ces  divers  résultats,  on  mettra  l'équa- 
tion (14)  sous  la  forme 

^JJ  \        dx      dy  ^  dx'  ^  dxdy  ^  dy'J       '^ 

Le  coefficient  de  àz,  sous  les  signes  de  double  intégration, 
doit  être  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y  comprises  entue 
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les  limites  de  l'intégrale  double,  ce  qui  donne  l'équation 
aux  différences  partielles  entre  x,y,z, 

_  (IV  _  'IQ      rin{      j£S^       d'T  _ 
dx       dy       dx^       dxdij       di/^ 

Chacune  des  intéi^rales  sinijdes  (|ui  entrent  dans  rétfualion 
(A)  s'étend  à  tous  les  éléments  de  la  courbe  wJo"o"îi"i  (/'(/•  ^0) 
qid  trace  sm*  le  plan  xy  les  limites  de  l'intégrale  double. 
Donc,  pour  tous  les  systèmes  de  valeure  de  x,y,  qui  corres- 
pondent à  des  points  pris  sur  cette  courbe,  les  variations 
âzj  ay>,  ôq  doivent  satisfaire  aux  équations 
/^       dK      dS\ 

(^       dT       d^\ 
Enfin  il  faudra  (ju'on  ait 

[(s,.)'']-=o, 

OU  bien 

(Scîz)  1,^,1^  désignant  ce  que  devient  S^;  pour   les  valeurs 
it;=a;,,  y  =  '■f^x^,  et  ainsi  de  suite. 

390.  Ou  peut  se  représenter  la  variable  z  comme  l'ordon- 
née d'une  surface.  Si  rintersection  de  cette  surface  avec  le 
cylindre  qui  se  projette  en  xy  suivant  la  ligne  moUotihUi  était 
une  courbe  donnée  de  position  dans  l'espace,  la  variation  $z 
serait  nulle  pour  tous  les  points  qui  appartiennent  ?i  cette 
ligne  d'intersection  :  par  suite  lécpiation  (c)  serait  satisfaite 
d'elle-même,  rA  les  écpiations  (h)  se  réduiraient  à 

\\'?p  =  0,    T';<7=0. 
Si  eu  oiilre  la  naliire  «lu  problèiue  déleriniiiail   la  direction 
(lu  |)l;in  l.iii-cnl  j  la  surface,  loiil  le  long  de  la  ligne  d'iuler- 


^T       dS^  ^  ^^^ 
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section,  les  variations  êp,  âq  s'évanouiraient,  et  par  suite  les 
équations  {b)  seraient  satisfaites  d'elles-mêmes. 

Lorsque  la  ligne  d'intersection  et  la  direction  du  plan  tan- 
gent le  long  de  cette  ligne  ne  sont  point  déterminées  par  les 
conditions  du  problème,  il  faut,  pour  satisfaire  aux  équa- 
tions {b)  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  âz,  ^p, 
âq,  c'est-à-dire  poser 

P_^_'i5  — 0    o  — —  —  —  —  0    R—      ''  — 
dx       dy         '   '         d)j       dx         '  '  * 

et  ces  dernières  équations  doivent  subsister  pour  tous  les 
points  de  la  ligne  d'intersection  dont  la  projection  en  xy  est 
la  coLU'be  mononiiiii. 

391.  Dans  le  but  de  montrer  une  application  de  cette 
théorie,  supposons  que  l'on  demande  la  surface  assujettie  à 
passer  par  un  contour  donné  et  dont  l'aire^  dans  la  portion 
circonscrite  par  ce  contour,  est  un  minimum.  Cette  surface 
ne  serait  plane  que  si  la  ligne  de  contour  par  laquelle  elle 
doit  passer  était  comprise  dans  un  plan.  L'intégrale  double 
qu'il  s'agit  de  rendre  un  tninimwn  est  [359] 

ff\/\ -^p'^q'. dxdi/. 

Comme  les  fonctions  R,  S,  T  sont  nulles,  et  que  la  varia- 
tion âz  s'évanouit  aux  limites,  à  cause  de  l'invariabilité  de 
la  ligne  de  contour,  les  équations  {b)  et  (c)  se  trouvent  satis- 
faites :  il  suffit  de  déterminer  l'ordonnée  z  en  fonction  de 
X,  y,  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  (a)  qui  devient 

d{  _L ]    dl  _JL\ 

\V  \  -np^  +  gV  \V/ 1  ^  p^  -i-  qV  __  ^ 

dx  dji 

ou  en  développant  les  calculs, 

(1  4.  qy  —  ^pqs  +  (1  +  p-'y  =  0,  {d) 

équation  [281]  caractéristique  des  surfaces  pour  lesquelles, 
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en  tous  leurs  points,  les  deux  rayons  des  courbures  princi- 
pales sont  c^gaux  on  grandeur  et  ojiposés  on  direction.  La 
surface  cherchée  doit  en  outre  ùtre  assujettie  ii  })asser  par  la 
ligne  donnée,  qui  circonscrit  Taire  mhnimum,  condition 
par  laquelle  il  faudrait  déterminer  les  fonctions  arbitraires 
qui  entreraient  dans  l'intégrale  de  l'équation  ((/). 
La  surface  décrite  par  la  révolution  de  la  chauiette 

autour  de  l'axe  des  x,  est  (parmi  les  surfaces  de  révolution 
assujetties  à  passer  par  deux  cercles  peirallèlcs  donnés)  ceUe 
dont  l'aire  a  la  valeur  miuhmim  [384].  Les  deux  rayons  des 
courbiu'es  principales  de  cette  surface  de  vévolution  sont  : 
rie  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  méridienne;  2°  la 
portion  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  méridienne 
et  l'axe  de  révolution  [285]  ;  et  en  effet  l'on  a  trouvé  [384] 
que  ces  deux  hgnes  sont  égales  et  opposées  de  direction. 

392.  Quand  on  n'admet  pas  que  les  hmites  de  l'intégrale 
double  soient  fixées  invariablement  par  un  contour  tracé 
sur  le  plan  .r»/,  on  ne  peut  plus  su})poser  nulles  les  varia- 
tions $x,  %,  du  moins  pour  les  points  situés  surles  limites 
de  l'intégrale  [374].  On  a  dans  ce  cas 

Sjndxdy  =ff(Irj\r)dx  +  ffdxV'ldi/  -^ffSXdxdy 
=Jfdu\drîx  +  ffdf/Xd'^y  +  ff'jydxdi/ 

d\  d\        ,    , 

=  f\rJxd>/  +  f  X'Jydx  +  ff{ô\  —  —  rU-  —  —  oy)dxdy. 
■  ■  (ix  Oy 

Chaque  intégrale  simple  est  censée  prise  le  long  de  la  ligne 

de  contour  qui  limili'  l'inlégrale  double,  selon  les  exiilica- 

tidus  doiméos  précédonuucnt. 

D'ajurs  un  calcul  analo^ii»'  à  t'clni  du  u"  'M\\,  si  l'un  pose 

poiiv  altréiiT»  r 

.:z  —  }>:x  —  g:y^':n, 
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et  que  Ton  conserve  aux  lettres  Z,  P,  Q,  R,  S,  T  leur  signifi- 
cation, en  omettant,  pour  plus  de  simplicité^  les  termes  d'un 
ordre  supérieur  au  second,  on  aura 

d\         d\  dSu      ^  dâu 

dx  dij    ""  dx  dy 

d'.u  d^ju  d^rfu 

dx^  dxdy  dy^  ' 

puis 

jyÇiY^'^J  Sx  -  ^  hi^dxdy  ■=  S^In 


\f  \\^      dy      dxJ  dy  \ 

rrf    _  ^  _  ^  4-  —  4-  —  +  —\lxdr    r\ 
~^JJ  \  '       dx       dy        dx^       dxdy       dy^J 

Il  faudra  donc,  pour  l'évanouissement  de  la  variation  de 
l'intégrale  double  : 

1°  Que  l'équation  (o),  aux  différences  partielles  entre  les 
variables  x,  y,  z,  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y 
comprises  entre  les  limites  de  cette  intégrale  ; 

2°  Que  pour  les  valeurs  de  x,  y  correspondant  aux  points 
situés  sur  la  ligne  de  contour  qui  limite  l'intégrale,  on  ait 
les  deux  équations 

/        dR     dS\      ,  ^  dr:u 
\        dx      au/  dx 


/         d'ï      rfS\  ,     .  ^  dnu       ^ 


ay. 

ou 

V        dx      dy/ 

Cellos-ci  correspondent  aux  équations  {h)  du  n"  380,  et  se 
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dt'coni] (Oseront  do  diverses  nianiî'res ,  suivant  les  relations 
que  la  nature  du  problème  (établira  entre  les  variations  dx, 
$ij,  oz,  dp,  ùq,  pour  les  points  silucis  sur  la  liyne  de  con- 
tour. Si,  par  exemple,  ces  cinq  variations  sont  indépen- 
dantes et  arbitraires,  les  deux  équations  se  décomposeront 
en  cinq  autres, 

dW      dS  ^      dV      dS      „ 

Vr:0,U  =  0,  T-0,  T-- —=0,  Q-— _— =0. 

dx      dij  dy      dx 

3°  Enfm  il  faudra  que  l'équation  Shi  =  0  soit  satisfaite, 
par  l'évanouissement  de  S  ou  de  du,  aux  points  extrêmes 
de  la  liiine  de  contour,  comme  cela  a  été  indiqué  pour  le 
cas  où  la  ligne  de  contour  est  ré[)utéc  invariable. 


CHAPITRE  IX. 

DES  CONDITIONS  d'iNTÉGRABILITÉ  POUR  LES  FONCTIONS  DIFFÉ- 
RENTIELLES DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES,  ET  DE 
LEUR  INTÉGRATION. 


393.  La  fonction  différentielle 

OÙ  la  variable  y  est  censée  liée  à  x  par  une  relation  quel- 
conque y  =  7:0;,  équivaut  à  une  fonction  différentielle  d'une 
seule  variable  îxdx^  en  désignant  pour  abréger  par  îx  la 
fonction 

'p[x,  rrx)  +  ^{X,  T.x).~'Xy 

de  sorte  que  si  Ton  pose  z=fïxdx,  et  par  conséquent 

dz  =  ,f{x,  y)dx  +  ^x,  tj)dy,  [a) 

on  pourra  toujours,  quelles  que  soient  les  fonctions  9,  ^^  n, 
ramener  aux  quadratures  la  détermination  de  la  fonction  z. 
Au  contraire,  si  les  variables  x  e\  ij  sont  considérées  comme 
indépendantes,  on  ne  pourra  pas  en  général  déterminer 
une  fonction  z  de  ces  deux  variables,  telle  que  l'équation  {a) 
soit  satisfaite,  ni  construire  dans  l'espace  une  surface  dont 
l'ordonnée  ::  ait  une  différentielle  totale  exprimée  par  le 
second  membre  de  cette  équation.  Car,  pour  cela,  il  fau- 
drait qu'on  eût 

et  par  suite  [123] 

d.z{x,y)  _d.^x,y\ 
~~df~-~~~d7~-  ^*^ 

T.    !I.  U) 
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Quand  les  fonctions  cp  et  ^  vérifient  l'équation  (6),  on  dit 
que  l'équation  (a)  satisfait  à  la  condition  (VinlcfjrnbiUté  : 
nous  allons  \oir  que.  dans  ce  cas,  il  existe  une  surface  dont 
on  peut  représenter  par  (</)  l'équation  difFérontielle,  et  par 
z  =  f(x,  y)  l'équation  en  j;,  y,  r. 

394.  La  détermination  de  la  fonction  z  se  ramène  au< 
quadratures  ;  car,  puisque  l'on  a 

la  fonction  z  est  de  la  forme 

z       /      3(.x,  y)dx  •+■  'Jy, 

Xo  désignant  une  valcLU"  initiale  de  la  variable  jr,  et  ôi/  une 
fonction  arbitraire  de  la  seule  variable  ?/. 

Il  faut  déterminer  cette  ionction  6j/  de  manière  que  la 
dérivée  partielle  de  la  fonction  z  par  rapport  à  \j  soit  égale 
à  'Kx,  î/).  On  aura  donc 

-=^(x,y)—/ dx-i-——, 

dij  ^  X»        dy  dy 

d'où 

d.By  r'd.f{x,y) 

—  =^^x.y)-/^--—ds. 

Mais,  en  vertu  de  la  condition  {b),  on  a 

/      ; dx  —  / dx  —  <^{x,  y)  —  ^(Xo .  y), 

«>'   i.         dy  ''    r«         dx 

et  ji.'ii'  suito 

di 

—  =  ;(.ro,  >/). 

ce  (pu  iiKiiitrc  liicn  (|iic  l;i  fnnclion  0  ne  conlit  iil  (jue  la  seule 
variable  \\.  On  in  déduit,  en  désignant  par  i/,  une  valeur 
initiale  de  »/, 
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fj  =  I      ;,{xo,y)  dy -\- C, 
J  V. 

et  par  suite 

;=/      '.{x,y)dx-\-         i>{xo,  y) dy  -{- C . 

.'    T,  '   y. 

Soit,  par  exemple,  l'expression 
ydx—xdy 

qui  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité  ;  en  prenant  x,  ~  0 
pour  valeur  initiale  de  la  variable  x.  on  a 

^/f     ydx         ^  X       ^ 

z=  f    -f ;  -i-  C  =  arc  lang  -  -f-  G. 

.7  0  x^-{-  y  y 

395.  Lorsqu'un  point  se  meut  sur  la  surface  z  — ^  f{x,  y), 
et  que  chaque  ordonnée  z  ne  rencontre  la  surface  qu'en  un 
point ,  la  différence  des  valeurs  de  z  au  commencement  et 
à  la  fm  du  mouvement,  ne  peut  dépendre  que  des  valeurs 
initiales  et  finales  assignées  aux  coordonnées  x^  ij,  et  nul- 
lement de  la  forme  ni  de  la  longueur  de  la  courbe  que  le 
mobile  a  décrite  sur  la  surface  entre  les  deux  points  ex- 
trêmes. Donc,  si  l'on  établit  une  liaison  arbitraire  y^-nx. 
entre  les  variables  indépendantes  x,y,  au  moyen  de  quoi  la 
dilTérentielle  dz  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  .t, 
la  valeur  de  l'intégrale  défiide 

z  —  z,  =y      [ .  (x,  y)dx  +  ^{x,  y)dy] 


Xo 


doit  être  indépendante  de  la  forme  de  la  fonction  t..  Donc 
il  faut  que  cette  intégrale  puisse  s'obtenir,  sans  qu'on  ait 
besoin  d'assigner  de  liaison  arbitraire  entre  y  èi  x;  comme 
en  effet  nous  venons  de  voir  que  cette  intégrale  s'obtient 
toutes  les  fois  que  la  différentielle  dz  satisfait  à  la  condition 
d'intégrabilité,  ou  toutes  les  fois  que  la  variable  z  peut  re- 
présenter r ordonnée  d'une  surface. 

Si  pourtant  les  deux  fonctions  oj,  4^,  ^u  l'une  d'entre  elles, 
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devenaient  infinies,  ou  passaient  brusquement  d'une  valeur 
finie  à  une  autre  dans  l'étendue  de  l'intégration,  les  con- 
clusions qui  précèdent  devraient  être  modifiées.  En  effet,  il 
pourrait  alors  y  avoir  plusieurs  points  de  la  surface  dont  la 
projection  en  .tij  serait  la  même,  ou  plusieurs  valeurs  de  z 
correspondant  au  môme  système  de  valeurs  des  variables 
x,y  :  en  sorte  que  la  différence  z  —  z^  ne  dépendrait  plus 
seulement  des  valeurs  initiales  et  finales  de  x,y,  mais  dé- 
pendrait aussi  de  la  série  des  valeurs  par  lesquelles  x  ei  tj 
ont  passé,  ou  de  la  courbe  que  le  point  mobile  a  décrite  sur 
la  surface. 

Si  par  exemple  la  surface  est  une  sphère  coupée  diamé- 
tralement par  le  plan  horizontal  des  xij,  et  que  le  mobile, 
partant  d'un  point  de  l'hémisphère  inférieur  dont  les  coor- 
données horizontales  sont  x^,  y^,  arrive  à  un  point  dont  les 
coordonnées  horizontales  sont  x,y,  la  différence  2  —  2„ 
changera,  selon  que  ce  point  extrême  apparliendra  à  l'hé- 
misphère inférieur  ou  à  l'hémisphère  supérieur. 

396.  Ces  considérations  s'étendent  à  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Ainsi,  pour  qu'il  existe 
une  fonction  u  de  trois  variables  indépendantes  x.  y,  2, 
.«susceptible  de  satisfaire  à  l'équation  diflerentielle 

du  =\dx  +  Yrfy  -^  \dz,  le] 

où  X,  y,  Z  désignent,  pour  abréger,  des  fonctions  0,  •},  x» 
des  trois  variables  x,  î/,  2,  il  faut  qu'on  ait  [1 29] 

d\  __  //  V       d\ d/.       d\ dA 

dif         d  x^      dz        dx'       dz         d  1/ 

Réciproquement,  lorsque  ces  équations  de  condition  sont 
satisfaites,  on  déicnninc  la  fonction  u  par  une  suite  de  qua- 
élraturcs.  On  a  d'.ibord.  eu  verlu  de  ce  |irécède, 

u  =  /    v(a?,  y,  z)dx  +  /    ;(xo,  ?/.  ?)'///  +  oz, 
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Bz  désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  seule  variable  z. 
D'nn  autre  côté,  il  faut  que 


du  _    /o: d.f{x,y,z)  ^y  d.-^{xo,y,z)  .  _^ ^ 

dz      J  «,  dz  J  2/.  dz  dz 

d'où  l'on  déduit 


d\J-\-  —  =  y{Xy\J,z), 


dz  J  X.  dz  J  y,  dz 

r'^d.yXx.ii^z)  /'yd.ySXo,y,z) 

et,  après  réduction, 

do  pi 

—  =  x(a?o,î/o,  z),      B—  J     ylxo:  yo,  z)dz  -\-  C, 

ce  qui  montre  bien  que  la  fonction  6  ne  contient  que  la  seule 
variable  s.. On  a  donc 

o{x,  y,  z)dx  +  /     ^(xo,  y,  z)dy  +  /     y{Xo,  t/o,  ^)dz  +  C. 
X  y.  i, 

397.  Lorsque  la  fonction 

u^f(^x,y,z),  [e] 

qui  satisfait  à  l'équation  (c),  a  une  valeur  déterminée  et  uni- 
que pour  chaque  point  de  l'espace,  ou  pour  chaque  système 
de  valeurs  des  coordonnées  x.  t/,  2,  si  Ton  imagine  un  point 
matériel  mobile,  pour  lequel  la  grandeur  m  prenne  en  chaque 
instant  la  valeur  qui  lui  est  assignée  par  l'équation  (e),  et 
si  ce  mobile  passe  du  point  [x^^y^^z^  au  point  [x.y.z),  la 

différence 

u  —  u^  =  f{x,  y,  z)  —  fix^,  7/0,  Zo) 

ne  peut  dépendre  que  des  valeurs  initiales  et  finales  attri- 
buées aux  coordonnées  x,  y,  z,  et  nullement  de  la  forme  ni 
de  la  longueur  de  la  courbe  que  le  mobile  a  décrite  dans 
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l'espace  entre  les  deux  points  extrêmes.  Donc,  si  l'on  établit 
lies  liaisons  arbitraires  y  =  -x,  zz=/x,  entre  les  variables 
jc.  y,  2,  au  moyen  de  quoi  la  dilTérentielle  totale 

du  =  \dx  +  Yf/y  +  Zdz 


devient  une  fonrtion  de  la  seule  variable  x,  la  valeur  de 
u  —  n,=  r  {\dx  +  Y^/y  +  Vrfz) 


l'intégrale 


doit  rester  indépendante  de  la  forme  des  fondions  ;:  et  /. 
Donc  il  faut  que  la  valeur  numérique  de  cette  intégrale 
puisse  se  calculer,  sans  qu'on  ait  besoin  d'assigner  de  liai- 
sons arbitraires  entre  z,  y  et  x.  Le  calcul  du  n°  précédent 
confirme  cette  vue  à  priori,  en  faisant  voir  comment,  lors- 
que les  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites,  la  fonction 
u  se  détermine  par  une  suite  de  quadratures,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'établir  de  liaisons  entre  les  variables  indépen- 
dantes. 

Il  pourrait  arriver  dans  ce  cas  que  plusieurs  valeurs  de  u 
correspondissent  à  un  mémo  système  de  valeurs  des  variables 
X,  y,  z  ;  en  sorte  que  la  différence  u  —  ?/„  ne  dépendrait  plus 
seulement  des  valeurs  initiales  et  finales  de  x,  y,  z,  mais 
dépendrait  aussi  de  la  série  des  valeurs  par  lesquelles  ces 
variables  ont  passé,  ou  de  la  courbe  décrite  dans  l'espace 
par  le  point  supposé  mobile. 

398.  On  rencontre  fréquemment  en  mécanique  des  équa- 
tions de  la  forme 

du  -  X(/.r  f-  Y^.v  f  Adz. 

dans  lesquelles  \,  V,  Z,  fondions  des  trois  roordonnées 
X,  y,  2,  désignent  les  forces  qui  sollicitent  un  point  mobile 
parallMement  aux  axes  des  coordonnées;  et  des  théorèmes 
importants  sont  siibnr.lnnnés  à  la  condition  queTintégralo 
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{\dx  -h  Ydy  +  7Jz) 

ait  une  valeur  indépendante  des  relations  tj  =  tt^t,  z  =  yx, 
ou  ne  dépende  que  des  positions  extrêmes  du  point  mobile, 
et  non  de  la  ligne  qu'il  a  décrite  en  passant  de  l'une  à  l'au- 
tre. Or,  pour  que  cette  condition  restrictive  soit  satisfaite, 
il  ne  suffit  pas,  ainsi  cju'on  a  coutume  de  l'énoncer,  que  les 
fonctions  X,  Y,  Z  satisfassent  aux  équations  [d),  de  manière 

que  l'équation 

\dx  't-  Ydij  f  Zdz  —  0 

soit  réquatiun  ditîérentielle  commune  à  une  série  de  sur- 
faces qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier  la  constante  c  dans 
l'équation  a  —  it^  =  c,  ou 

f{x,y,z)  —  f[x,,]u,z^)-c. 

Il  faut  encore  qu'à  un  même  système  de  valeurs  des  coor- 
données X,  tj,  z,  ne  correspondent  pas  plusieurs  valeurs 
réelles  de  c,  de  telle  sorte  que  les  diverses  surfaces  dont  il 
vient  d'être  question  puissent  avoir  des  points  communs. 

*399.  D'après  toutes  ces  explications,  on  voit  que  la 
théorie  de  la  variation  des  intégrales,  exposée  dans  les  deux 
chapitres  précédents ,  se  rattache  naturellement  à  la  re- 
cherche des  conditions  d'intégrabilité,  pour  les  fonctions  dif- 
férentielles de  plusieurs  variables  indépendantes.  Il  s'agit  en 
effet  dans  cette  recherche  de  trouver  les  conditions  pour  que 
les  changements  de  valeurs  ou  les  variations  d'une  intégrale 
définie  ne  dépendent  que  des  valeurs  initiales  et  finales,  assi- 
gnées aux  variables  qui  entrent  sous  le  signe  /;  et  nullement 
des  liaisons  qu'on  pourrait  arbitrairement  établir  entre  ces 
variables  dans  l'étendue  de  l'intégration.  Or,  c'est  à  quoi 
s'appliquent  immédiatement  les  formules  pour  la  variation 
ies  intégrales,  dans  lesquelles  on  fait  usage  de  l'algorithme 
de  Lagrange. 
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admettons  que  la  fonction  clifTérenlielle  pour  laquelle  on 
veut  trouver  les  conditions  d'intégrabilité,  renferme,  outre 
les  variables  x,  y,  leurs  différentielles  des  divers  ordies 
juscju'à  l'ordre  n  inclusivement.  Pour  que  cette  fonction  ait 
nn  sens  intelligible,  il  faut  qu'elle  se  réduise  à  une  fonction 
de  la  seule  variable  .r,  quand  on  assigne  entre  x  et  y  une 
relation  7/  =  -r  :  il  faut  par  conséquent  que  cette  fonction 
prenne  la  forme 

lorsqu'on  y  traite  x  comme  une  variable  indépendante,  et 
1/  comme  une  fonction  de  x.  L'intégrale  de  cette  fonction, 
si  elle  peut  en  avoir  une  indépendamment  de  toute  rela- 
tion entre  x  et  y,  sera  de  la  forme 

de  sorte  que  l'on  pourra  pospr 

F(a?,  y,  y',  y'\  ■  •  -y"-'')  =ffix,  y,  y',  y\  ...y  )dx, 

et  il  s'agit  de  savoir  si  la  valeur  de  l'intégrale  contenue 
dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  peut  res- 
ter indépendante  de  la  relation  arbitraire  qu'il  faut  néces- 
sairement établir  entre  y  ai  x  pour  rendre  la  quadrature 
possible,  par  les  procédés  ordinaires. 

Afin  de  conserver  les  notations  employées  dans  l'avant- 
(lernier  chapitre,  écrivons 

f{x,y,y\y",...y")-\. 

d\  =  \dx  +  Yr/y  +  Y  'V/y'  +  \'  d\f  +  T^dy'"  +  etc.  :       (/") 

nous  aurons 

(iY*'      f/'Y^" 
'■  r  \d.r      \âx  -\-  (Y<*  -  -7-  4-  -7T  -  «<c.l  {ôy  -  y'^) 

dj  dx* 

dY<" 
H-  (Y"' ; h  etc.)  (07'  -  f/'ox)  1  etc. 
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[rhj  —  7j'ex)dx. 


r\         f/Y')      ii^X^'      d'Y"> 


dx' 

Cette  équation  se  déduit  de  la  formule  (A)  du  n°  373,  en 
omettant  les  termes  qui  se  rapportent  à  la  limite  inférieure 
de  l'intégrale,  parce  que  les  valeurs  de  x,  ij,  y',  etc.,  à  cette 
limite  sont  censées  constantes,  et  en  supprimant  l'indice  (1), 
pour  mieux  marquer  que  nous  considérons  comme  \ariables 
les  valeurs  de  x,  y,  y',  etc.,  qui  se  rapportent  à  cette  limite 
supérieure. 

Maintenant,  si,  par  la  forme  de  la  fonction  /'  ou  V,  on  a 
identiquement 

,,       rfY^"       (PY-'       rfT^' 

Y 1 h  etc.  =  0,  (q) 

dx  dx'  dx'  '  ^^^ 

il  est  clair  que  la  variation  de  l'intégrale  ne  dépendra  plus 
que  des  variations  des  quantités  x,  y,y' ,  etc.,  qui  se  rap- 
portent à  la  limite  supérieure  ;  de  façon  qu  elle  restera  in- 
dépendante de  la  relation  arbitrairement  établie  entre  y  et 
x,  dans  l'étendue  de  l'intégration. 

Donc  l'identité  [(j)  exprime  la  condition  d'intégrabilité  de 
la  fonction  /*,  ou  la  condition  pour  c{ue  cette  fonction  ait  une 
intégrale  F,  de  l'ordre  immédiatement  inférieur.  Lors  même 
que  la  fonction  F  ne  comporterait  pas  d'expression  par  les 
signes  élémentaires  de  l'analyse^  on  pourrait  toujours  en 
assigner  numériquement  la  valeur,  pour  chaque  système 
des  valeurs  initiales  et  finales  des  c{uantités  x,  y,  y' ,  etc.,  en 
calculant  arithmétiquement  [320],  avec  une  approximation 
indéfinie,  l'intégrale 

/    f{r,ii,y',y\...ii")dx, 

après  qu'on  aurait  établi  entre  y  et  x,  pour  rendre  le  calcul 
arithmétique  possible,  une  relation  arbitraire  dont  la  forme 
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iriiilluerait  pas  sur  la  valeur  de  l'intégrale  ;  puisque,  pai- 
hypothèse,  l'équatioii  {(j)  est  identiquement  vérifiée. 

'iOO.  D'ailleurs,  en  vertu  de  celte  ni(*'me  équation  (g), 
on  a  [375j 

~  ZoA  +  v.;^  +  V  ''«y  + 1  »-o^"  + . . .  +  r  "-''c?y "-'), 

H,  Y,  Y' .  .  .  .  y ""''  désignant  des  fonctions  connues  de 
X,  y,  y',  y",  etc.  Or.  rien  ne  s'oppose  maintenant  à  ce  qu'on 
remplace  la  caractéristique  ù  par  d.  en  écrivant 

dF  =  zdx  T  \dy  +  Y^'Vy'  +  \^^dy"  H- ^  v'""  "rfy<-".      (/^) 

Par  conséquent  l'on  a,  pour  détemiiner  F  en  fonction  de 
x,y,y',  .  .  .î/"~",  considérées  comme  variables  indépen- 
dantes, une  éffuation  de  même  forme  que  celles  qui  ont  été 
traitées  au  commencement  de  ce  chapitre  :  et  comme  le 
même  procédé  d'intégration  s'y  applique,  il  en  résulte  que 
la  détermination  de  la  fonction  F  se  ramène  toujours  à  une 
suite  de  quadratures. 

A  la  vérité,  ceci  supposfi  :  \°q\w  les  facteurs  Z,  Y.  Y '',  etc., 
ne  contiennent  pas  de  dérivées  de  y  supérieures  par  leur 
ordre  à  j/""'^;  2"  que  l'équation  (//)  satisfait  en  outre  aux 
conditions  d'iutégrabililé  exprimées  par  les  équations 

di dY       dz  rfr^" 

dy        dx'     dy'         dx 

Mais  reuianjuons  (jue.  si  toutes  ces  conditions  n'étaient  pas 
satisfaites,  il  y  aurait  conlradicliou  à  admctlri'  cpie  F  est 

fonction  des  seules  variables  .r,  jy.  ?/ //"''.   ct>nsidérées 

comme  indf'iicndanles;  (  c  (pii  esl  |i(inil;iiit,  d'après  ce  qui 
précède,  une  i  (tiiséipience  de  ridenlilé  i\\  Donc,  rcxistencc 
de  la  fonclicm  F.  dans  le  cas  de  ridenlilé  [y],  ayanl  été  dé- 
montrée par  de*i  rnisonnements  iiulép<»ndauls  de  la  forme 
de  l'éqnalion  f//i.   nous  pouvons  (^tn-  .issurés  que  cette  vi\\v,\~ 
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tion  satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité,  et  nous  en  pré- 
valoir pour  affirmer  que  la  fonction  F  est  toujours  suscep- 
tible de  s'exprimer  sous  forme  finie ,  par  une  suite  de 
quadratures. 

Lagrange  s'est  contenté  de  démontrer  que  la  fonction  F 
peut  toujours  s'obtenir  par  un  développement  en  série,  ce 
qu'on  regardait  comme  suffisant,  et  ce  qui  ne  satisferait  plus 
aujourd'hui  les  géomètres,  puisque  la  série  obtenue  peut, 
comme  celle  de  Taylor,  et  à  plus  forte  raison,  tomber  en 
défaut  ou  cesser  d'être  convergente.  Les  démonstrations 
plus  anciennes  ont  paru  à  ce  grand  géomètre  obscures  ou 
trop  complicjuées  (').  Le  raisonnement  qui  précède  suppose 
seulement  que  les  fonctions  H,  T,  Y^'^,  etc.,  n'éprouvent  pas 
de  solutions  de  continuité  du  premier  ordre. 

*401.  Prenons  pour  exemple  la  fonction 

V  =  f{x,  y,  y\  y")  =  xy"  +  yy'  +  x  : 
on  a 

^V         ,  f/V  ^,,„,       dS 

"^       dy       ^'  dy'      -^^  dy" 

f/Y"!         ^      d\^^>  _  rf-'Y^-)_ 

dx  '        dx  '        dx^ 

par  consé({uent  l'équation  [q]  est  satisfaite,  et  il  vient 
.;F  r:;  {xy"  t  yy'  -f  x)  ^x  \-  {y  —\){Sy  —  y' Sx)  +  x{'.y'  —  y" Sx), 

ou 

(?F  =  {x^  y']  6x  +  ly  —  1  )  >  +  x-iy', 

ou  bien  eu  lin 

dF  =  {x  -  y') dx  -t  {y  —  \)dy  -[- xSy' . 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  le  second  membre  de  cette 
équation,  considéré  comme  fonction  différentielle  des  trois 
variables  indépendantes  x,y^y\  satisfait  aux  trois  condi- 

(')  Leçons  fur  le  ralrnl  des  fonctions,  21'  leçon. 
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lions  (rinli'grabililé  indiquées  au  n°  396  ;  et  l'on  en  conclut, 
par  les  formules  de  ce  numéro, 

F(2r,  y,y')=z  x'^  -^  y-  —  'iy  -^  'iy'x  +  const. 

On  peut  se  proposer  de  généraliser  ce  qui  précède,  en 
recherchant  les  conditions  d'intégrabilité  d'une  fonction 
qui  conliendrait  plusieurs  variables  indépendantes  avec  leurs 
différentielles  des  divers  ordres  ;  ou  bien  en  cherchant  les 
conditions  pour  qu'une  fonction  différentielle  de  l'ordre  n 
ait  non-seulement  une  intégrale  de  l'ordre  immédiatement 
inférieur  n  —  1 ,  mais  encore  une  intégrale  de  l'ordre  n  —  2, 
ou  de  l'ordre  n  —  3,  et  ainsi  de  suite.  De  semblables  ques- 
tions comportent  de  trop  rares  apphcations  pour  qu'il  y  ait 
lieu  de  s'v  arrêter  ici. 


I 


CHAPITRE  X. 

DES   INTÉGRALES    DÉFINIES   PRISES   ENTRE  DES   LIMITES   SPÉCIALES. 
DIVERS  EXEMPLES  DE  DÉTERMINATION  d'iNTÉGRALF.S  DÉFINIES. 


402.  Lorsque  l'intégrale  indéfinie  ,ffxdx  ne  peut  pas 
s'exprimer  algébriquement  ou  par  les  fonctions  transcen- 
dantes dont  on  a  des  tables,  l'intégrale  définie 

/""'fxdx  (I) 

ne  peut  en  général  être  calculée  qu'approximativement,  par 

les  séries  ou  par  le  procédé  de  sommation  arilhmétique 

dont  il  a  été  question  plusieurs  fois  [320]  :  mais  dans  ce 

cas  même  il  arrive  souvent  que,  pour  certaines  valeurs 

spéciales  des  limites,  appropriées  à  la  forme  de  la  fonction 

fy  telles  que 

0,     -r:  00,     =t  1,     ±77,  etc., 

la  valeur  de  l'intégrale  (1)  s'obtient  exactement  et  directe- 
ment, sans  qu'on  ait  à  passer  par  l'intégrale  indéfinie.  Il 
arrive  aussi  que  l'intégrale  prise  entre  ces  limites  spéciales, 
lors  même  qu'on  l'obtient  par  une  intégration  indéfinie, 
prend  une  expression  beaucoup  plus  simple,  ou  jouit  de  pro- 
priétés remarquables  qui  n'appartiennent  plus  à  la  même 
intégrale,  prise  entre  des  limites  quelconques.  On  pourrait 
attribuer  la  dénomination  d'intégrales  définies  spéciales  h 
relies  dont  on  vient  d'indiquer  sommairement  les  carac- 
t^res  distinctifs  :  le  calcul  et  la  théorie  de  ces  intégrales  for- 
ment maintenant  une  branche  très  importante  de  l'analyse. 
Pour  éclaircir  ce  sujet,  supposons  que  l'on  demande  la 
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valeur  de  rini(''gralo  définie 


/. 


»7l 


sin'  xdx  : 

0 

on  remarque  ([ue  cette  valeur  est  évidemment  la  m<^mo  que 
celle  de  Vintécrale 

■»7t 

cos'  xdx. 


/•TC 


puisque,  dans  l'intervalle  de  0  à-^rr^  sin  x  et  cos  x  passent 
suivant  un  ordre  inverse  par  la  môme  série  de  valeurs. 
Donc 

I    ^sin'j:rfi'=-   /     ^  (sm^  a?  +  cos' rr )  rfj:  =  -   /    ^dx-=.-. 

A  la  vérité  on  obtiendrait  le  même  résultat,  sans  recourir 
à  la  considération  que  nous  venons  d'employer,  en  effec- 
tuant Vinlégration  indéfinie,  qui  est  possible  dans  ce  cas,  et 

qui  donne 

/  sin'  xdxzz\  X  —  j-  sin  2a7  +  cotui 

Aussi  noire  but  a-t-il  été  seulement  de  montrer  comment 
des  rapjKtrts  convenables,  entre  les  limites  de  l'intégrale  et 
la  forme  de  la  fonction,  peuvent  conduire  à  l'évaluation  de 
certaines  intégrales  définies,  sans  qu'on  ait  besoin  de  passer 
par  les  intégrales  indéfinies. 
403.  Soit  encore  l'inté^Tale 


f     e   dx: 
^  0 

si  nous  la  multiplions  par  une  autre  intégrale  de  môme 
forme,  oii  nous  écrirons  seulement  \\  au  lieu  de  x^  le  produit 
des  deux  intégrales  simples  équivaudra  à  T intégrale  double 


'     0     •'   (I 


c  (ixdrj.  (?) 


Kn  etfet,  lorsque  les  limites  des  deux  intégrales  simples 
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ffxdx,    fîydy, 
ne  dépendent  point,  pour  la  première  de  ij,  pour  la  seconde 
de  X,  leur  produit  est  égal  h  la  somme  qu'on  obtient  en 
multipliant  chaque  élément  de  la  première  par  chaque  élé- 
ment de  la  seconde,  c'est-à-dire  à  l'intégrale  double 

fifx.hj.dydx, 
pour  laquelle  les  h  mites,  par  rapport  à  chaque  variable, 
sont  les  mêmes  que  celles  des  intégrales  simples. 

Posons  maintenant  y  =  xt,  t  désignant  une  nouvelle  va- 
riable, d'où  [357]  dij  ^=  xdl  :  les  limites  de  t  seront  encore 
0,  00,  et  l'intégrale  (2)  deviendra 

/      f     e-^V+i')xdx.dt  =- =  -  7T. 

Donc 

(f^  e-'-dx)  (/"  e-.-dy)  ==  (f^  e-'-dx) '  ==  i  ., 

et  par  conséquent 

/^    e-^'cfa7  =  - v/r,  [a) 

résultat  d'une  grande  importance  et  d'une  application  fré- 
quente. L'artifice  de  calcul  cpi  nous  a  donné  la  valeur  de 
l'intégrale  (a),  ne  réussit  que  parce  c[ue  les  limites  sont  0 

etoo  :  entre  d'autres  limites  l'intégrale/   e~^*dx  constitue  une 

fonction  irréductible  aux  transcendantes  usuelles,  ou  une 
transcendante  qui  doit  avoir  sa  table  propre,  et  dont  on 
peut  obtenir  l'expression  en  série  [317]. 

404.  On  conclut  immédiatement  de  l'équation  (a) 

oc  , 

/->  -X* 

e  dx  =  v/«j 
—  ce 

et  en  remplaçant  x  par  x  \X6,  0  étant  une  quantité  positive, 
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Diiréroniions  i  fois  de  suite  les  deux  membres  de  l'équation 
par  rapport  à  0,  suivant  la  rc-gle  du  u°  360,  et  faisons  ensuite 
Oz=\  :  il  vient 

1.3. 5... (2/—  0 


«  /  —  zc 


\    -r. 


On  a  d'ailleurs,  pour  toutes  les  valeurs  «ntières  et  positives 
de  î , 


•J  —  y. 


puisque  l'intégrale  est  composée  d'éléments  qui  se  détrui- 
sent deux  à  deux. 

405.  On  doit  remarquer  l'artifice  de  calcul  qui  consiste  à 
tirer  de  la  valeur  connue  d'une  intégrale  définie,  celle  d'une 
autre  intégrale  définie  prise  entre  les  mêmes  limites;  et  que 
l'on  fait  dériver  de  la  première,  en  différentiant  ou  en  inté- 
grant celle-ci  sous  le  signe  f  [366]  par  rapport  à  un  ceivlain 
paramètre.  C'est  amsi  qu'en  intégrant  par  rapport  à  m,  entre 
les  limites  \>.^  v.  les  deux  termes  de  l'équation 

r\  \ 

/     x'"-'^flx  =  - , 
/  o  m 

on  trouve 

/     i .dx-losf-). 

;\u  contraire,  si  Ton  diff'érentie  i  fois  de  suite,  par  rapport  à 

m,  l'équation 

/-se      dx      r 

^  0     X^  i-  m  2  V    m  ' 

il  viendra 

..--^   I.S.S   .   i'     .         1.3.5...(2i— I)t 

/        .  dx  ■=. ■ — rr , 

/  o    (rr'      j»V+<  2'+i.7?i'V/  m 

d'oii 

■/  0     (r'  +  m)'+i         W  \.'m'      2  4.6.2/      '  2  " 
406.   L''S  géomètres  ont  c:dculé  par  des  méthodes  très 


LNTÉGRALES    DÉFINIES    SPÉCIALES.  i6l 

variées  les  valeurs  d'un  grand  nombre  d'intégrales  délinies  : 
nous  donnerons  comme  exemples  les  formules  d'une  dé- 
monstration plus  simple  et  d'un  usage  pins  fréquent ,  en 
commençant  par  les  cas  où  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
se  tire  immédiatement  de  l'expression  trouvée  pour  l'inté- 


grale indéfinie 


On  tire  de  la  formule  (p.)  du  n"  309 

/'.    u.    .           sin^  ""  *  37  cos  a?     f^  — 1  /•.  a-2 
J  sm    xdx  — \- J  sm 

et,  de  la  formule  (v), 


xdXy 


r                  sina5Cos''     ^x      v  —  i    r  „ 

lcos''xdx= 1 j  cos        xdx  y 


d'où 


/^  sur'  xdx=: f^sin^     '^xdx, 

/^  cos''  xdx  = /  ^  toP  "  2  xdx. 
0                                              ^      ^       0 


Gomme  les  mêmes  formules  de  réduction  s'appliquent  aux 
intégrales  qui  entrent  dans  les  seconds  membres,  on  a,  en 
désignant  par  2i  un  nombre  pair  quelconque. 

â^n'^xdx  ^ncos'^xdx  =  ^'l'^-:-^^[-^l^-,        (b) 
J  ^  ■>'   0  2.4.6.  ..2î         2  ^  ' 

et,  en  désignant  par  2i+  ^  ^n  nombre  impair  quelconque, 

407.  Comparons  les  deux  intégrales  définies  (c)  et  [b); 
en  vertu  du  principe  établi  au  n°  316,  on  a 

T.  II.  ^^ 
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'__2 -  = =  sin  r ,  (â) 

■n 

r^  <n\^' xdx  sin^'ç 

I  étant  une  valeur  comprise  entre  0  et  ^;  la  valeur  de  ce  rap- 
iwrt  est  donc  moindre  que  l'unité.  D'autre  part,  ainsi  cpie 
nous  venons  de  le  démontrer,  on  a 

A  sin^'+^  x.dx=—^  r*  sin^'-'  xdx, 

et  par  suite 

/'*  sin^'+'  xdx  f  '  sin^'~'  xdx 


1  *  sin^'  xdx  f  -  siir'  xdx 

0  0 

Ce  dernier  rapport  étant  plus  grand  que  l'unité,  il  en  résulte 
que  le  rapport  {d)  est  plus  grand  que  ^.^    ;  la  valeur  de  ce 

rapport  est  donc  comprise  entre 

i 

'  +  À  . 

et  l'unité,  et  si  Von  fait  croître  i  indéfmiment,  elle  tend  vers 
une  limite  égale  à  l'unité. 

Ou  en  conclut  que  le  rapport  des  deux  fractions  formant 
les  derniers  membres  des  équations  (h)  et  (c)  tend  indéfini- 
ment vers  l'unité ,  pour  des  valeurs  indéliniment  croissantes 
de  i.  Donc 

rr        i.l.    h  A.    Of).    8   8... 

<î~  \.:i.   3.5.   5.7.   7/J.  .  .' 

Cette  expression  du  nondjre  -,  en  produit  c(tntinu  d'une  in- 


I 
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fini  lé  de  facteurs,  est  due  à  Wallis  :  on  la  retrouve  de  di- 
verses manières. 

408.  Les  formules  (b)  du  if  314  donnent,  a  étant  po- 
sitif, 

/"°°  e-"  cos  bxdx  =  — — .  1 

Si  l'on  intègre  ces  équations  par  rapport  à  b  entre  les 
limites  6^  et  />,  il  vient 

,'  ^^  cos  M- cos  to  ^^  _  , ,     «l+£ 
'J  a  X  '       a^4-6o' 

y'"^  _„x  sin  007  —  sin  ôoO?  ,             ^        6  b^ 

e ^  dx  :=z  arc  tang arc  tang  — . 
0                    X                                   a  a 

En  faisant  ^o=0  dans  cette  dernière  équation,  on  a 

y*""    -az  sin  bx     '  b 

e      dx  =  arc  tang  -. 
0              07  a 

Celle-ci,  pour  a  =  0,  donne 

/^<»  sinôa?  ,  Tc  .  . 

/      aa?  =  +  -;  (fl  ) 

On  doit  prendre  le  second  membre  de  l'équation  [g)  avec  le 
signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  selon  que  la  constante  b  est 
positive  ou  négative.  D'ailleurs  la  valeur  numérique  de 
cette  constante  est  sans  influence  sur  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  :  en  effet,  si  l'on  pose  bx  =.  t,  les  limites  de  t  seront 
encore  0,  co  ,  et  l'on  aura 

y»*  sinbx  ,  rxx)  sin  t  , 
dx  =  f      — —  dt. 
0            X                      yJ      0         t 

409.  On  a  par  le  théorème  de  Cotes  [79] 

TT  37r  (2/1  — 1)7r 

(I— 2a  cos — [-an(1— 2acos — [-«*)...{<— 2a cos^ —-{■a-) 

2n         '^  2n         '    ^  2n 

=  o'"  +  1 . 
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Élevons  les  deux  membres  de  l'équation  à  la  puissance  ^  et 

passons  aux  logarithmes  :  il  viendra 

"-'  2f  4-  1  - 

V    ,  1  jog  (1  —  2rï  cos -^U — :r4-a')  =  log.(a""+l)- ,     (/') 

V"~'  l".  indiquant  la  somme  dos  valeurs  d'une  fonction  U., 
pour  toutes  les  valeurs  entières  de  i,  de  0  à  n  —  I  inclu- 
sivement . 

Faisons  maintenant 

?/  +  1 


2« 


■r.:=X 


le  premier  membre  de  l'équation  [h)  deviendra 

V--log(1  —  2acosx  +  rt'),  {h') 

et  le  signe  2)  indiquera  une  somme  prise  relativement  à 
la  variable  .r,  qui  croît  par  différences  constantes  et  égales 
à  -,  de  ;r  =  —  a  .x=:= — r — -,  mclusivement. 

Si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  ?/,  la  différence 

Aj-  =  -  diminuerade  plusen  plus  ;  et.  à  la  limite,  la  somme 
n 

[h)  deviendra  Tintégralc  définie 

/-.Tt 
log  (1  —  2a  cos  X  -\-  a*)  dx. 
0 

IV nn  autre  côté,  pour  des  valciii-s  de  n  indi'IlniuKMit  cniis- 
saiilfs,  I.i  quantité 

71 

tend  indéfiniment  vers  la  liniil.'  I  ou  vers  la  limite  a^-^,  se- 
lon (juc  la  ronstante  a  est  <  ou  >  1  :  donc  on  a 


I 
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'  <C       /"'^  (0 

pour  a  ?       1,/      log{1  —  2a  cosa;  +  a*)rfj:;  —      ' 

(  >    '-/  0  <  TT  log  (a*). 

La  valeur  de  cette  intégrale  définie  a  été  donnée  par  Poisson  ; 
mais  la  démonstration  précédente,  recommandable  par  sa 
simplicité,  est  de  M.  Delaimay. 

410.  On  peut  souvent  déterminer  une  intégrale  défîjie 
à  l'aide  d'une  relation  que  l'on  trouve  en  la  différentiant  par 
rapport  à  un  paramètre  qu'elle  contient.  Soit 


u=  j      e  """^'^  cos  bxdx,    -^  ==  —  /"    ^ 


d' 


s  s 

0 


l'intégration  par  parties  donne 

e""  *'  sin  bx.xdx  = — — -sin  bx  -\ A— ''*'^'cos  bxdx; 

d'où 

/     e""  ^*  sin  bx.xdx  =  -—  /  °^  g-"''^'  cos  bxdx; 

et  par  suite 

r/'-j  b  doj  i        ^ 

•— ■=———«;    ou    —z=  —  -—.bdb. 
db  2a''  oj  2a' 

Donc,  si  l'on  représente  par  w„  la  valeur  de  w  pour  ^  =  G, 
on  a 

H;;)=-4^'  ^^=^'-'  *"' 

Mais,  d'autre  part, 


"o=J, 


0  2a 


comme  on  le  voit,  en  remplaçant  x  par  ax  dans  la  formule 
(a),  a  étant  positif;  donc 

e-"'^  *  cos  bxdx  =  ^ .  e-  ï;ï.  (&) 

«  2a 
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411.  I/iiitégrale  double 

n  =J^  f^  2r''(^+-') cos  bxvdy.dx 

devient,  quand  on  effectue  d'abord  l'intégration  relative  à  //, 

y -ce  cos  bx .  dx 
"      \  +  x^  ' 
Si  l'on  intégrait  d'abord  par  rapport  à  x^  on  aurait  par 
la  formule  {k), 

Maintenant  posons 

les  limites  de  la  nouvelle  variable  t  correspondant  à  ?/  =  oc  , 
11  =  0 y  seront  t=^-\-  oo  ,  t= —  oo  ,  et  il  viendra 

ii  =  - /      e-iU  \  +  ]dt 

=    ■e-i'  +  L /      _^-. 

Oi',  l'intégrale  qui  subsiste  dans  le  dernier  membre  de  l'équa- 
tion précédente  est  nulle  pour  A  >  ^  î  car,  d'une  part,  le  fac- 
teur qui  multiplie  c~''th  sous  le  signe/  est  numéricpiement 
<  1,  en  sorte  ([ue  la  portion  de  l'intégrale  comprise  entre  les 
limites  0,  oo  ,  a  une  valeur  numérique,  finie,  <^{Vt^:  et 
cela  posé,  puisque  tous  les  éléments  de  l'intégrale  changent 
de  signe  iivec  /,  ou  a 
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Donc,  pour  ^  >  0, 

/^oo  cos  bxdx     TT 

On  doit  remarquer  cet  artifice  d'analyse  qui  consiste  à 
évaluer  une  intégrale  simple  par  la  comparaison  des  deux 
résultats  qu'on  obtient  en  intervertissant  dans  une  intégrale 
double  l'ordre  des  intégrations. 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (i)  x  par  mx  et  b  par  —, 

on  aura 

/*oo    cos  bxdX  TT  b_ 

et  en  faisant  maintenant  m  =  0,  on  en  conclura,  pourvu 
que  b  ne  soit  pas  nul, 

/     cos  bxdx  =  0. 

enjpiaue  uans  i  equaiion  [i)  x  par 
viendra 


Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (i)  x  par  —  et  6  par  mb,  il 


y-.»  cos  bxdx TV      _^j^ 
»    m^  +  a?^      2/M  '         ■* 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  b, 

/^w  a?  sin  ôa-da?      tt 
::::::  _  g—  ntb 
0     m^  +  x^       2* 

Dans  le  cas  où  le  paramètre  b  serait  négatif,  la  même  ana- 
lyse conduirait  aux  formules 

/^^  cos  bxdx      7r                r^^  x  sin  bxdx         w 
= — .eml>  I        oKb 
0    m^  -\-x^     2/»           J  0     m*  +  x'          2  '      * 
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DKS    lNTÉGaAlJ=:S     DhlLNlES  ,     CONSIDÉRÉES    COMME    FONCTION:^    Dt 
l'ARAMKTUES    VARIABLES.  EONCTIONS    EULÉHIENNES, 


412.   On  peut  poser 

.o. 


/: 


et  la  fonction  F  ainsi  définie  constitue  une  transcendante  nou- 
velle si  l'intégrale  définie  qui  ligure  au  premier  membre  de 
l'équation  ne  peut  pas  s'exprimer  algébriquement,  ou  par 
le  moyen  des  transcendantes  dont  on  a  déjà  des  tables,  soit 
pour  des  valeurs  quelconques  des  limites  a^,  «„  soit  du 
moins  pour  les  valeurs  spéciales  attribuées  à  ces  limites. 
On  peut  toujours  calculer  numéricpiement,  avec  mie  approxi- 
mation indéfinie  [320] ,  les  valeurs  de  Fx  pour  chaque 
valeur  de  x,  à  moins  que  la  fonction  f{x,a.)  ne  passe  par 
l'infini  dans  l'intervalle  des  limites  de  l'intégrale.  On  peut 
aussi  soumettre  la  fonction  Vx  à  la  dillérentialion  ou  à 
l'intégration  par  rapport  à  x,  en  différen liant  ou  en  inté- 
grant sous  le  signe/,  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  l'in- 
tégration relative  à  la  variable  auxiliaire  a. 

Les  transcendantes  dont  il  s'agit  ici,  supposées  irréduc- 
tibles, sont  d'un  ordre  i>lus  élevé  que  les  intégrales 

r^fJ^dx,  (2) 

supposées  pareillement  irréductibles.  En  effet.  le  caraclère 
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essentiel  de  ces  dernières  trancendantes  est  d'avoir  pour 
dérivées  des  fonctions  fx  qui  s'expriment  algébriquement, 
ou  qui  sont  composées  des  transcendantes  élémentaires  dont 
on  a  des  tables,  tandis  que  la  dérivée  F 'a:  a  une  expression 

•«.  rf/"(a;,a) 


dx 


do 


de  même  nature  que  celle  de  la  fonction  dont  elle  dérive.  Si 
la  fonction  F'x  pouvait  s'exprimer  sans  le  secours  du  signe 
d'intégration  définie,  on  devrait  mettre  l'expression  de  Fx 
sous  la  forme 


1 


X 

F'xdx, 


et  alors  elle  sortirait  de  la  catégorie  des  transcendantes  (1) 
pour  rentrer  dans  celle  des  transcendantes  (2) . 

Une  fonction  qui  dépend  de  plusieurs  c[uantités  peut  se 
ranger  parmi  des  transcendantes  de  diverses  catégories,  selon 
que  l'on  prend  pour  variables  telle  ou  telle  des  quantités  qui 
entrent  dans  sa  composition.  Par  exemple  les  fonctions  ellip- 
tiques de  première  et  de  seconde  espèce  appartiennent  à  la 
catégorie  des  intégrales  (2) ,  si  l'on  y  considère  le  module 
comme  constant  et  la  limite  supérieure  d'amplitude  comme 
variable  ;  et  elles  rentrent  au  contraire  dans  la  catégorie  des 
intégrales  (1),  si  l'on  y  considère  les  limites  d'amplitude 
comme  toutes  deux  constantes ,  et  le  module  comme  une 
grandeur  susceptible  de  varier  sans  discontinuité  entre  les 
limites  0,  1. 

413.  La  fonction  f  pourrait  passer  par  l'infmi,  dans  l'in- 
tervalle des  limites  de  l'intégrale  ,  sans  que  la  fonction  Fx 
cessât  d'être  continue  ;  et  si,  pour  une  certaine  valeur  de 
a,  f(x,a)  passait  brusc[uement  d'une  valeur  fmie  à  un€  autre, 
la  fonction  F,r  n'éprouverait  pas,  en  général,  de  solution  de 
continuité.  Ceci  est  une  conséquence  des  premières  notions 
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de  la  lliL'uric  dus  (luadraliires,  sur  laquelle  il  n'est  pas  né- 
cessaire d'insister. 

Réciproquement,  la  fonction  F  peut  éprouver  des  solutions 
de  continuité  pour  des  valeurs  de  x  qui  ne  rendent  pas  dis- 
continue la  fonction  /'.  Soit  par  exemple 
_,         ^,00  sin  ax  , 

on  aura  pour  les  valeurs  positives  de  x  [408] ,  Fx  =:{::,  et 
pour  les  valeurs  négatives  de  la  même  variable,  F^  =  —  {-. 
En  conséquence,  pour  x  =  0,  la  fonction  ¥x  passera  brus- 
quement de  la  valeur  \i:  h  la  valeur  — ^t:.  (juoique  cette 

siu  ^x 
valeur  de  x  ne  rende  pas  discontinue  la  fonction -.  De 


môme,  si  l'on  posait 

^00  5c  sin  yx 


on  aurait  [411]  Fx  =  \i:e-'',  ou  Fx  =  —  iTre-",  selon  que  la 
valeur  de  x  serait  réputée  positive  ou  négative,  et  F'x  éprou- 
verait le  même  changement  brusque  dans  sa  valeur. 
On  en  conclut  ({ue  l'équation 

/.oo  sin  ax  ,  ^„, 

a  pour  lieu  géométrique  le  système  de  deux  di'oites  ]\LN,  M'N' 
(//V/.  91)  parallèles  à  l'axe  des  x,  qui  s'étendent  à  l'infini, 
l'une  du  côté  des  .r  positifs,  l'autre  du  côté  des  .r  négatifs, 
et  qui  s'arrêtent  brusquement  aux  jioints  oh.  elles  rencontrent 
l'axe  des  y.  A  l'abscisse  0  correspond  d'ailleurs  la  valeur 
ï/  =  0,  c'est-à-dire  la  moyenne  des  ordonnées  OxM  =  |7r, 
0M'--= — -jr.  On  ivconnaît  l'analogie  de  ces  résultats  avec 
ceux  du  n"  1  lij,  où  la  valeur  de  //  se  trouvait  exprimée  par 
une  série  inlini<'.  au  lieu  (ju'ici  elle  se  trouve  exprimée  sous 
form*;  liuic,  par  le  nioyi'U  d'une  intégrale  définie. 
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Ceci  fait  comprendre  comment  les  intégrales  définies,  oîi 
la  variable  entre  comme  paramètre,  peuvent  être  propres 
à  représenter  des  fonctions  discontinues ,  et  comment  le 
progrès  naturel  de  l'analyse  doit  les  amener,  dans  le  traite- 
ment des  questions  qui  supposent^  comme  conditions  essen- 
tielle, la  discontinuité  de  certaines  fonctions.  L'emploi  des 
intégrales  définies  offre  alors  cet  avantage  sur  celui  des 
séries,  qu'on  peut  aisément  faire  subir  aux  premières  les 
combinaisons  et  les  transformations  analytiques,  de  ma- 
nière à  reporter  à  la  fin  des  calculs  l'opération  de  quadrature 
arithmétique  dont  le  signe  d'intégration  définie  est  l'indice, 
ou  à  éluder  cette  opération,  quand  elle  n'est  pas  essentielle- 
ment inhérente  au  problème. 

414.  On  tirerait  de  F  équation  (3) ,  par  des  transformations 
convenables,  d'autres  formules  appropriées  à  d'autres  cas  de 
discontinuité.  Soit,  par  exemple,  la  fonction 

r<»  sin  a  cos  «a?  j 

»=t/.  — -. —  •*"=  ,'*' 

on  a 

sin  a  cos  aa;  =  I  [sin  ^\-\-x)o.-\-  sin  (1  —  rr)  a] , 

d'où 

■1    y- 00  sin  (1  +  07)  a  1    /""    sin  (1  —  X)a 


\   ^=osin(1  +a7)a  ,        \    r 

y=-Jo  — i — ^^+2J 


0  a 


Or,  d'après  ce  qui  a  été  prouvé^  l'intégrale 

00  sin(1  +  œ)ot. 


/ 


0  a 


se  réduit  à  ^tt  pour  x  >  —  1 ,  et  à  —  {-k  pour  ^  <  —  i  ;  de 
même  l'intégrale 

/*  sin  (1  —  ^)  a  , 
«a 
0                 « 

se  réduit  à  ^t:  pour  x  <  1  et  à — \t:  pour  .r  >  1  :  il  en  résulte 


172  LIVUK    \.   —    CHAPlllŒ  \l. 

que  la  valeur  de  y  est  jtt  quand  x  est  compris  entre  -j-  f  et 
—  1,  et  que  //  devient  nul  quand  la  valeur  de  x  tombe  hors 
de  ces  limites.  Par  conséquent^  si  Ton  prend  ()P  =  OP'=  1 
[fig.  92),  PM  =  PM'  — It:,  le  lieu  de  l'équation  (4)  sera 
formé  de  la  portion  de  ligne  droite  MM'  parallèle  aux  œ,  et 
des  lignes  droites  PX,  P'X' limitées  aux  points  P,  P',  mais 
indéfinies  dans  l'autre  sens. 

415.  De  semblables  solutions  de  continuité  ont  lieu  pour 
des  intégrales  définies  (|ui  se  déduisent  d'intégrales  indéfi- 
nies dont  on  a  la  valeur  algébrique.  Considérons  notamment 
la  fonction  de  x  exprimée  par 

/^^         sin  ydy.  ,., 

V  =  / ,  (5) 

<  /  0    y  i  —  2x  cos  a  -[-  X* 

le  radical  devant  rester  positif  dans  toute  l'étendue  de  l'in- 
tégration :  on  a 

/•        sm  ydv.  1      , 

/ =  —  1/  i  —  2x  cos  a    X»  +  const. 

>'    V  i  —  2x  cos  a  +  a»        X 


Aux  limites  a  =  0,  «  =  77,  le  radical  devient  V^i\  —  xy, 
\/  i^\  j^  xy  ;  et  comme  il  doit  toujours  être  pris  positivement, 
nous  en  conclurons 

,  <. 

y  (1  _  X)*  =  il  (1  —  x),  selon  que  x      U 

\/(r+~x)*r^  +  (I  4-a:),  selon  (pie  .T      —I; 
d'où 


pour  J-  >  4 , 

'^x' 

;r<1,>- 

-<, 

.V  =  2, 

./<-  1. 

.'/  =  — 

T 

Kn  conséquence,  le  lien  de  léqualiitu  (0)  est  formé 
{fî(j.  93)  de  deux  arcs  MN,  M'N"  <riiy|)('rboles  é(piilat5res,  et 
d'une  portion  dr  li^;ne  droite  MM'.  |iiiiallMr  à  l'axe  des  .r. 
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Dans  ce  cas,  les  solutions  de  continuité  que  la  lonction  y 
éprouve  pour  x  =  \,x= —  1 ,  ne  sont  que  du  second  ordre  : 
sa  dérivée 

sin  y. (cos  X—  x)      , 


(■I  — SiPcosaH-aj^j^- 
éprouve,  pour  les  mômes  valeurs  de  x,  des  solutions  de  con- 
tinuité de  premier  ordre,  en  passant  brusquement  de  la  va- 
leur —  2  à  la  valeur  0,  et  de  celle-ci  à  la  valeur  2. 

Fonctions  eulériennes. 

416.  Dans  la  catégorie  des  fonctions  qui  nous  occupent 
rentrent  notamment  deux  espèces  remarquables  de  trans- 
cendantes auxquelles  Legendre  a  imposé  le  nom  âUntégrales 
eulériennes,  en  mémoire  du  grand  géomètre  qui  en  a  étudié 
le  premier  les  propriétés,  et  dont  les  immenses  travaux  ont 
donné  tant  d'extension  à  toutes  les  branches  de  l'analyse. 
Les  transcendantes  eulériennes  de  première  espèce  sont 
données  par  l'intégrale 

''{l_,.)a;-i,v-id..,  f«^ 


/' 


qui  devient 


quand  on  pose 


Z'-H3 


0  +/3n'' 


1  +  /3- 

et  nous  les  désignerons  par  le  symbole  [x\y).  Les  transcen- 
dantes eulériennes  de  seconde  espèce  sont  données  par 
l'intégrale 


/■(■-y 


d: 
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(jui  se  Iransformc  en 


lorsqu'on  lait 


f:e-h'-'d?. 


log  -  =  ,S; 


et  nous  les  désignerons,  d'après  Legendre,  par  le  symbole 
Tx.  Il  convient  de  considérer  en  premier  lieu  les  transcen- 
dantes ealériennes  de  seconde  espèce,  qui  sont  les  plus 
simples,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable. 
417.  I.,' intégration  par  parties  donne 

d'où 

t/  0  '  "^    0 

[x  étant  supposé  positif),  ou  bien 

Y  {x  ■\-  \)=^xvx;  (a) 

formule  qui  exprime  la  ])ropriélé  caractéristi(pie  de  la  fonc- 
tion Tx,  en  vertu  de  laquelle  cette  fonction  sera  connue 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  si  l'on  a  une  table  de 
ses  valeurs  entre  les  limites  a;  =  0,  a:  =  1  ;  ou  plus  généra- 
lement entre  les  limites  x^=i,  x=zi-\'\,  i  désignant  un 
nombre  entier  et  positif  quelconque.  Legendre  et  Gauss 
ont  en  effet  calculé,  pour  Tusage  des  géomètres,  d'après  des 
formules  d'approximation  qui  ne  peuvent  c^trc  détaillées  ici, 
des  tables  de  la  fonction  Tx. 
On  a 


'^'Hl 


.-3 


(?-'Vr^  =  i;  (a.) 


et  de  la  comparaison  de  cette  formule  avec  la  précédente 
on  conclut 
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rï  =  1.2.3. ..(i  —  1), 
i  désignant  un  nombre  positif  entier. 
Les  produits  de  facteurs  équidifférents 

x{x+h){x  +  ^h)  {x  +  3//)..., 

ont  reçu  les  noms  de  factorielles  et  de  facultés  numériques, 
à  cause  de  leur  analogie  avec  les  puissances.  Par  un  chan- 
gement de  variables  on  les  ramène  très  aisément  à  dépendre 
des  factorielles  plus  simples 

1.2.3. ..2, 
qui  ont  un  rôle  si  important  dans  la  théorie  des  combinai- 
sons et  des  chances.  La  fonction  continue  Tx  se  confond 
avec  unefactorielle  de  cette  forme,  toutes  les  fois  que  x  passe 
par  une  valeur  positive  entière  ;  et  en  conséquence  la  table 
des  valeurs  de  la  fonction  Tx  peut  être  considérée  comme 
une  table  d'interpolation  entre  les  factorielles  [21]. 

Les  équations  (a),  (a,)  donnent  r(0)  =  00  :  ainsi  la  courbe 
y=iTx  a,  pour  asymptote  l'axe  des  y.  A  partir  de  x  =  0, 
la  fonction  Tx  va  en  décroissant  jusqu'à  une  certaine  A^aleur 
de  X  que  l'on  trouve  égale  à  1,46163...;  elle  croît  ensuite 
jusqu'à  a;  =  2  ;  d'où  il  résulte  clairement  à  cause  de  Téqua- 
tion  (ft),  que,  pour  les  valeurs  supérieures  de  x,  elle  doit 
croître  indéfiniment  et  rapidement  avec  cette  variable. 

Pour  les  valeurs  négatives  de  x,  la  fonction 


=  /' V^f -Vs  (S) 


TX 


n'a  plus  de  valeurs  assignables,  et  l'équation  (à)  n'est  plus 
applicable. 

418.  Changeons  dans  l'équation  (|3J  (3  en  ma  :  il  viendra 


/: 


TX 


Écrivons  dans  cette  dernière  formule  x  -j-  y  au  lieu  de  x, 


170  LIVRE    V.    CllAPirUL    XI. 

1  _^  |3  au  lieu  de  m  :  nous  aurons 

/•'',-(1+3)a,.t4-y-1^:.,^'-(^+y) 

Miilliplions  les  d(.'ux  mcnibros  par  (Sî'-^rfjS,  et  intégrons  par 
rapport  à  |3  entre  les  limites  0,  oc  :  il  en  résultera 

/■"/"e-^'+?)V+î'-\5!'-^rf56a=i(j^4-î/)/"*-^—  .  (6) 

Or.  on  a  par  la  formule  (b) 


en  sorte  que  le  [)remier  membre  de  Téquation  (^6)  devient, 
après  qu'on  a  effectué  l'intégration  par  rapport  à  |3, 

i        0     ^  *        0 

Donr  l'équation  (/i)  donne 

ra;.  rw  =  1X0-4- v).  /     '—\  (7) 

et  si  l'on  pose  0-4-^  =  1.  Ton  aura 

ou  bien,  en  cbane:ean1  ?/  en  .t.  et  en  remarquant  que  r(1) 
se  réduit  à  l'unité, 

ra;.r(1— .T^  =  / , 

■  J«   /+.^ 

ou  enfin,  d'après  une  foiiuule  donnée  par  Eu  1er, 

r.r .  v{\  —  a-)  =-7—^ —  .  (c) 

SUl   rTj* 

Par  cette  dernière  l'ormulc  on  calculera  la  table  des  valeurs 
de  la  fonctirm  Yx  (mtre  les  limites  .r=^0,  .r  =  Y,  quand  on 
aura  la  table  des  valeiu-s  de  la  même  fonction  entre  les 
limites  .t  =  7,  .t  =  i . 
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Pour  a;:=|,  la  formule  (c)  donne 

[r(^)]''  =  7r,    ou   r(i)  =  v/^;  (c.) 


mais  on  a 


ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  (a) 
du  n"  403. 

419.  D'après  la  définition  de  la  fonction  eulérienne  de 
première  espèce,  Féquation  (7)  peut  s'écrire 

Cette  formule  fondamentale,  due  à  Euler,  et  dont  nous 
venons  de  reproduire  la  démonstration  donnée  par  Pois- 
son, ramène  au  calcul  de  la  fonction  Tx,  celui  de  la  table 
à  double  entrée  [116]  qui  donnerait  les  valeurs  de  la 
fonction  (a; |î/),  pour  les  valeurs  positives  des  variables  x,]f. 

On  en  conclut 

{x\y)  =  {y\x)  ; 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  directement  de  ce  que  l'intégrale 
(a)  ne  change  pas  de  valeur  par  le  changement  de  a  en 
1— a. 
On  en  conclut  encore 

{x  +  z\y).T{x  +  J  +  z)  =  r(aj  +  z).  Ty, 
{x\z).  T{x  +  z)  =  ra; .  tz, 

z  désignant  une  variable  positive,  aussi  bien  que  xeiy;  et 
de  là  on  tire 

,  rx.Ty.Tz 

ou  bien,  en  raison  de  ce  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  est  une  fonction  symétrique  des  variables 

T.   II.  12 
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De  la  combinaison  des  fonnules  (c)  et  (d),  il  résulte 

sin  rx 
Faisons  dans  l'intégrale  («)?/=  a;,  a  =  ^(1  -j-w)  ;  nous 
aurons 


{x\ 


et  si  l'on  remplace  maintenant  o  par  yZ.,  il  viendra 

(^1^)  =   ÏZT/        *'-=■'       ""'=■  =  iS^  •  l,-'  2    • 
2      yo 

En  vertu  des  équations  (d)  et  (c,),  cette  dernière  formule 
est  identique  avec  la  suivante 

On  en  conclut,  pour  un  nombre  entier  i, 

\      2)        2'  2'"\l.2.3...(t-1)        2' 

d'où  , 

2         /      n 
1.8.5...(2i-1)  =  j-^r  (^»4,^j- 

420.  On  a  identiquement 

ou 

l'intégrale  double  du  second  membre  s'étendant  îi  toutes  les 
valeurs  j)0sitives  des  variables  l,  n  q\\\  vérilient  l'inégalité 

ç+r<4.  (8) 

Mais  rinlé,i:rale  simple  ^\\n  liiiure  au  premier  m('nd)re  de 


FONCTIONS  EULÉRIENNES.  170 

l'équation  n'est  autre  chose  que  la  fonction  (a|  /3  4.  l  )  :  donc, 
en  vertu  de  la  formule  d'Euler,  et  sous  la  condition  exprimée 
par  l'inégalité  (8), 

Posons 

-CD'  ^=(D' 

il  viendra,  en  conséquence  de  cette  formule, 

/ 1^        y        dxdy  =z — L 

OU  bien 

//-."-•  /-'  dx,/v  =  t£  .     /^      ^^/  ;  (e) 

\         p       qj 

la  double  intégration  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  x,  y  qui  satisfont  à  l'inégalité 


(D'  +  (I)' 


<  1. 


Les  constantes  a,  |3,  a,  b,  p^q  sont  supposées  positives. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  et  aussi  pour  prendre  le  cas  sus- 
ceptible de  l'application  la  plus  fréquente,  on  fait  ;?  =  ^  =  2  ; 
on  aura,  en  étendant  la  double  intégration  à  la  totalité  de 
l'aire  limitée  sur  le  plan  xij  par  l'ellipse 

a'  ^  b'       ' 
et  en  quadruplant  pour  cette  raison  la  valeur  du  second 
membre  de  l'équation  (e), 

TC-).r(t) 
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Cette  formule  reproiluit  rexpression  connue  de  l'aire  de 

l'ellipse,  lorsqu'on  prend  a  :=  (3=  \. 

42 1 .  Soit  maintenant  un  nombre  n  de  variables  a\ij,z,  etc. , 
et  désignons  iiar^""  une  intégrale  nniltiple  d'ordre  »j  :  ad- 
mettons que  l'intégration  nndtiple  s'étende  à  toutes  les  va- 
leurs positives  de  x,y,z.  etc.,  qui  satisfont  à  l'inégalité 


on  aura 


G)'-*-(f)'-^(D'+-<^^ 

^  ' X       y       -        . . .  ax  dy  dz. . . 

„«.v...  '-©-©-G)- 


/ 


pqr. 

'   p       q 


0  +  -+-+-+--') 

\         p       Q       r  J 


(/■) 


Cette  formule  bien  remarquable,  dans  laquelle  l'équation  (f) 
rentre  comme  cas  particulier,  a  été  donnée  par  M.  Diricblet  ; 
et  l'artifice  ingénieux  de  calcul,  qui  lui  sert  à  l'établir,  a 
l'avantage  de  s'apiiliquer  à  beaucoup  d'autres  intégrales  (')  ; 
cependant,  nous  préférerons  le  tour  de  démonstration  sui- 
vant, employé  par  M.  Liou ville. 

D'abord,  au  moyen  d'un  cbangement  de  variables,  tel  que 
celui  (lui  a  été  pratiqué  dans  le  n"  précédent,  on  remplace 
1.1  formule  (/')  qu'il  s'agit  de  démontrer,  par  la  formule  plus 
simple 

l'intégration  multiple  devant  s'<'l(ii<lre  à  lnules  les  \aleurs 
positives  des  nouvelles  \,iii,iltles  ^,  r/,  ;',  etc..  indpn'sà  vé- 
rifier l'iiiéi^alilé 

«  +  '-.+  ?  +  ^Ic-  <4. 

\^)  Voyez  le  Juurnalde  tnathriiKiliiiuts  de  M.  I.i(iii\illi'.  I.  i\  .  \<    ICS  et  23j 
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Substituons  pour  un  moment  à  cette  dernière  condition  la 
condition  plus  générale  exprimée  par  l'inégalité 

?+»!  +  ?  +  etc.  <  e, 

6  désignant  une  quantité  positive  quelconque  ;  et  posons  en 
premier  lieu 

il  s'agira  d'obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  V. 
Soit 

|=p,      *j  =  /*(1 — v)  : 

les  limites  de  l'intégration,  relativement  aux  nouvelles  va- 
riables [j.,  V,  seront  respectivement  0,  0;  0,  1,  et  il  vien-- 

dra  [364] 

Posons  maintenant 
on  pourra  écrire 

Mais  l'intégrale  double 

«/     0  J    O 

a  pour  valeur,  d'après  ce  qui  précède, 

donc 

Enfin  l'on  a,  toujours  d'après  le  calcul  précédent,  en  remel- 


Vy..VS.r-/ 
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tant  pour  ■n^  sa  valeur,  et  en  désignant  par  u^  une  nouvelle 
variable. 

par  consé(pi('ut 

Si  l'on  fait  présentement  0  =  1,  on  tombe  sur  la  formule  (9), 
restreinte  au  cas  de  trois  variables  ;  et  comme  l'analyse  dont 
on  a  fait  usage  s'étend  visiblement,  par  un  calcul  de  proche 
en  proche,  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  il  en  ré- 
sulte que  la  formule  (9),  et  par  suite  la  formule  {f),  se  trou- 
vent étabUes  dans  toute  leur  générahté. 

422.  Remplaçons  dans  la  formule  (6),  x — 1  par  ?i  et  a 
par  X  :  elle  deviendra 

/     x"e~"'^(fx  = — — ,  (ô) 

ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  11  entier  positif. 

/.""    n-m.T^          1.2.3...» 
/       X  €         dx=z , 

amsi  qu'on  pourrait  le  dédun-e  de  l'équation  (a)  du  n"  313.. 
en  y  changeant  a  eu  —  m 


'CHAPITRE  XII. 

DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    EN    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES. 
—  THÉORÈME   DE   FOURIER. 


423.  Désignons  par  tj  une  fonction  périodique  de  x,  de  la 

forme 

y=Ai  sina;-|-A2Sin2x  + A3sin3a:  +  .  ..4-A„sin«x  :      {]) 

chaque  coefficient  A;  étant  indépendant  de  x.  Représentons 
par  fx  une  autre  fonction  de  x  qui  peut  être  mathématique 
ou  empirique,  continue  ou  sujette  à  des  solutions  de  conti- 
nuité d'un  ordre  quelconque  :  on  demande  de  déterminer  les 
n  coefficients  Ai,  de  telle  sorte  qu'on  ait  y  =  fx  pour  les  n 
valeurs  particulières  équidifTérentes 

TT  2rr  3;:  Un 

comprises  entre  x  =  0,  x  =  7:.  En  d'autres  termes,  il  faut 
[21]  que  la  courbe  représentée  par  l'écp-iation  (1)  ait  avec 
la  courbe  y  =  fx,  n  points  communs,  correspondant  aux 
abscisses  (2). 

Appelons  î/i,  j/î,  y^,  •••{/,  les  ordonnées  de  ces  points 
communs  :  on  aura  pour  déterminer  les  coefficients  A.  les  n 
équations 

y^—A^<iUl -  +  A2sm — r-r  +  ■  ■  •  +  A„sin 


n+1                 n  +  \  n  +  1 

</2=A,sni [-Aasm -i-. . .  + A„sni 


n-f'l    '      ■-       n  +  1  n-hl      )        (3) 


llr:  2/177  .  7l' 

»/,.=:  A 1  sHi f-  A,  sin (-•••  +  A„  sm 


/t  +  'l  «+1  ft+1 
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Si  (tn   les  ajoute,  i\\nvs  k'S  avoir  iniilli|)li«5es  resjjective- 
meiil  par 

ir:  2l7T  ni- 

2sin— — -;     2sin — — -,...2sin — — -,  (4) 

rineonniie  Ai'  aura  pour  multiplicateur 

I-  i'-n  lin  2l'-n 

2  sm •  sin f-  2  sin •  sm [- . . . 

7i  -f  ^  7i  -f-  ^  w  +  1  n  -+- 1 

nh  ni'-K 

. . .  +  2  Sin •  sin 


(S) 


w  +  1  n  -{•  \' 

c'est-à-dire  la  clifrérence  des  deux  sommes 

(î'  —  /)-  2  (t'  —  0  77  n  (  i'  —  i)  n 

\  +  COS  î^ f-  +  COS  -^ /-  4-  .  .  .  +  COS  -i =:  S,, 

n-|-1  n-j-1  n-f< 

l  +  cos^-^  +  oos  ;/     -I-...+  COS    ^    1/    =S,, 

Soit,  plus  généralemeut, 

COS  u  -f  COS  (m  -f-  u)  4-  COS  (m  -f  2y) . . .  -f  COS  (m  -}-  ny)  =  S  : 

on  trouve,  par  un  calcul  dont  nous  omettons  les  détails, 

—  COS  (m — y) -j- COS  M -h  COS  (u-j-nv) —  cos[u+  (n  4-  4)v] 
~  2(1  —COS  y)  ' 

et  pour  11  =  0, 

1  r         COS ny — cos(n-\~  \)v~\ 

2  L  1  —  COS  y  J 
Si  l'on  fait  iiiaintoiiani 

on  aura 

cos(« -t- 1)y  =±  <,    cosny  =  ±:  cosy, 

selon  (pie  (i' q:  i)7:  sera  un  miiitij)le  i)air  ou  impair  de  r.  : 
ainsi,  dans  l'im  et  dans  raiitrc  (  as  il  viendra 

cos«y:=  cosy.cos(?i  -f  1)r,     S  —  J  (♦  — cos(>?  -f  *)^i» 
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et  par  suite 

Si=|[1-cos(e'-07r],    S2=:U1— cos(i'+ 0+^1-      (S') 

Tant  que  l'indice  i'est  différent  de  i,  les  nombres  i'  —  i, 
i'  -{-  i  sont  pairs  ou  impairs  en  même  temps;  on  a 
S,  —  Sa  =0  ;  de  sorte  qu'à  l'exception  de  A.,  tous  les  coef- 
lîcents  A  disparaissent  de  la  somme  des  équations  (3), 
multipliées  respectivement  par  les  facteui^s  (4). 

Pour  i'  =  i,  on  a,  en  vertu  de  la  seconde  équation  (S'), 
S.J  =  0,  la  première  équation  (S')  devient  illusoire  parce 
tju'on  ne  peut  pas  supposer  l'angle  v  nul  dans  la  valeur  de 
S  d'où  cette  équation  a  été  déduite  :  mais,  dans  ce  cas,  la 
première  écpiation  (S)  donne  directement  Sj  =  7i  -|~  1  • 

En  conséquence  de  toutes  ces  remarques  on  a  pour  déter- 
miner la  valeur  du  coefficient  A,.  Féquation 

2     /      .       îTT  .      2i7r      .         .        .     nÎK  \ 

n  +  l  \  n  +  ^  n-\-i  «+1/ 

et  pour  résoudre  la  question  proposée  il  suffit  d'attribuer 
successivement  à  i  les  valeurs  1,  2,  3,..,  n. 

424.  Plus  le  nombre  n  est  grand,  plus  la  courbe  définie 
par  Féquation  (1)  a  de  points  communs  avec  la  courbe 
y  =  fx,  dans  l'intervalle  des  abscisses  x  =  0 ,  x  =  -n. 
Donc  à  la  limite  [n  =  ce)  les  deux  com'bes  coïncident  pom' 
tous  les  points  compris  entre  ceux  qui  ont  pour  abscisses 
les  valeurs  précitées.  Or,  à  cette  limite ,  la  somme  qui> 
exprime  la  valeur  de  A.  se  change  en  une  intégrale  définie  ; 
et  si  l'on  fait 


n  -f  i  w  -f- 1 

il  vient 

2    /«t 


TT  1  '  o 
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et  par  conséquent 


o 


f:r=  ~  ■  1    i;i/i  ix  J     sin  iif^di,  (a) 

le  signe  i  indiquant  que  l'on  attribue  successivement  à  i 
toutes  les  valeurs  entières  positives,  depuis  l'unité  inclusi- 
vement jusqu'à  l'infini ,  et  tpi'on  prend  la  somme  de  tous 
les  termes  ainsi  obtenus. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  la  for- 
mule (a),  appartient  à  Lai^range  :  elle  se  rattache  à  la  théo- 
rie de  l'interpolation,  comme  celle  dont  nous  avons  fait 
usage  [98]  pour  établir  la  série  de  Taylor,  et  par  suite  celle 
de  IMaclaurin  :  et  il  convenait  d'arriver  j)ar  une  même  mé- 
thode à  ces  formules  capitales  pour  le  dévelopi^ement  des 
fonctions  en  séries  ;  mais  il  reste  encore  à  prouver  que  la 
série  exprimée  par  le  second  membre  de  l'équation  (a)  est 
toujours  convergente,  quelle  que  soit  la  fonction  f^  sujette 
ou  non  à  des  solutions  de  continuité .  pourvu  seulement 
qu'elle  ne  devienne  pas  infinie  entre  les  limites  x  =  0, 
x  =  t:.Li\  méthode  que  nous  suivrons  pour  établir  en  toute 
rigueur,  et  sans  restrictions  inutiles,  cette  proposition  essen- 
tielle, nous  fournira  en  môme  temps  une  nouvelle  démons- 
tration ,  et  mém(3 ,  à  certains  égards ,  une  démonstration 
plus  directe  de  la  formule  (a). 

425.  Cherchons  la  hmite  vers  laquelle  converge  Tinlé- 
LH-ale 

«v  sin  iw 


r 

■  '   Il 


r/w. 


sni  u, 


quand  mu  j)nii(l  |MMir  /  un  uouii)io  puMlif  de  jilus  eu 
plus  triaud.  A  cet  rll.l  .  iviii|>l;irnns  /  par-,  £  désignant 
un  noudjrc  positif  qui  innMTLT  iiidéliiiiiiH'nf  vers  zéro,  rt 
pobons-=:  0  :  il  vicikIim 
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V 

-: d(^=z  I .  siri  Crf5.  U) 

(A   sm  u  t/  (A  sm  eO  ^  ^ 

E 

Mais,    quand  on   traite  e  comme  un   nombre  infiniment 

petit,  le  facteur-: — -  s'évanouit,  à  moins  crue  sineô  ne  soit 

^  smi5  ' 

en  même  temps  infiniment  petit,  auquel  cas 

£      _1 

sin  lO       <i' 

donc ,  à  la  limite ,   on  peut  remplacer  l'intégrale  proposée 
par 

V 

sin  9 


y^'  e  Sin  9 


de. 


Or  on  a  [408] 

/"^oo  sinâ  \  /  <»  sin  0 

9  2  /-ao      9 


(*  . 
sin  9  ,        /•'isms  /^isme 

—  do. 
9 


y-»  e  sin  9   ,         /»'ism9  ,        /^Ê 
d'j  _  /     db  —  l 
o         e                 .,/  0         9  t/  !A 


Maintenant,  si  ^u.  et  v  sont  des  nomPjres  positifs ,  et  si  e  est 
un  nombre  très-petit,  les  deux  intégrales  du  premier  mem- 
bre de  l'équation  précédente  sont  l'une  et  l'autre  à  très-peu 
près  égales  à  \tz  :  donc  leur  différence ,  ou  l'intégrale  pro- 
posée {lù)^  est  à  très-peu  près  nulle,  et  à  la  limite  (i  =:  oo  ) 
elle  s'évanouit  rigoureusement. 

Par  la  même  raison  ,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  fx  ==  0  , 
V  conservant  d'ailleurs  une  valeur  positive  quelconque , 
(w)  prendrait,  à  la  limite,  la  valeur  \  %\  enfin  ,  si  y-  dési- 
gnait un  nombre  négatif  et  v  un  nombre  positif,  l'intégrale 
(cu)  convergerait  vers  la  limite  tt. 

En  conséquence  ,  et  comme  on  suppose  cpie  la  fonction 
/"reste  finie  entre  les  limites  de  l'intégration,  il  arrive  que, 
pour  des  valeurs  positives  de  iy  de  plus  en  plus  grandes, 
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oorrespoiulanl  à  des  valeurs  positives  de  e ,  de  plus  eu  plus 
IKitiles,  la  liuiite  vers  lacjuellc  converge  l'intégrale 


y'v        sin  iw  ,          /'ë  ^,       siii  0  , 
f^ .  _ d^=  I    f[tfj) . d<,  (Q) 


est  zéro  si  les  nombres  [i.^  v  sont  de  mûmes  sigaies  et  ditlé- 
rents  de  zéro.  Elle  devient  \  7:/"(0)  si  le  nombre  p-  est  zéro  ; 
et  enfin  elle  prend  la  valeur  -/'(O)  quand  les  nombres  fx,  v 
sont  affectés  de  signes  contraires. 

Dans  cette  dernière  liyi)otlièse,  si  la  fonction  /"w  con- 
vergeait vers  des  limites  distinctes  /',(0),  /ô(0)  selon  que  o> 
convergerait  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  négatives 
ou  positives  ;  ou,  en  d'autres  termes,  si  la  fonction  /w  passait 
brusquement  de  la  valeur  /',(0)  à  la  valeur  /ô(0),  la  limite 
7r/'(w)  se  trouverait  remplacée  par  \  -n  [/',(0)  +  /i(^)l- 

Après  avoir  ainsi  déterminé,  dans  tous  les  cas,  la  valeur 
limite  de  l'intégrale  (ii),  nous  passerons  au  théorème  en 
vue  duquel  nous  avons  cherché  cette  limite,  en  suivant, 
pour  cette  dernière  partie  de  la  démonstration,  une  marche 
inchquée  j)ar  M.  Dirichlet  ('). 

i2G.  La  fonction 

s.  =  -    sin  xj     f-  sin  Idl  +  siu  2a:  f   fl  sin  '-lïdl  + . . . 

...•\-smixf  fl  sin  it,d^   , 

ou  la  somme  des  i  premiers  termes  de  la  série  (a),  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

1   .  - 

-  /     I  -d^  [Ssinxsiii;  4-  "i^in  i.tMii  i|-f . .  .-|-  ^sin  <.fs.in<Çl 

1  -f  cos(x— 0  -f  cos2(a,-— 4)  +...+  cosi(x-— Çji 
[1  +  t:os{a;-j-0-i-cos2(a-  +  0  "*"•••-+- cos/(./-f-4)J 


-^lj<- 


')  Joui  nul  'Ir  iimthrmnliijutx  i\v  M.  Ocllr.  itirii.  h,  p.  l'ii'- 
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-D'après  les  formules  du  n"  423,  on  a 

1  ■+■  COS  (j?  ± Ç)  +  cos 2  (a:  zt:  Ç)  -+- .  .  .-H cos  i{x dz ç) 


1  r    COS  i{x  ±  ?)  —  COS  {i  -+■  ])  {x  zh  ç)- 
1 


2  L  'I  —  COS  (:r  ±:  I) 

2  1  sini{a;±?)  J' 

on  sorte  que  la  somme  S.  devient 

It:' o  smH-3?  — I)        '      2:7-' o       '      sinl  (x  +  ç-)        '■ 

Faisons  dans  la  première  intégrale  x  —  ?  =  2o),  et  dans  la 
seconde  x  -^'i=  2w,  d'où 


sin(22  4-1)w 


sin  0) 

2 

1    r'iT ..^           ,    sm(2e+4)w 
/         f^''^  —  ^)  ' df.u 

2 

Nous  admettons  que  x  tombe  entre  0  et  t.,  d'où  il  suit  que 
les  deux  limites  de  la  seconde  intégrale  sont  positives ,  et 
que  la  limite  inférieure  de  la  première  est  négative.  Dès 
lors ,  en  vertu  du  lemme  qui  fait  l'objet  du  numéro  précé- 
dent, la  seconde  intégrale  est  nulle  pour  i  =  oo  .  D'ailleurs, 
quand  on  fait  w  =  0  dans  la  fonction  f{x  —  2w),  elle  se 
réduit  à  fx  :  donc  la  limite  vers  laquelle  converge  la  pre- 
mière intégrale  esi-.-nfx.  Donc  le  second  membre  de  l'é- 
quation (a)  est  une  série  convergente  qui  a  pour  somme  fx, 
sous  la  seule  condition  que  la  variable  x  reste  comprise 
entre  0  et  r,  et  que  la  fonction  fx  ne  devienne  point  infinie 
dans  cet  intervalle. 

Si  la  fonction  passait  brusquement,  pour  la  valeur  a, 
d'une  valeur  finie  ?i  une  autre,  la  valeur  do  la  série  (a) 
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serait  la  il.*mi-soinnie  des  deux  valeurs  que  prend  alors 
la  fonction /"fa 8]. 

Il  faut  encore  assigner  les  valeurs  de  S.  pour  les  va- 
leurs extrêmes  de  x,  savoir  0  et  tt.  Or,  on  a,  pour  x^=0, 


d'.). 


,  =1  /-V(-2„).^'"'^'+"'-i.-i  />-V(2,„).!!^(?itl>r 

'  '      -  y    Tt'  ^  sin  w  -J  o  sin  «o 

et  pour  j-  =  TT , 

1    .-ï  sia(2i-H)<»  ,      <    r--.^       .  sin(2t-H)<. 

cJo      ^  Sin-.-  r./   H  '  SlDw 

1   ^i  sin(2<+1)M         <    r-  sin(-2f+1K^ 

quantités  identiquement  nulles,  quel  que  soit  i. 

427.  Le  second  membre  de  l'équation  (a)  est  une  fonc- 
tion périodique  de  x.  tandis  que  rien  n'assujettit  fx  à  être 
une  fonction  périodicjue.  En  conséquence,  lorsque  fx  ne 
s'évanouit  pas  pour  .r  =  0  et  x  =  r,  la  courbe  qui  a  pour 
ordonnée 


2  /"^       . 

y=-l.smix/     s'mi^.fçd^, 

n-  i/o 


(5) 


est  formée  d'arcs  disjoints  ,  alternativement  reportés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  des  x  [fig.  94).  Pour  les  abscisses 
des  points  de  disjonction  ,  l'équation  (5)  ne  donne  ni  l'une 
ni  l'autre  des  deux  ordonnées  OM^.  OM,  égales  et  de 
signes  contraires,  mais  la  demi-somme  de  ces  ordonnées, 
c'est-à-dire  0. 

428.  Exemples.  \''  fx  =  \  x  : 

\x=^  siii  ./•  —  j  sin  2j:  -f  î  sin  3x  —  \  sin  4x  -|-  etc. ,        (6) 

formule  iléjà    trouvée  [113].  Comme  la  fonction  -  x  est 

iriipain'  aiis>i  liicii  (|iir  sin  î.r,  l'équation  (6)  subsiste,  non- 


DÉVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES    TIUGONOMÉTRiyUES.  191 

seulement  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  z, 
mais  encore  pour  celles  comprises  entre  —  tt  et  0. 
2°  fx  =r  cos  ^  : 


cos^ 


=  7r(j-f-)sm2x+(^-  +  g^sin4^+(^g  +  -jsin6jc  +  etc. 


3°  Supposons  enfm  que  fx  soit  égale  à  x  entre  les  limites 
0, 1  TT,  et  à  TT — x  entre  les  limites  ^  tt,  tt;  de  manière  à  re- 
présenter l'ordonnée  d'un  triangle  isocèle,  ayant  pour  base 
::  et  pour  hauteur  ^  rr  :  on  aura 

■K 

I    sin ii .  fcd:  =z  I  ''  sin  il .\dl-\-  j     sin i{ .{r.  —  l)dl_, 

et  la  formule  (5)  donnera 

4  /  \  \     .  \     .  \ 

j/  =  -  (  smj? — — ■  sin  ^x  -\ — ^  sm  Xix  —  —  sui  Ix  +  etc.  ), 

429.  Si  l'on  savait  à  priori  qu'une  fonction  fx  peut 
être  exprimée ,  entre  les  limites  0,  -k,  par  une  série  con- 
vergente de  la  forme  I.  A.  sin  ix,  il  suffirait  d'un  calcul 
bien  simple  pour  déterminer  les  coefficients  A,.  En  effet ,  de 
l'équation  hypothétique 

fx=  Ai  sin.r  -f  A 2  sin  2^-  +  ...  +  A.-  sin  ix  -\-  etc., 
on  tire 

smi^.f^d^  =  Al  sint;  sin|</;  -f  A,  sint?  sin 2|c?$  -»-.,. 

...  +  Ai  sin*  içd^  +  etc.  ;  (7) 

et  puisque  cette  équation  subsiste,  par  hypothèse,  quelque 
valeur  que  prenne  ^  entre  les  limites  0^,  tt,  on  a,  en  intégrant 
entre  ces  mêmes  hmites, 

Sin  i^ .  f^d^  =  A , y    sin  ii  sin  cd;  -\- AJ    sin  ïi  sin  2çrf;  + . . . 
.  •  ■  +  A./     sin'  t;rfç  -|-  etc. 
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|)'iiii  aiilrc  I  nlr 

/sini?  sin/V;  =  ^/cos(«  —  e')|rfç—  i/cos(e  +  i')|rfç 

sin(î  —  r);        sin(/4-  f)^ 

= ; f-  const. 

2  (/_?')  2(2" +  î') 

expression  que  rend  nulle  le  clioix  des  limites  0,  r,  tant  que 
les  nombres  entiers  i,  i'  diffèrent  l'un  de  Tautre.  Pour  i  =  i\ 
il  vient  [402] 

sin'f|rfç=--. 

En  conséquence ,  le  second  membre  de  rét[iiation  (7)  se 
réduit  au  terme  affecté  de  A„  et  l'on  en  tire 

A;  =  -  /     smiE.fçd; , 

ainsi  que  nous  l'avons  trouvé  par  un  calcul  plus  compliqué. 
Mais,  selon  la  juste  remarque  de  Poisson,  la  méthode 
donnée  en  dernier  lieu  repose  sur  une  hypothèse  qui  a 
besoin  d'être  démontrée ,  et  qui  consiste  à  admettre  qu'une 
fonction  quelconque  peut  se  développer  en  série  conver- 
içente ,  dont  les  termes  procèdent  suivant  les  sinus  des  mul- 
tiples entiers  de  la  variable. 

430.  Nous  pouvons  maintenant ,  par  un  changement 
de  variables,  modifier  la  formule  (a),  de  manière  que  la 
formule  transformée  subsiste  pour  les  valeurs  de  la  va- 
riable   comprises    entre    des  limites    quelconques,     an- 

très  que  0  et  r.  Ainsi,  en  rrni|ila(;anl  x  par  jur  —  et  ^ 
par  — .  nous  aurons 

\  a  /        a  a  J  0  a         V  "  / 

Mais  rien  iw  s'oppose  à  ce  qu'on  suj»prime  les  accents 
(les   variahles  x' ,    ;';    et   puistpie   la    carai  léristirjur  /'  dé- 
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signe  une  fonction  absoliunent  arbitraire,  il  est  permis 
d'écrire /îr  au  lieu  de./[  — 1  :  en  conséquence^  il  vient 

/"a;  =  -  2  .  sm  —  /    sm—  .  fU^-  Œ) 

et  cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  0  et  a, 

Si  nous  y  remplaçons  a  par  2/,  x  par  ,x'H-/,  |  par  ^'+/, 
elle  deviendra 

fix'  +  l)=-i.  sin-^^j  _^  sin  Ji-p./(^'  +  /)rf.', 

ou  plus  simplement ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  expliqué, 

/.-_=-..  sm  -^^J  _^  sm  -1^.  f,dl  :  (c) 

cette  dernière  formule  subsistant  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  — /,+/• 
On  peut  mettre  l'équation  [b)  sous  la  forme 

2         TT     .      ÎTrX    /•«  zV? 

fx=-i.-sin  —  /    sin —î/Vrfl; 
■K      a  a-J  a  a 

admettons  maintenant  que  a  devienne  infiniment  grand , 
et  posons 

a  '      a 

la  limite  vers  laquelle  converge  la  série ,  pour  des  valeurs 
de  a  de  plus  en  plus  grandes,  est 


2     /*    °^        /*    «5 

fx=  -  \        I       sin ax sin «ç .  f^d^dx ; 
rj  o    J  o 


[d) 


de  sorte  que  la  valeur  de  fx ,  entre  les  limites  0,  oo  ,  se 
trouve  exprimée  par  une  intégrale  définie  double.   Cette 
expression  toutefois  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  où 
par  suite  de  la  nature  de  la  fonction  f,  l'intégrale  doid)le 
T.  II.  i3 
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dont  les  liiniles  suituriciiros  si»iil  iiiliuies,    ne  conserverail 
pas  une  valeur  Ihiie  el  ilétenniuée  [324]. 

Prenons  fx=  -  '■  la  fonction  /'  devient  inlinie  à  la  li- 
mile  X  =  0;  cependant  ou  tire  de  la  lormide  ((/) 

-  =  -  /       /        Sin    X'  dtdj.zz:  I       sinoxc/a. 

'f3i.  En  opérant  de  la  même  manière  (jue  nous  l'avons 
fait  dans  les  n*"  qui  précèdent ,  on  démontrerait  qu'une 
fuuclion  quelconcpie^  assujettie  scîulement  à  ne  pas  devenir 
inrmie  entre  les  limites  0,  n  de  la  variable  .r ,  peut  se  dé- 
velopper entre  ces  limites  par  une  série  convergente ,  pro- 
cédant suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x  ;  et  l'on 
établirait  la  formule 

fx  =  Ao  +  Al  cos  X  -\- k-i  cos  2 j:  -[-...  -f  A,  cos ix  -\-  etc. , 
dont  les  coelficients  sont  donnés  par  les  écpiations 

1  /^  2  ['"''■ 

Ao=-/    fidl,     Xi  —   J      cos  i;.  f.id=\ 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

fx=.-  I     fEd^  +  -.V.  cos  txj     cos  i^.fçdz.  [e) 

l^a  valeur  du  second  membre  de  celte;  équalion,  qui  est 
une  fonction  paire  et  périodique  de  a;,  est  représentée  par 
l'ordonnée  d'une  ligne  symélriijue  relativement  à  l'axe 
des  ;y  {fig.  95),  et  sans  points  de  rn[»ture  correspondant  aux 
abscisses  a:  =  0 ,  .x  =  7:;  en  sorte  <pie  la  IVtrniiile  subsiste 
?i  ces  limites,  sans  modification. 

De  ccttf  Innmilc  «lU  lire  la  suiN.inIc 

f  ./•  =  -J    nde  +  -  1  cos  —  f  COS  —  •  fid^,  (/•) 

(jui  subsiste  entre  les  limites  0,  (f,  ef  à  ces  limites  mêmes. 
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Puis,   en  supposant   infinie  la  limite   supérieure  a,    on 
obtient 

f0C=:-/       J       COS  «J?  COS  aÇ .  fidt,d y. .  [g) 


En  suivant  la  même  analogie,  on  trouve  encore 

formule  qui  subsiste  entre  les  limites  —/,  -f  /,  et  même  à 
ces  limites. 

432.  Pour  donner  quelcpies  applications  de  ces  dernières 
formules,  prenons  successivement 

fx=:\x,     fx^=%mx,     fxz=i\T:: 

on  aura,  par  l'équation  (e),  entre  les  limites  0,  t:, 

1         4         2r  1  1  T 

2^=4^  —  ;[cosa;  +  —  cos  3x  +  ^cos  5a;  +  etc.  L    (8) 

2         4  fcos  %x        cos  4x         cos  6x  t 

1 7c  =  cos  a-  —  ^  cos  3a;  +  \  cos  5a:  —  \  cos  7a;  +  etc.  (1 0) 
Il  suffit  de  faire  .t  =  0  ou  a;  =  ;:  dans  chacune  de  ces 
dernières  formules ,  pour  avoir  autant  de  développements 
curieux  du  nombre  transcendant  t:,  et  ces  développements 
peuvent  être  variés  à  l'infini. 

Multiplions  par  dx  les  deux  membres  de  la  dernière 
équation  obtenue,  intégrons  entre  les  limites  0,  x^  et  divi- 
sons par  1 7r  :  il  viendra 

1         2,  .  1    .  1     .  \ 

-0:=  -  [sin a;  —  —  sin 3a;  +  —  sm  5a;  —  —  sin7a;+  etc].  (H) 

La  série  (6)  étant  convergente ,  celle-ci  l'est  à /br/ion^ 
et  ce  rapprochement  des  deux  formules  montre  qu'une 
même  fonction  peut  avoir  plusieurs  développements  con- 
vergents, procédant  suivant  les  sinus  des  arcs  multiples  : 
ce  qui  distingue  essentiellement  les  séries  dont  il  s'agit 


^9t)  I.IMU     \.    —    (lIAIMlIti;    MI. 

«l.ins  ce  chapitre,  <lrs  développements  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable .  (pii  ne  peuvent  (Mre  ((pt'n's  que 
d'une  seule  manière,  par  la  formule  de  Maclaurin.  11  résulte 
aussi  de  celte  remarque  que  le  procédé  du  n"  429  ne  donne 
pas  tous  les  développements  que  la  fonction  est  susceptible 
de  recevoir  en  séries  procédant  suivant  les  sinus  ou  les 
cosinus  des  arcs  iiuiltiples. 

433.  Si  l'on  ajoute  membre  à  mendjre  les  équations  (a) 
et  ((•),  et  qu'on  prenne  la  moitié  de  la  sonunc  il  viendra 

fi——J  " /cf/H— i[sin  ixj     sin  i^.f^dE  +  cos  ixj     cos  i? .  fidE] 

=  —  T  /•>(/?+  -  ^-.  r  cos  /{x-  0-  A^Ç.  (») 

Le  lieu  géométrique  de  l'équation 

y=  —  I     fld'.  +  -  ^--  /     cos  i{x  -  Ç) .  fldl 

est  formé  (fuj.  96)  :  T  d'un  système  d'arcs  disjoints... 
M  N  .MN,iM"N",...  2"  des  portions  de  l'axe  des  abscisses, 
(•ttmi>rises  entre  les  ordonnées  des  points  où  ces  arcs  s'in- 
terrompent. On  en  conclut  cpie  la  formule  (/)  ne  subsiste 
aux  limites  0  et  ;:  (pie  si  l'on  a  0  =  /'(O)  =  /"(t:).  Dans  le 
cas  contraire,  la  série  donne  '-  /'(O)  pour  x  =  0  et  '  /■(-) 
jioiir  X  =  r.. 

Va\  c(iiiil)iii;iiil  de  1.1  luriiic  manière  U's  lnnnul('s(A)  et  (/'), 
((/)et((/),  (f)el(//),  oiilnmve 

"in  o  "       o  o 

(x—      I        I        ZOix(x—l).fldlda, 

T.   '   y>     ^'  0 
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434.  Toutes  ces  formules  sont  encore  susceptibles  de 
nombreuses  tranformations  ;  nous  nous  bornerons  à  en 
indiquer  une. 

Soit  fx  une  fonction  qui  a  pour  valeur  c^x ,  de  zéro  h  a, 
et  pour  valeur  ^x,  de  zéro  à  —  a  :  d'après  la  fornmle  {k), 
là  fonction 

-  /   f^d^  +  -i./  cos-^ — -.^m 

m'^  0  a    y  0  a 

se  réduira  à  (j,x  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  a> 
et  à  zéro  pour  les  valeurs  de  £c  comprises  entre  0  et  —  a. 
Pareillement  la  fonction 

—  —  /       -ifld^ 2.  /        cos Md'i 

=  — /      ^m+-i.    I       cos— .^^dç 

2a-/  —a  a      J  —a  a 

se  réduira  à  '^'x  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0 
et  —  a,  et  à  zéro  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0 
et  a.  Donc  la  fonction 

^\f%^di  +  f  m-A 

-f  -  V     /    eos  — ^.  ??rfÇ+  /      cos  — ^ -.  ^dc, 

rt     L    o  a  '  — o  a  J 

se  réduit  à  ^x  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  a 

et  0,   et  à  (j-a;  pour  celles  qui  tombent  entre  0  et  a;  ce  qui 

revient  à  dire  que  la  formule 

fx  =  --f     fid.lJ^-i.J    cos-î^ ^.A^?  ('") 

2a  ^  —a  a    "^  —a  a 

subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  a  et  +  a.  On  pourrait  changer  a  en  /,  et  l'on  aurait  une 
formule  distincte  de  l'équation  (^),  quoique  toutes  deux 
subsistent  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  mêmes 
limites. 
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435.  Par  un  procédé  semblable  à  celui  du  n"  i30,  ou 
tire  de  l'équation  (m),  en  y  supposant  «  =  c»  , 

A  =  -/'^'/'^    <^osy{x  —  l).f}idkdx\  {n) 

77-'    0       -'   00 

et  celle  dernière  fornuile  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  x,  puisque  l'inléi^Tation  relative  à  l  s'ellectue 
entre  les  limites  —  oo  ,  +  oo  .  On  l'appelle  la  formule  de 
Foiir'ier,  du  nom  du  géomètre  célèbre  qui  en  a  enrichi 
l'analyse.  La  démonstration  de  cette  formule  résidte  de 
ce  f[ui  précède;  mais,  à  cause  de  son  importance,  nous 
en  donnerons  mie  autre  démonstration  plus  simple  et  plus 
directe,  due  à  Deflers,  de  son  vivant  maître  de  conférences 
à  l'École  normale. 
Soit 

j  00  oc 

y  —  -f     f       Ç.OSyix-^).lld^dx- 

et  effectuons  d'abord  l'intégration  relative  à  a  entre  les 
limites  0,  a,  sauf  à  faire  a  ==:  oo  après  la  seconde  intégra- 
tion :  il  viendra 

\    Aoo    sina(.r  — g)  \    ,«    siu:      /         c\ 

?/  =  -  /      ^'  Arfç  =  -  /     — .  A  <-•  —  -  yz, 

T^  '   —  00  X Ç  Tty    _oo        Z  \  0/ 

en  posant iz=zx . 

Or,  (|uand  on  fait  a  =  oo  ,  on  a 

excepté  pour  1rs  valeurs  de  i  <|ui  sont  elles-iiUMUes  iiiliuics. 

valeurs   au.\(|U('lles   on  peut  se  dispi'user  d'avoir  égard, 

sin  z 
parce  (|ue  le  facteur  ' — ^reiul    infiuinienl   jtelilc  la  piM'Iiou 

correspundaulc  de  I  lutt'-iale  :  ou  a  dniu    smiplnii.'iil 
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1           «o   sinz 
yz=:-  fx  I        dz-=.fx. 

Quand  la  fonction  /"  est  telle  que  l'intégration  relative  à 
la  variable  I,  indicp.iée  dans  la  formule  (n),  puisse  s'effec- 
tuer, cette  formule  détermine  les  valeurs  d'intégrales  défi- 
nies simples,  comme  celles  qui  ont  fait  l'objet  des  deux 
derniers  chapitres.  Supposons,  par  exemple,  que  fx  doive 
se  réduire  à  c~',  entre  les  limites  0,  oo  :  on  a  [408] 

J      cos  ol.e-Ul  —  ' ; 

0  1     +   Cf/ 

et  en  conséquence  la  formule  (n)  donne ,  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x, 

2   /'^  cos  axdx 
g-*  =  -  I       

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (j)  du  n"  41 1 . 

436.  Toutes  les  formules  données  dans  ce  chapitre  peu- 
vent se  généraliser  et  s'étendre  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ainsi ,  en  écrivant  f(oc.y)  au  lieu 
de  fx,  on  tire  de  la  formule  de  Fourier 

f{x,y)=-  I     /       cos a(x  —  ?) . / {^,y)d^du, 

TT-'  0  — OC 

et  par  la  même  raison 

f{^,y)  =  -r    f      ms['{y-y,).fiB,v)dr4^ 

|3,  n  désignant  deux  nouvelles  variables  auxiliaires  :  donc 

f{x,y)--r   f   f      f    cosy{x-^).cos^{y-n).f{^,r>)d-^drxhdp, 

formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des 
variables  a?,?/.  Si  les  limites  d'intégration,  relatives  aux 
variables  ^,  y),  sont  données  par  le  contour  d'une  courbe 
tracée  dans  le  plan  xy.  l'intégrale  quadruple  se  réduira 
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à  f(x,  y)  pour  les  points  (|ui  tombent  clans  l'inturieur  tic  ki 
courbe,  et  à  zéro  ]>our  les  points  extérieurs.  De  même  l'in- 
tégrale sextuiili! 

I  ya       yi        y: 

—  f     1      j       /y^C(JS«(^-0-COS;:(y— r,).COSv(:  — Ç)./^S>;,')rf:^''.rfÇrf3rrfS£//, 

pour  laquelle  les  limites  des  intégrations  relatives  aux 
variables  ^,  y;,  C  sont  les  mômes  que  celles  du  volume  d'un 
corps  donné,  se  réduira  à  f{x,y.z)  pour  tous  les  points 
situés  dans  l'intérieur  du  corps ,  et  à  zéro  pour  tous  les 
points  extérieurs. 


LIVRE     SIXIEME. 

INTÉGRATION 


DKS  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  UNE  SEULE  VARIABLE 
INDÉPENDANTE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE    l'intégration    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    A    DEUX 
VARIABLES    ET    DU    PREMIER    ORDRE. 

437.  On  peut  envisager  sous  deux  aspects  le  problème  de 
l'intégration  des  équations  différentielles  entre  deux  varia- 
bles. Au  premier  point  de  vue,  il  s'agit  de  trouver,  entre  la 
variable  indépendante  et  la  fonction ,  une  équation  qui  sa- 
tisfasse de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation  différen- 
tielle proposée,  au  moyen  des  valeurs  qu'on  en  déduit  pour 
les  coefficients  différentiels  des  divers  orcbes.  En  d'autres 
termes ,  il  s'agit  de  trouver  l'équation  la  plus  générale  des 
courbes  qui  jouissent  en  tous  leurs  points  de  la  propriété 
exprimée  par  l'équation  différentielle. 

Au  second  point  de  vue ,  le  problème  de  l'intégration 
consiste  à  déterminer  la  série  des  valeurs  numériques  par 
lesquelles  doit  passer  une  fonction  en  partant  d'une  valeur 
numérique  assignée  ,  quand  la  loi  des  variations  infinitési- 
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niales  de  la  lonclion  est  exprimée  par  une  équaliim  dilléren- 
ticUe  donnée.  Nous  verrons  qu'il  se  présente  des  cas  où  le 
problème  de  l'intégration  des  équations  difFérentielles  ne  se 
résout  pas  de  la  mc^mo  manière,  selon  ({u'on  l'envisage  sous 
Tun  ou  sous  l'autre  de  ces  aspects. 

On  a  indiqué  [liv.  111,  chap.  V]  les  liaisons  qui  subsistent 
entre  ime  équation  diiïérentielle  d'un  ordre  quelconque,  et 
les  intégi'ales  ou  les  équations  primitives  des  divers  ordres 
dont  on  peut  concevoir  que  la  proposée  dérive ,  par  la 
dillérentiation  immédiate  ou  par  la  diilérentiation  combinée 
avec  l'élimination  des  constantes.  En  nous  appuyant  au 
besoin  sur  les  principes  posés  dans  le  chapitre  cité ,  nous 
commencerons  par  examiner  les  cas  principaux  où  l'on  peut 
retrouver  l'intégrale  de  laquelle  dérive  une  équation  diiïé- 
rentielle proposée.  Nous  étudierons  ensuite,  au  second 
point  de  vue,  la  théorie  des  équations  différentielles. 

§  I".  Séparation  des  variables. 

438.  La  forme  générale  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  à  deux  variables  est 

Si  cette  équalion  est  algébrique  et  du  premier  degré  par 
rapport  à  ?/',  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

'^(a:,/y)rfx  +  t/,(x,.yy //  =  0 .  (2) 

L'équation  (2)  s'intègre  toujours,  un  du  nmius  l'intégration 
est  ramenée  à  de  sim[»les  (piadralures ,  lorscpie  les  variables 
y  sont  si'jKirrcs.  c'esl-à-dii'e  l(irs(|ue  relie  é(|ualioii  est  mise 
sous  la  l'orme 

/xil.i  ■\-  Uiihi   -  (I. 
L'intégrale  L'én/'r.ile  csl  .dors 

/  fxdx  4-  /  Uffi/  =  C. 
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C  désignant  une  constante  arbitraire,  ou 


/fxdx  +    I      hjdy  =:  0, 


en  passant  aux  intégrales  définies,  et  en  représentant  par  //, 
la  valeur  de  ij  qui  correspond  à  l'abscisse  x„. 
Soit  proposée;,  par  exemple,  l'équation 

ydx  —  xdy  =  0  :  (ft) 

on  la  mettra  sous  la  forme 

dy      dx 

y      X 

et  les  variables  se  trouvant  séparées ,  on  aura  en  intégrant 

log  y  —  log  a;  =  C ,  d'où  l'on  tire  y  =  cx,  en  désignant 

par  c  le  nombre  dont  le  logarithme  est  C. 

La  séparation  des  variables  s'opère  immédiatement,  toutes 

les  fois  que  l'équation  (1)  se  présente  sous  la  forme 

dy 
y'  =  fx .  fw,    d'où    -^  =  fxdx. 

439.  D'autres  fois  la  séparation  ne  s'opère  qu'au  moyen 
d'une  transformation  ou  d'un  changement  de  variables.  Si, 
par  exemple,  les  fonctions  ^,  <]>  qui  entrent  dans  l'équation 
(2)  sont  homogènes  et  du  même  degré  [122]  par  rapport  aux 
variables  a;,  y,  on  posera  ijz=xt,  d'où 

f{x,y)  =z  x'%    K^,y)  =  x"ît, 
n  désignant  la  somme  des  exposants  de  ^  et  de  y  dans 
chaque   terme   de  l'écfuation   proposée.   En  conséquence 
cette  équation,  après  la  suppression  du  facteur  x%  de- 
viendra 

ft.dx  +  ft.  (xdt  +  fdx)  =  0, 
d'où 

dx        it .  dt 

"^  "^  ft-[-tU  "^  ^' 
équation  où  les  variables  sont  séparées. 
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C'est  ainsi  (jiic  l'équation 


jcd;!  —  //</.i  =i\/ X*  ^  y* . dx 

devient 

d  V  dt 

=  0; 


d'où,  en  intourant  par  logarithmes  et  v\\  rc[»assanl  cnsuilr 
des  logai'ithines  aux  nombres , 
X  X- 


=  —//-+- V  ^^+j 


X-  — 'icij —  t*  rz  0. 

En  effet,  lorsqu'on  différentie  cette  dernière  équation  et 
qu'on  élimine  c  entre  l'étfuafion  primitive  et  sa  ditrérenticlle 
immédiate  [102],  on  retombe  sur  l'équation  iliilérentielle 
proposée. 

Il  arrive  en  certains  cas  que  l'on  peut,  par  un  changement 
de  variables  ou  de  coordonnées ,  rentU-e  homogène  une 
équation  qui  ne  l'est  pas.  L'exemple  le  plus  simple  de  cette 
transformation  nous  est  Iburni  par  l'équation 

{ax  +  0>/  +  c)dx  +  {a'x  +  b' ij  +  c')d>j  =  0. 

Si  l'on  pose  x  =  ^  -}-  oc,  y  =  -n  -\-  ^  (ce  qui  revient  à  déplacer 
l'origine  des  coordonnées  x,  y,  sans  changer  la  direction 
des  axes),  et  si  l'on  dispose  des  constimtes  arbitraires  a,  /3, 
de  manière  à  satisfaire  aux  équations  de  condition 

ax+b^  +  c  =  0,     a'a  +  f>'S  +  c'  =z  0, 
l'équation  proposée  deviendra 

(''Ç  +  tjri)dl  4   (rt'Ç  +  b'r)dn  =  0, 

et  sera  rendue  homogène.  La  transformation  jirécédente  ne 
sérail  jilus  passible,  si  l'on  avait  «// — /'r/'=(),  ce  ipii  ren- 
(li.iil  iiilinirs  1rs  valeurs  de  a,  /3.  Mais  dans  cecaslVlimina- 
lidii  lie  h'  uK'l  l"('(|nati(iu  proposée  sous  la  forme 
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a' 

(ax  4-  by)  [dx  -f-  —  dy)  +  cdx  -f-  c'dy  =z  0  ; 

•et  si  l'on  pose  ax  -\-  bij  =  t ,  on  obtient  une  équation  en 
t,  dl,  dx,  oîi  les  variables  se  séparent  sans  dilTiculté,  comme 
dans  toutes  celles  où  l'une  des  variables  n'entre  cjue  par  sa 
différentielle. 

§  '2.  Équation  linéaire  du  premier  ordre. 

440.  Une  transformation  très  simple  opère  aussi  la  sépa- 
ration des  variables  dans  l'équation 

y'  +  yfx  =  f^.  (3) 

que  l'on  nomme  équation  linéaire  du  premier  ordre,  parce 
qu'elle  ne  contient  ni  les  puissances  ;,  ni  les  produits  de  la 
fonction  y  et  de  sa  dérivée  y' .  Soit 

y  =  ot,    dy  =  odt  -f  tdô, 

0  et  t  désignant  deux  fonctions  auxiliaires  et  inconnues  de 
X  :  la  proposée  deviendra 

odt  +  m  +  ot.  fxdx  —  îxdx. 

On  peut  disposer  des  fonctions  indéterminées  f  et  0,  de 
manière  à  décomposer  cette  équation  dans  les  deux  sui- 
vantes 

l'At  =z  îxdx,     dO  +  0.  fxdx  =  0 . 

La  seconde  se  prête  à  la  séparation  des  variables  et  donne 

Après  qu'on  a  substitué  cette  valeur  dans  la  première,  il 
vient 

dt  =  îxdx./^''\    t=Jïxdx/f'''  +  ^^ 


d'où 


y^[fïxdx./^'''  +  C].e-^^'^\ 
Exemples.   \° 

y'  -^y=  —  x: 


iOO  LivitK  \i.  —  r.iiM'iiiu:  i, 

il  vit'iil 

ffxdx  —  x,    fïxdx.c   =z—fex(lx  =  (i — x)e    +C; 

i/  =  i  —X  ^Ce 
<2o 

(111  ;i  ?/'  +  ^  =  — -^'^  ■ 

f  t'xiix  nr  .r,    fîxdx  .e    — —  e   [x    —  ix    +  G(x  —  1  )1  +  C, 

;/  r=  —  [  /  —  3.t^  +  6(ar— 1  )]  +  Ct  ~'' .  (  *  ) 

V 

3»  V  +  -  =  —  X  : 

dans  ce  cas  les  exponentielles  disparaissent,  puisqu'on  a 

I  fxdx=  I  —  —  logo:,     V  '^     z=e  "^*z=x, 
J  J  ^  J 

d'où  l'on  lire  sans  dillirulli' 

X         à 

Ou  inlt\::i("  de  iiirini'  l'équation 

y       //-+-?/    /■''=ïx; 

car,   pour  la  ranR'iU'r  à  la  loruiL'  de  ré([iialioii  (^.'{),   il  siillii 
de  poser  //"=  u. 

Kiilin.  si  la  |»roposée  était 

y'  +  yfv  =  y"  îx,  (^) 

on    la    ramènerait    encore    à    la    j'oi-ine    Ç.\),    en    [tosaiit 

if  ':=-.!.  ('(|iialioii  (a)  est  coiiiHU'  smis  le  iinin  d  npialum 

lie  llcninuHi. 

\\\  .  LnisqiMiii  iiileLirc  iiiir  éipialion  di lièrent ielle  en 
connnencani  | mi- séparer  les  variables,  riiiléi;rale  |tenl  se 
jirésciiter  .>ons   nue   l'orme  mal  à  |ir(t|ios  tdni|tli(jnée  :   elle 
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peut  allcclcr  une  forme  transcendante  ,  quoique  F  équation 
proposée  comporte  une  intégrale  algébrique.  C'est  ce  qu'on 
a  vu  [438]  sur  l'équation  très  simple  ydx — xrfî/=0,  dont 
l'intégration  ,  par  la  séparation  des  variables  ,  amène  le 
signe  transcendant  log,  qu'on  peut  ensuite  faire  disparaître, 
en  se  prévalant  des  propriétés  de  la  fonction  logarithmique. 
Prenons  encore  pour  exemple  l'éqiiation 

\/T^.dx-\-\/T^::r^'dy  =  0  :  (Q) 

si  l'on  sépare  les  variables  elle  deviendra 
dx  dy 


et  préparée  ainsi  elle  conduira  à  l'intégrale  de  forme  trans- 
cendante 

arc  sin  x  +  arc  sin  y  —  k,  (7) 

où  k  désigne  la  constante  arbitraire.  Mais,  en  intégrant  par 
parties  chaque  terme  de  l'équation  (6),  et  en  désignant 
par  p.  une  autre  constante  arbitraire,  on  aura 

^ /'•  xydy         r  xydx 

J  Ki-y^      J  V^-^' 
Les  deux  termes  de  cette  équation  qui  sont  affectés  du  signe/ 
peuvent  se  grouper  en  un  seul 

dx 


i''\-vk 


+ 


pourvu  que  l'on  regarde  y  comme  une  fonction  implicite 
de  oj,  déterminée  par  l'équation  (6).  Or,  en  vertu  de  cette 
même  équation  (6),  le  facteur  qui  multiplie  xi^  sous  le 
signe  /  est  constamment  nul  :  donc  la  proposée  a  pour  in- 
tégrale algébrique 

x[/~^ -j-yy-'PI^z^lJLj  (8) 

ou,  par  l'évanouissement  des  signes  radicaux, 


^08  iivm:  vi.  —  chaimtiu:  i. 

La  \aii'ur  Ar  la  ronslantc  p  dans  rtMjiialion  (8)  est  celle 
de  la  variable  y  quand  x  est  nul  ;  si  l'on  fait  à  la  fois  x=0, 
//==  a  dans  l'équation  (7),  elle  deviendra 

arc  sin  v.  _=  /r, 
f  0  qui  ramène  cette  équation  à  la  forme 

arc  sin  x  +  arc  sin  y  =  arc  sin  u.  ('j) 

Il  faut  que  les  deux  équations  (8)  et  (9),  qui  sont  l'une 
et  l'autre  des  intégrales  complètes  de  la  proposée,  la  pre- 
mière sous  forme  algébrique,  la  seconde  sous  forme  trans- 
cendante, rentrent  Tune  dans  l'autre;  et  en  effet,  l'identité 
de  ces  deux  équations  résulte  de  la  formule 

sin  a  cos  If  -t  sin  h  cosa  =  sin  (a  -i-  b). 
Si  cette  relation  n'étiut  pas  donnée  par  la  trigonométrie 
élémentaire,  elle  résulterait  du  rapprochement  des  formules 
(8)  et  (9)  ;  et  l'on  constaterait  ainsi  une  propriété  fonda- 
mentale de  la  fonction  transcendante  arc  sin  x ,  ou  de  l'in- 
tégrale définie 


f. 


V  1  --r» 

*  C'est  en  procédant  d'une  manière  absolument  semblable 
<iue  M.  Despeyrous  a  établi  très  simplement ,  dans  les 
Mcmoircs  de  V Académie  de  Dijon  jiour  1849,  les  fornniles 
pour  l'adcblion  des  fonctions  ellipticpies,  déjà  démontrées 
au  chapitre  IV  du  livre  précédent.  Considérons  en  eifet 
ré(juation 

——————  +  -'  =  0, 

laipiclic  a(liu«;t  riuIrLiralt'  de  iunuc  lianscendante 

(•Il  V  ilési^i^iic  la  caractéristi(pic  de  la  fonction  cllipliipn'  de 
j»remière  espèce,   ç»  et  if  k's  arcs  (jiii  (uil   r(  siicclivciiuiit 
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pour  sinus  .r  ot  y.  Si  l'on  mot  cette  même  équation  sous 
la  forme 

\/{.\-\f)f\-cHf).dx  I  \/(t— i-j(i-cVi.fi?/y  _ 


V/1— cVy'  V^l  — c'rY 

(le  choix  du  dénominateur  commun  tenant  à  des  considé- 
rations qui  seront  indiquées  dans  le  paragraphe  qui  va 
suivre),  chacjue  terme  pourra  s'intégrer  par  parties  comme 
dans  le  cas  précédent;  et  ce  qui  restera  sous  le  signe/s'an- 
nulant  en  vertu  de  l'équation  différentielle  elle-même,  on 
obtiendra  l'intégrale  algébrique 

On  ferait  le  même  raisonnement  que  tout  à  l'heure  pour 
prouver  que  la  constante  fjt  de  l'intégrale  algébrique  et  la 
constante  k  de  l'intégrale  transcendante  sont  liées  par  la 
relation 

Dès  lors,  il  n'y  a  plus  qu'à  revenir  à  la  notation  de  Jacobi , 
pour  tirer,  de  l'intégrale  algébrique  que  l'on  vient  d'écrire, 
la  formule  [a')  du  n"  331 . 

§  3.  Du  facteur  propre  à  rendre  réqualion  iulégrable. 

442.  Quand  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est 
une  différentielle  exacte  d.v:{x,y),  on  trouve  cette  fonc- 
tion ::  par  le  calcul  indiqué  [394],  et  l'intégrale  se  présente 
sous  la  forme  v:[x,y)  =  c,  c  désignant  une  constante  arbi- 
traire. Réciproquement ,  après  qu'on  aura  obtenu ,  par  un 
moyen  quelconque,  l'intégrale  de  l'équation  (2),  concevons 
qu'on  la  mette  sous  la  forme  -  [x,  ?/)=-  c,  en  résolvant  l'é- 
quation obtenue  par  rapport  à  la  constante  arbitraire  que 
l'intégration  a  introduite  :  la  différentiation  donnera 

T.   II.  H 
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lin     ,  (jln    . 

—  dx^—  d,j  =  0, 
(Ix  dij 

»'(|iiation  dont  le  i)rL'miL'r  munibrc  est  iiL-cessairemcnt  iinu 
ilillért'iUii'llc  exacte,  et  qui  doit  suLsister  en  mèiiie  tenais 
que  l'équalion  (2).  On  aura  donc 

dx  di/ 

^{x.t/)       ^(x,i/) 

y.  drsiiinant  en  général  une  fonction  de  x  et  de  y.  Par  consé- 
quent, si  l'on  multiplie  le  premier  membre  de  l'équation  (2) 
par  le  tacleur  fx,  ce  premier  membre  deviendi-a  identique 
avec  la  diirérentielle  totale  d~y  et  satisfera  à  la  condiliou 
d'inté,L;ral)ililé. 

Ainsi  le  premier  membre  de  l'éciuation  {a)  ne  satisfait  pas 
à  la  condition  d'intégrabilité;  mais  comme  on  a  trouvé  [438] 
jKjur  l'intégrale  de  cette  équation 

y  ,,  -     idn-ydx 

-  =  c,     d  ou =  0, 

on  voit  ({ue  le  facteur—  est  celui  qui    rend  le  premier 

membre  de  la  proposée  une  dilTérentielle  exacte. 
De  même  l'intégrale  de  l'équation 

(.'/  -f  \/iM^*)  dx-  —  xdy  =  0 
j  mu  vaut  [430]  être  mise  sous  la  forme 


—  j/  4-  V l'+j/'  =  c,  <i  ou    ,-  — =  0, 

l'  j-'  +  .v' 

il  en  résulte  «pu;  1<;  facteur  par  liwpu'l  il  laut  iiiulliplier  la 
proposée  jioiu'  en  rendre  h.' premier  membre  luie  dilléren- 
(ielle  exacte,  est 

.r  .7  — \/«'+?. 


V*'+y'-(y"t-\/*'+î/'^ 


'    iX'i*  I  y' 
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4i3.-  Il  est  à  remarquer  que,  quand  on  connail  une 
valeur  du  facteur  ^,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'au- 
tres :  car,  puisque 

y[f{x,y)dx  +  ^{x,y)dy]  =  d~, 
on  a 

liî{7^)[f{x,y)dx  +  Hx,y)dy]  =  {{^)dn,  (10) 

f  (t:)  désignant  une  fonction  quelconque  de  la  quantité  - 
dont  on  connaît  la  composition  en  ^,  y .  Or  l'expression  f  (7:)r/r 
est  essentiellement  une  différentielle  exacte,  et  la  déter- 
mination de  la  fonction  dont  elle  dérive  résulte  d'une 
simple  cpiadrature  :  donc  le  premier  membre  de  l'équation 
(10)  est  aussi  une  différentielle  exacte.  En  d'autres  termes, 
le  facteur  a  f  (u),  oîi  les  fonctions  y.,  tt  sont  connues,  et  où 
la  fonction  f  peut  être  particularisée  d'une  infinité  de  ma- 
nières, jouit  comme  le  facteur  ^  de  la  propriété  de  rendre 
le  premier  membre  de  l'équation  (2)  une  différentielle 
exacte. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  (a),  et  supposons  sim- 
plement f  (k)  =7:.  On  a  dans  ce  cas 

^  =  ^^    """?    d'oùpfH=i^. 

Ce  dernier  facteur  rendra  donc  le  premier  membre  de 
l'écpiation  proposée  une  différentielle  exacte;  et  en  effet 
l'on  a 

y  ,    ,           ,  ,      x^ydi/  —  y-xdx       i        fi/^\ 
-^  {xdy  —  ydx)=z-^LJ.—i =  -d.   h^  ] . 

444.  Pour  déterminer  à  p'ion  le  facteur  [x,  il  faudrait 
satisfaire  à  l'équation 

d.y-?ix,y)  _d.ij.^(x,ij) 

dy  dx       ' 

ou 

d[t.  d^K  (dv        rfi\ 
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mais  rinlt'giation  de  cette  équation  qui  est  aux  diilerences 
partielles  par  rapjioit  ii  la  fonction  p.  des  deux  variables 
x,y,  suppose  en  général,  comme  on  le  verra  par  la  suite, 
rintégration  préalable  de  l'équation  (2).  Ce  n'est  que  dans 
des  cas  très  jiarliculiers  que  l'on  peut  assigner  le  facteur  u 
et  par  suite  ramener  l'intégration  de  la  proposée  aux  qua- 
dratures. 

Si,  j)ar  exenqde,  le  facteur  y.  ne  devait  renfermer  cpie  la 
variable  x.  l'éijuation  précédente  se  réduirait  à 


1    (liJL  _  1   /(h      dp\ 
y.    dx       l  \dy      dx}* 


rt  en  vertu  del'bypotlièse,  il  faudrait  que  le  second  membre 
de  cette  dernière  équation  se  réduisît  à  une  fonction  fx 
de  la  seule  variables.  On  aurait  donc  u.z=cff^dx^  D'ail- 
leurs on  ne  restreindra  pas  la  généralité  de  l'hypothèse  en 
posant  1  =  1,  puisqu'on  peut  toujours  admettre  que  l'é- 
quation (2)  a  été  divisée  par  le  coefficient  de  dxj;  et  dès 

lors ,  il  faudra  que  le  coefficient  -j  soit  indépendant  de  i/, 
ou  qu'on  ait 

^{^,y)  =  y  A'  -f-  f-r  ; 

c'est-à-dire  ({ue  ce  cas  est  celui  où  la  proposée  se  pré- 
sente sous  la  forme  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre. 

4i;i.  Quand  l'équation    (2)    est   homogène ,    elle    peut 
s'écrire 


•'f(^)dx  .  ./-fQ^v^o;  (m; 


et  l'on  a  vu  [430]  qu'elle  se  change  en 


i"],r  •" 


dx  \xl       ./ 

-U —  0,  (I o) 
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oqualion  où  les  variables  sont  séparées,  et  qui  est  par  con- 
séquent une  différentielle  exacte.  Le  facteur  par  lequel  il  a 
fallu  multiplier  (H)  pour  obtenir  (12)  est 

1  1 


-•K!) +!■'(! 


Xf{x,y)  -f-  y}{x,y) 
\x/  j 

La  condition  d'intégrabilité  appliquée  à  la  fonction 

^{x,y]dx-]r-p{x,y)dy 

(pii  doit  être  une  différentielle  exacte  quand  les  fonctions 
(f,  'I  sont  homogènes  et  du  même  degré,  donne 

d.'Ax^if)         d.z{x,y)  d4{x,y)         dMx,y) 

X  ; 4-  ?/  -^ x U  y  —      ^' 

dx      ^^       dy      _  dx      ^^       dif 


^i^,y)  Hx,y) 

Donc  chaque  membre  de  cette  dernière  équation  a  une  va- 
leur indépendante  de  la  forme  des  fonctions  9,  <^,  et  si  l'on 
l^rend^  {x,ij)  =  x\  il  vient,  conformément  au  théorème 
des  fonctions  homogènes  [122], 

d.'f(x,y)  d.'.(x,y) 

§  i.  Des  équations  supérieures  du  premier  ordre. 

446.  Si  l'équation  (1)  renferme  la  dérivée  y' élevée  au 
carré  ou  à  des  puissances  supérieures  ,  on  en  tirera  par  la 
résolution  algébrique  d'autres  équations 

./  —  ^i{^,y)  =  0,  tf  —  f,(x,t/)  =  0,  etc., 
en  nombre  égal  à  celui  qui  indique  le  degré  de  la  proposée 
par  rapport  k  y'.  On  les  intégrera  séparément,  si  c'est 
possible  :  et  chaque  intégrale,  complétée  par  une  constante 
arbitraire  ,  satisfera  à  la  proposée.  Le  produit  de  toutes  ces 
intégrales  satisfera  donc  de  la  manière  lapins  générale  à 
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réquation  dillLTcntiollo  proposée;  ou,  on  (Vautres  termes, 
ce  pro'luit  en  sera  linti'grale  générale.  On  pourrait  désigner 
les  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  chaque  facteur 
par  des  lettres  différentes;  mais  on  ne  restreindra  pas  la 
généralité  de  l'intégrale  en  désignant  toutes  ces  constantes 
arbitraires  par  la  même  lettre;  puisque,  si  l'on  attribue  à 
cette  lettre  unique  toutes  les  valeurs  numériques  possibles, 
on  obtiendra  évidemment  toutes  les  intégrales  particulières 
que  chaque  fadeur  de  l'intégrale  générale  est  susceptible 
de  fournir. 

Par  exem})le,  la  résolution  de  l'équation 

y''^  —  ax  =  0 

donne 

équations  qui  ont  pour  intégrales 

En  faisant  le  produit  on  a.  pour  l'intégrale  générale  de 
la  proposée, 

et  Ton  n'en  diminuera  pas  la  généralité  si  l'on  pose  Cj^=  c, 
ce  qui  donne  au  ])r(»duit  la  forme  rationnelle 

447.  Il  y  a  {possibilité  dans  certains  cas  d'éluder  la  réso- 
lution de  l'équation  proposée  par  rapport  h  y'.  Si,  i>ar  exem- 
l»le,  la  variable  y  n'y  entre  pas,  et  qu'elle  soit  r<'duclible  à 
la  forme  .T^=fji\  on  aura,  en  api)li(iuanl  à  la  fonction 
(Iy  =  y'(l.i  la  règle  de  TintégratidU  par  parties, 

f,  =  y'x  -  fxdtf  -f  C  =  ri'fu'  -  ffn'dn'  +  C. 

I.orsfjuc  la  (|iia(]ivitiirc  iii(li(|iir('  dans  le  dcrnuT  membre 
de,  cette  é(piation  pourra  s'elVecluer  algébricpiement  ,  il 
n'v   aura   plus   (pià    éliminer  //'  entre  celli'  é(|naliiiu  et  h 
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proposée  pour  obtenir  l'intégrale  complétée  par  la  con- 
stante arbitraire  C.  On  traiterait  d'une  manière  semblable 

réquation  y=fy',  après  avou'  posé  ij'  =  —  ,  c'est-à-dire 

X 

après  avoir  pris  y  pour  variable  indépendante. 

448.  Quand  la  proposée  sera  de  la  forme  y=zf{pi',^y')^  on 
en  tirera 

dx      dx'  dx 

Cette  dernière  équation  est  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  variables  x^y'  :  en  admettant  qu'elle  tombe  dans  la 
catégorie  de  celles  qu'on  sait  intégrer,  il  suffira  d'éliminer 
î/'  entre  l'intégrale  obtenue  et  la  proposée,  pour  avoir 
l'intégrale  même  de  la  proposée. 

Par  exemple,  si  celle-ci  est  de  la  forme 

y  =  x^j'  +  '^y\ 
on  aura 


dx'     dy'       tf—fij'     y'-'fy" 
et  par  suite  [440] 

On  doit  remarquer  en  particulier  l'équation 

y  =  xy'^-^y\  (l.'O 

d'oîj  l'on  tire  par  la  différentiation 

du' 
0=(f2^'  +  ^)-f.  (14) 

dx 

On  satisfait  à  l'équation  (14)  en  posant 

dy' 

-r-  =  0,     d'où     y'  =  c, 

dx  ^ 

et  la  substitution  de  cette  valeur  de  y'  dans  l'équation  (13) 
donne  pour  intégrale  générale 
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équation  duiiu  ligne  droite  qui  se  déplace  sur  le  plan  2  y 
quand  on  fait  varier  la  constante  arbitraire  c. 
On  satisfait  encore  à  l'équation  (14)  en  posant 

et  si  l'on  élimine  ij'  entre  les  équations  (13)  et  (16),  on  a 
une  équation  eu  .x,î/,  qui  satisfait  à  Féquation  (13),  mais 
qui  n'en  est  pas  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ne  contient 
pas  de  constante  arbitraire ,  et  qui  n'est  pas  non  plus  une 
intégrale  particulière,  puisfju'ou  tire  de  l'équalion  (IG)  une 
valeur  de  y'  en  x,  incompatible  avec  les  valeurs  y'=c. 
tirées  de  l'intégrale  générale.  Cette  écpaation  résultante  en 
a-,  y  est  donc  une  intégrale  singulière  de  la  proposée  [164]. 
Il  faut  remarquer  que  l'élimination  de  c  entre  l'équation 
(15)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c, 

•l'c  -f  X-  =  0, 
donne  la  même  équation  finale  en  ^, //,  que  Télimination 
de  y'  entre  les  équations  (13)  et  (16)  :  ce  qui  doit  être, 
puisque  l'intégrale  singulière  représente  [189]  la  courbe 
envelopjie  de  toutes  les  droites  qu'on  obtient  en  faisant 
varier  sans  discontinuité,  dans  réijuation  (15).  le  para- 
mètre c. 


CHAPITRE  II. 

DE  l'intégration  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DES  ORDRES 
SUPÉRIEURS,  ET  EN  PARTICULIER  DE  l'iNTÉG  RATION  DES 
ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRI'.S. 


§   1".  De  l'abaissement  (le  Tordre  des  équations  difTéreulielles. 

449.  On  ramène  toujours  aux  quadratures  Tintégration 
des  équations  différentielles  d'un  ordre  quelconque ,  de  la 
forme 

y+'iz^/'y^    ou  ^^/y-^;  (<) 


car  on  en  tire 
On  a  ensuite 

et  en  continuant  ainsi  on  obtient  la  valeur  de  1/  exprimée 
en  fonction  de  »/*"'  par  une  suite  de  quadratures.  Il  ne  s'agit 
plus  que  d'éliminer  1/"^  entre  la  dernière  équation  obtenue 
et  récpiation  (2),  pour  avoir  l'intégrale  de  l'équation  (I), 
complétée  par  11  +  1  constantes  arbitraires. 
Viw  exemple,  l'équation  du  second  ordre 
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duiiiio  cl  aljunl 

On  a  ensuite 

r     ifibi'  a 

J   (<  4-y   )i  V  1+y" 

et  en  éliminant  ij'  on  tombe  sur  Téquation  d'un  cercle 

ix-Cy-^-{;/-C,r  =  a\  (4) 

EUcctivemenl  r^jualion  proposée  exprime  [190]  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  ligne  plane  dont  x,  y  désii^ncnt  les 
coordonnées  courantes,  est  égal  à  la  constante  a. 

Lorsqu'on  poiura  résoudi^e  l'équation  (2)  par  rapport 
à  i/"'  et  en  tire  r 

i/''^  =  i{x,C), 
il  viendra 

^'-')=/-f(x,c)rfx-fC„ 

l/^-'-)  =/ dxf({x,C)dx  +  C.  a:  -f  C,  ; 

et  en  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  innnédiatemcnt ,  par 
une  suite  de  quadratures,  la  valeur  de  7/ en  x ,  renfermant 
n-\- 1  constantes  arbitraires. 

iVinsi,  de  l'équation  (.'î)  l'on  tirerait 
,  x-C 

y  ==^—zT 


y  „«_(x_(:)> 


r  {X  —  C.)(/.r  

y  =  :h  4C,  =q:v/a'-(x-C)'-|  C,, 

ce  (jiii  ((iiidiiit  encor(î  ?i  l'éjpiation  {\). 

'lilO.  On  raniriic  pareillement  aux  quadratures  Tintégra- 
li"ii  (Ir  Iniile  ('-([ualidii  (le  la  l'onue 

}!'"'''  =  f>j"\     ou    -j-:r=-lr  i 
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car  on  en  tire 


.,.,i;^'=/,M,y.,, 


et  en  intégrant 


2 
cVoîi 


iŒ-y-^^'^-'"-^"+''-' 


W/yrfy'+t^, 


"/i 


di/"^ 


C,.  (b) 


Il  vient  ensuite 

et  en  continuant  de  la  même  manière  on  obtient  la  valeur 
de  ij  en  fonction  de  y'"'  par  une  suite  de  quadratures.  Il  n'y 
a  plus  qu'à  éliminer  ?/'"'  entre  la  dernière  équation  obtenue 
et  l'équation  (5)  :  l'équation  résultante  est  l'intégrale  géné- 
rale que  l'on  cherche. 

Quand  l'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2/(»)  =  f(a.,G,CJ, 

on  obtient  immédiatement ,  comme  tout  à  l'heure,  par  des 
quadratures  successives,  la  valeur  de  y  en  x,  renfermant  le 
nombre  de  constantes  arbitraires  requis  pour  la  généralité 
de  l'intégrale. 
L'équation 

d'y 

que  l'on  rencontre  fréquemment  en  mécanique,  a  donc  pour 
intégrale  complète 

x=  I   —  ^--C,  : 
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onliiiaiivnicDt .  dans  (ctlc  formiik',  la  variable  x  dusi^nc 
It'  temps. 

•iol.  L'ordiv  (les  é(]uatioiis  (linércnlielles  ([ui  ne  con- 
tiennent qu'une  seule  des  variables  })rimitives,  s'abaisse 
au  moins  d'une  unité.  La  proposition  est  évidente  pour 
toutes  celles  (pii  ne  contiennenl  (|ue  la  variable  indépen- 
dante et  les  dérivées  de  la  ionctiun,  ou  qui  sont  de  la 
forme 

])uis(iue  cette  équation,  de  l'ordre  n  -\-y  par  raj)j)orl  aux 
variables  x,  y,  n'est  plus  que  de  l'ordre  v,  (|uand  on  prend 
l)0ur  variables  primitives  x,  y" . 

Si  la  fonction  y  entrait  dans  l'équation  "proposée  au  lieu 
de  la  variable  indépendante  x,  on  pourrait  changer  de  va- 
riable indépendante  [134  et  suiv.],  et  l'ordre  de  ré(juation 
transformée  s'altaisserait  au  moins  d'une  unité. 

Après  qu'on  aura  obtenu  l'intégrale  de  l'équation  (0),  en 
prenant  pour  variables  x,  î/  " ,  on  résoudra  l'équation  inté- 
grale par  rapport  à  x  ouà  t/^"'  ;  et  en  suivant  l'un  ou  raulrr 
des  procé(l(\s  déjà  indiqués,  on  déterminera,  moyennant 
une  suite  de  (piadratures,  la  valeur  de  y  en  .r,  avec  7i  +  > 
constantes  arbitraires. 

i.")2.  Lorsque  l'équation  à  intégrer  est  de  la  forme 

y'^fx,    ou    ~f-  =  fx, 

dx' 
on  a,  en  inlégiant  //  ibis  de  suite  par  rapi)ort  à.r,  et  en  écri- 
vant, pour  sin)j»lilii'r,y'"'  auliendc //;  /'''au  lieu  <lo /^/i 
et  ainsi  de  suite, 

.Mais,  au  mctycn  de  rinlt'gration  par  parties,   on  icnqilace, 
d.ius  If  dfrnirr  iiirndnv   de    rtwjiialion   pK'r.'dcnlt'.   l'inlé- 
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grale  multiple  par  une  suite  d'intégrales  simples.  En  eftet , 
Ton  a,  en  omettant  d'abord  les  constantes, 

J^^^'^fxdx'^  =fdxj^fxdx  =  xffxdx  —J'fx .  xdx, 
J^^^fxdx^  —fdxf^'^^fxdx''  =fxdxffxdx  —fdxffx  xdx, 
^f  xdx  ffxdx  =  {x'^^Cfxdx—  \J'fx.x'^dx, 
J'dxffx .  xdx  =  xj'fx .  xdx  —J'fx .  x-dx, 
d'où 

p^'fxdx^  =  —  {x\ffxdx  —  'ixffx.xdx  -f  /fx.x*dx). 

On  trouverait  de  même 

f^'^fxdx' 

=  -{x]ffxdx-':ix^ffx.xdx  -\-?,x  ffx.x^dx  —ffx.x'dx), 

d'oïl,  par  induction. 
^'"'^''^^"  =  \M-i.\{n-i)  [^""/^^^^^  -^  x"-^ffx.xdx 

1.2  '^  '^  J 

ou  symboliquement 

^     /'^^'^   -1.2  3...(n-1)' 
en  convenant  qu'après  le  développement  on  fera  passer  les 
puissances  de  Ç  sous  le  signe /J  et  qu'on  remplacera  ensuite 
^  par  X. 

On  démontre  cette  formule,  comme  celle  du  binôme,  et 
comme  toutes  les  formules  analogues,  eu  prouvant  que  si 
elle  est  vérifiée  pour  une  valeur  particulière  de  n,  elle  sub- 
siste pour  la  valeur  consécutive  n  +  1 . 

Nous  aurons  donc,   en  rétablissant  les  constantes  arbi- 
traires que  chaque  intégration  introduit ,  et  en  conservant, 
pour  abréger,  la  notation  symbolique  employée  ci-dessus, 
ix —ly-' ffxdx 
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§  2.  Des  fadeurs  propres  h  rendre  inlégrahles  les  équations  différentielles 
des  ordres  supérieurs. 

4o3.  On  peut  toujours  concevoir  qu'une  équation  diffé- 
rentielle de  l'ordre  n  a  été  ramenée  à  la  forme 

A^.y  y?A  •••'/"-")  +  !/'-"> =0.  (7) 

D'un  autre  côté,  si  l'on  représente  par 

<^,y,y'>j%--'y'"-'W-')=o  (8) 

l'équation  d'ordre  n  —  1  dont  la  proposée  dérive,  C  dési- 
gnant la  constante  arbitraire  qui  dispai-aît  dans  le  passage 
de  l'équation  (8)  à  l'équation  (7)  ,  la  dilFérentiation  don- 
nera 

Un        (Ik  dn  d-  dn        ,  ^ 

dx      dy  dy  dy'^"  ■>  dy"  ^' 

OU 

En  vertu  de  l'hypothèse,  les  équations  (7)  et  (10)  doivent 
être  identiques  :  donc,  réciproquement ,  si  l'on  multiplie 
l'équation  (7)  par  un  certain  facteur 


qui  ne  peut  dépendre,  comme  la  fonction  z  elle-même,  que 
des  ([uautités  a;,  ?y,  ?/',  — y  ("-'',  on  rendra  la  proposée  iden- 
tique avec  l'équation  (9),  c'est-à-dire  qu'on  rendra  le  ]tre- 
mier  membre  de  la  proposée  une  différentielle  exacte.  Il  est 
d'ailleurs  évident  que,  non-seulcmcnl  le  facteur  p.,  mais 
tous  ceu.\,  en  nombro  inliiii,  (jui  se  trouvent  compris  dans 
la  formule  |j.f(T),  f  désignant  une  fonction  (iiu'Iconque, 
Jouissent  aussi  de  l.i  [iiupriétéde  reudic  le  |n\'micr  iiicniluc 
de  ré(Hinlioii  [D  une  (lill('r(Mili('ll(' rx.iilt'. 
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L'éqiialion  proposée  étant  du  if  ordre,  comporte  n  inté- 
grales premières  de  l'ordre  n  —  1  [164]  ;  soit 

une  autre  de  ces  intégrales  premières  :  par  la  même  raison 
fjue  tout  à  l'heure  on  rend  encore  la  proposée  une  difleren- 
lielle  exacte,  en  la  multipliant  par  le  facteur 

OU  plus  généralement  par  un  des  facteurs,  en  nombre  infuii, 
compris  dans  laformule  .'^ifi(^,),  f,  désignant  une  autre  fonc- 
tion arbitraire. 

Donc,  plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  ^{tt^tt^) 
une  fonction  quelconque  des  deux  quantités  rr^z^^  tous  les 
facteurs  compris  dans  la  formule 

y- ; -hy-i ; , 

ou 


rfyf"-''         diz         '    dy^-'-'>        dr:^ 
jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le  premier  membre  de  la 
proposée  une  différentielle  exacte,  ce  premier  membre  deve- 
nant alors  la  difTérentielle  de  la  fonction  ^P  (7:,-j). 
Donc  enfin,  si  l'on  désigne  par 

les  n  intégrales  premières  de  la  proposée,  et  par  4>  une  fonc- 
tion quelconque  des  quantités  ;r,  7.  ^ ,  r, ,  —  ^„_i ,  les  facteurs 
propres  à  rendre  la  proposée  une  différentielle  exacte,  sont 
compris  dans  la  formule  générale 

d-        dt>  dv:,        ^^''  _|  f/-.-i      db 

d,j"-'^'d^^  d }/''-'>'  d7i"d!/"-'>dz„./ 

454.  Appliquons  cela  à  l'équation  du  second  ordre 
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]i'-~  =  0. 

X 

qui  devient,  siiiwint  qu'on  la  multiplie  ou  qu'un  la  divise 
par  X, 

y"        y' 

X       X- 
équations  dont  les  premiers  membres  sont  respectivement 
les  différentielles  exactes  des  fonctions 

X 

La  proposée  a  pour  intégrales  du  premier  ordre 

X 

et  pour  intégrale  seconde,  résultant  de  l'élimination  de  la 
fonction  î/'  entre  les  intégrales  premières, 
C,a-*  —  2?/— C. 
Dans  ce  cas,  les  facteurs  qui  jouissent  de  la  propi'iété  de 
rendi'c  le  premier  membre  de  la  proposée  une  différentielle 
exacte,  sont  exprimés  par  la  formule 

X  . H —  . , 

la  composition  des  fondions  r,r, ,  étant  donnée  par  les  équa- 
tions (1 1),  et  la  fonction  <P  restant  arbitraire. 

§  3.  Des  équations  difl'ércnlielles  linéaires,  d'un  ordre  quelconque. 

4i)ii.  Ou  iiuunuc  r([uali(>n  dilTércnliclle  liuniirc  celle 
qui  ne  renf(îrnie,  ni  les  puissances  supérieures  à  la  pre- 
mière, ni  les  produits  de  la  fonction  et  de  ses  coefficients 
dillérentiels  des  divers  ordres,  et  (]ui  est  par  conséipu'ut  de 

la  forme 

y,  +  !>,,  «-'-  -I-  n,/  -  «  4- ...  -^  v,,  =  V,  («) 
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P^Q,....U,V  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable 
indépendante  x.  En  général,  si  l'équation 

est  celle  qui  exprime  rigoureusement  la  loi  d'un  phéno- 
mène ;  et  que  de  plus,  par  la  nature  de  ce  phénomène,  les 
quantités  y,  î/',  î/", yW  soient  assujetties  à  rester  tou- 
jours très  petites,  de  façon  qu'on  puisse  négliger  les  pro- 
duits et  les  puissances  supérieures  de  ces  quantités,  la  fonc- 
tion 4>  se  transforme  en  une  fonction  linéaire  des  mêmes 
quantités  variables  ;  et  l'équation  du  problème  devient  une 
équation  différentielle  linéaire.  La  théorie  de  l'intégration 
des  équations  de  cette  espèce  doit  donc  attirer  notre  atten- 
tion, non-seulement  à  cause  des  faits  d'analyse  très  remar- 
quables qui  s'y  rattachent,  mais  aussi  à  cause  de  l'impor- 
tance des  apphcations. 

Supposons  d'abord  que  le  second  membre  de  (a)  soit  nul, 
ou  qu'on  ait  à  intégrer  l'équation 

yi")  +  py»-.)  _]_  Qyin-V  4-  .  .  .  +  Uy  =  0.  {b) 

La  propriété  caractéristique  d'ime  équation  de  cette  forme 
consiste  en  ce  que,  si  l'on  a  diverses  valeurs  particulières 
de  ij  en  fonction  de  x  qui  y  satisfassent,  valeurs  que  nous 
désignerons  par  y^,  y^,  y 3,  etc.,  la  somme  de  ces  valeurs, 
multipliées  respectivement  par  des  constantes  arbitraires 
Cj,C2,C3,  etc.,  ou 

f^i^i  +  C^y,  +  G3Î/3  +  etc., 
y  satisfait  pareillement.  La  forme  du  calcul  sur  lequel  cette 
proposition  repose,  résulte  si  évidemment  delà  forme  même 
de  l'équation  {b),  qu'il  suffit  de  l'indiquer. 

Il  suit  de  ih  que  si  l'on  connaît  n  valeurs  particuhères  et 
distinctes,  y^,  y^,y^,....y„,  propres  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion {b),  celle-ci  aura  pour  intégrale  générale 

.'/  =  G,y.  -H  Gj?/2  +  C37/3  -f  . . .  -H  ay„; 
n  <5 
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car  celte  valeur  de  1/  satisfait  à  la  propostV,  et  à  cause  des  n 
constantes  arbitraires  ei  distinctes  qu'elle  renferme,  elle  a 
toute  la  généralité  qu'une  telle  intégrale  comporte. 

456.  Or,  il  est  un  cas  oh.  l'on  trouve  facilement  n  valeurs 
particulières  de  y  propres  à  satisfaire  à  l'équation  [b]  :  c'est 
celui  où  tous  les  coefficients  P,Q,....L'  se  réduisent  à  des 
constantes;  car  si  Ton  posei/=e"',  on  aura,  ipiel  que 
soit  i,  y  '  =»n'e"^;  de  sorte  que  cette  valeur  de  t/,  substi- 
tuée dans  l'équation  (6),  donnera  pour  résultat 

e'^(m*  +  Pm—'  -u  Qm"'^  -f  . . .  ^  U)  =  0  ; 

çt  d^s  lors,  il  est  visible  que  la  fonction  »/ =  6''"'  satisfait  à 
l'équation  (b),  pourvu  que  la  valeur  assignée  au  nombre  m 
soit  l'une  des  racines  de  l'équation  numérique 

m»  +  Pm"-'  -r  Qm*'^  +  . . .  +  U  =  0.  (m) 

Donc,  si  l'on  désigne  par  w,,  m,,»i,,....  m„  les  h  racines 
de  cette  équation,  et  par  C , ,  C, ,  C, , . . . .  C„  des  constantes  ar- 
bitraires.  l'équation  [b)  a  pour  intégrale  générale 

457.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  donner  à  com- 
prendre pourquoi  le  cas  que  nous  traitons  en  ce  moment, 
cas  en  apparence  si  particulier,  a  néanmoins  assez  d'im- 
portance dans  les  applications  pour  mériter  un  examen 
spécial. 

D'abord  il  est  clair  que  ce  cas  comprend  celui  oîi  le  se- 
cond mond»re  de  l'équation  [b) ,  au  lieu  d'être  zéro,  se- 
rait un  nombre  V    (pielconque  ;  car  il  suffirait   de  pfv>er 

tj^y^-,  pour  réduire  à  zéro  le  second  membre  delà 

transformée  en  /. 

Rfmanpums  ensuite  que  dans  la  plupart  des  applications 
,\r  l'analyse  à  la  j.hysique  le  temps  est  la  variable  indépen- 


' 
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danle  désig-née  ici  par  x,  et  que  cette  variable  n'entre  pas, 
pour  l'ordinaire  ,  autrement  que  par  ses  différentielles, 
dans  les  équations  des  problèmes.  Si,  par  exemple,  il  s'agit 
d'une  question  de  mécanique,  les  forces  qid  sollicitent  un 
système  matériel  ne  varieront  communément  qu'avec  les 
distances  respectives  des  parties  du  système  :  elles  seront 
des  fonctions  explicites  de  ces  distances  à  une  époque  quel- 
conque, et  ne  dépendront  pas  explicitement  du  temps  écoulé 
depuis  l'instant  pris  pour  origine. 

458.  Lorsque  toutes  les  racines  de  l'équation  (???)  sont 
réelles  et  inégales,  on  vérifie  aisément  que  les  constantes  ar- 
bitraires Cj,C,,  C3,....  Cn  peuvent  toujours  être  numérique- 
ment déterminées  au  moyen  des  valeurs  initiales 

!/o.-yo',.v"o,---.yo'"'''^  (o) 

correspondant  à  ^^  =  0.  Soit,  par  exemple,  ??  =3,  on  aura 

Vo   =  Cl  —  C,  +C3, 

y\  =  miCj  +  mjCj  +  m,C,, 


_  m,??i3yo  —  (m^  +  m;\y\  -i-  y\ 
(m,  —  m,)  (m^  —  m^) 

Wim  3  yo  —  (^^^  +  ^^h)y'o  +  y"o 

(w,—  mi)  (m,  —  7^3) 
w^WjT/o  —  (??îi  +  m^)y\  H-  y\ 


d'où  Ton  tire 

C.= 

c,  = 

n    _- 

La  symétrie  de  ces  formules  indique  suffisamment  la  loi  des 
expressions  qu'on  obtiendrait,  si  l'on  avait  un  plus  gxand 
nombre  de  constantes  arbitraires  à  déterminer,  au  moyen 
des  valeurs  initi.qles  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées. 

Si  Ton  sait,  par  la  nature  de  la  question,  que  la  grandeur  y 
ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  j,  il  faut  nécessaire- 
ment supposer  nulles  les  constantes  arbitraires  C,  qui  cor- 
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respondent  à  des  racines  positives  7?î,  de  l'équalioii  (m). 
Alors  les  valeurs  initiales  (o)  ne  peuvent  plus  être  données 
arbitrairement  ;  mais  il  faut  qu'il  y  ait  entre  elles  autant 
d'équations  de  condition  que  l'équation  (m)  admet  de  ra- 
cines positives.  On  doit  remarquer  ce  mode  de  réduction  du 
nombre  des  constantes  arbitraires,  d'aprt's  des  considéra- 
lions  tirées  de  la  forme  des  fonctions,  indépendamment  des 
valeurs  numériques  de  leurs  paramètres.  Des  considérations 
du  même  genre  reviennent  frérpiemment  dans  les  applica- 
tions de  l'analyse  aux  questions  physiques. 

459.  Si  l'équation  (m)  avait  des  racines  imaginaires,  les 
exponentielles  devenues  imaginaires  se  conjugueraient  deux 
à  deux  et  se  transformeraient  en  sinus  et  cosinus  d'arcs 
réels.  Ainsi,  ai=/3i/~l  désignant  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  de  l'équation  {m),  les  termes  exponen- 
tiels que  ces  racines  amènent  dans  l'intégrale  générale, 
savoir 

se  changent  en 

— e«^[(G,  4-  G,)  cos  ^x  4-  (Cl  —  Cs)  y  =T.  siii  ^j:], 
et  ihialemcnt  prennent  la  forme 

t'*'^(M  cosp.f  +  Nsin  S.i), 

([uand  on  établit  entre  les  constantes  indéterminées  C,,  C,, 

M,  N  les  di'ux  relations 

Ou  [K.'ul  encore  simplifier  cette  expression  en  posant 

M  =  ),  ("OS  £,     N  =^  —  ).  si  II  c, 
ce  «pii  (Inniu; 

('"^^M  cos  ,'ix+  N  sin  fix)  =  )e«  eus  [Sx  -f-  c)  : 
alors  À,  i  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 
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Si  la  partie  réelle  oc  du  couple  de  racines  imaginaires  que 
nous  considérons,  est  négative,  le  facteur  e*'  décroit  indéfi- 
niment pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  tandis  que  le  fac- 
teur A  cos  {&x-\-i)  oscille  périodiquement  entre  les  valeurs 
—  A  et -j- A  :  la  fonction  donnée  par  le  produit  de  ces  deux 
facteurs  éprouve  donc  des  oscillations  périodiques  dont 
l'amplitude  va  en  décroissant  très  rapidement  pour  des  va- 
leurs croissantes  de  x.  Au  contraire,  pour  (x.  positif,  l'ampli- 
tude des  oscillations  de  la  fonction  irait  en  croissant  avec 
une  grande  rapidité  et  au-delà  de  toute  limite,  ce  qui  est 
manifestement  incompatible  avec  la  loi  de  tout  phénomène 
naturel.  Un  cas  semblable  ne  saurait  avoir  qu'une  existence 
purement  abstraite. 

Lorsque  l'équation  (m)  n'a  que  des  racines  imaginaires 
dont  les  parties  réelles  s'évanouissent,  la  valeur  complète 
de  î/  est  une  suite  de  termes  de  la  forme 

\  cos  {j^x  •+•  s).  (»j) 

Imaginons  que  ?/  désigne  la  quantité  variable  avec  a:,  dont 
une  grandeur  s'écarte  en  plus  ou  en  moins  de  sa  valeur 
moyenne  ;î,  ou  ce  que  les  astronomes  appellent  plus  briè- 
vement Vinégalilé  de  yj  :  cette  inégalité  sera  la  somme  de 
plusieurs  inégalités  périodiques,  exprimées  chacime  par  un 
terme  de  la  forme  (>î).  La  constante  a  se  nomme  le  coefficient 
de  l'inégalité  ;  elle  en  détermine  V amplitude,  et  dépend, 
ainsi  que  la  constante  s,  des  valeurs  initiales  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées.  Le  nombre  /3  détermine  Vclendue  de  la 
période,  puisque  l'inégalité  reprend  les  mêmes  valeurs  pour 

2- 
des  valeurs  de  x  dont  la  différence  est— ^  :  la  grandeur  de  /3 

est  donnée  par  l'équation  différentielle,   indépendamment 
des  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de   ses  dérivées. 
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Toutes  ces  coDsidérations  sont  d'une  application  frécjuente, 
à  l'occasion  des  phénomènes  soumis  à  la  loi  de  pério- 
dicité. 

4C0.  Lorsque  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  (m) 
deviennent  égales  entre  elles,  l'analyse  précédente  se  trouve 
en  défaut.  Soit,  par  exemple,  m^  =  m,  :  les  termes Cje"*' ""-f- 
CïC'"-^  se  confondront  en  un  seul  (Cj-j-CJe"'-"',  et  le  coeffi- 
cient Cj-fCg  n'écpiivaudra  qu'à  une  seule  constante  arbi- 
traire [164],  en  sorte  que  l'intégrale  (c)  n'aura  plus  la 
généralité  requise.  Dans  ce  cas,  si  nous  posons 

y,=c^^'{A,+B,x),  (t2) 

la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  (m)  don- 
nera 

e  "'.^^  (A,  -t-  13, x)  (w,-  +  Pw,''-VQ"^"~^  -+-••-  +  Tw,  +U) 
+  B,e"''^  [nm/'-'  t  (n-1)  Pw,"-^-}-  («-2)  Qw,"-^  4-..-fT]=0. 

Le  facteur 

s'évanouit,  puisque  «i,  est  racine  de  l'équation  {m)  ;  et  le 
polynôme  qui  multiplie  B,e"'>'' s'évanouit  aussi,  puisque, 
par  hypothèse,  în,  étant  une  racine  double  de  l'équation 
(m),  est  aussi  une  racine  de  l'équation  dérivée 

7îm"-''  H-  (n-1)  P»i"-2  +  ()i-2)  Qm"-='  +  . . .+  T  =:  0. 

Donc,  si  Ton  continue  de  désigner  par  m 3 tn„  les  racines 

simples  de  ré<]uation  (m),  et  si  l'on  pose 

y  =  <-'".«  (A,  +  \\x)  +  C/"''  +.  ..  +  0.6"'"^ 

on  salisi'era  à  ré(pintion  {h)  doni  on  .mr.i  ainsi  l'inlégrale 
générale,  à  cause  que  les  constantes  A,,H,,C,,....C„,  en 
nombre  n,  sont  irréductibles  entre  elles. 
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On  trouverait  de  même  que,  dans  le  cas  de  trois  racines 
égales  m^ym^,  îWg,  il  faut  remplacer  le  trinôme 

par 

e"'»' (Al  +  Bix  +  C.x*), 
et  ainsi  de  suite. 

La  forme  que  prend  l'intégrale  générale  dans  le  cas  où 
r équation  (m)  a  des  racines  égales,  résulte  encore  du  calcul 
suivant. 

Au  lieu  de  poser  immédiatement  711^=^111^^  faisons  d'a- 
bord w,  =  m,  +  £,  ce  qui  donnera 

Ce'"'^  +  C.e""''  =  e*"'^  (C,  +  C,/?"  ) 

=  e".-  [C,  +  C,((  +-  +  -—  +  ^^^  +  etc.)], 

en  substituant  à  e"la  série  toujours  convergente  qui  en  est 
le  développement.  Il  est  permis  de  mettre  cette  expression 
sous  une  autre  forme,  en  changeant  de  constantes  arbi- 
traires, et  en  posant  pour  cela  Cj-j-C^^Aj,  C,£=Bj.  De 
cette  manière,  l'expression  ci-dessus  devient 


,m.T 


r  /eX*  £^X^  \1 


et  si  l'on  fait  maintenant  e=0,  elle  se  réduit  au  second 
membre  de  l'équation  (1 2) . 

Le  trinôme  (13)  ayant  été  remplacé  par 

e".^  (Ai+B,x)  -f  CaC».^, 

dans  le  cas  où  les  deux  racines  7?ij,  îîi,  deviennent  égales. 
on  pourra  faire  m.^  =  m^-\-£,  ce  qui  change  l'expression 
précédente  en 

=  ^''"''tA.  +  B,x  +  C,(l  +  ^j^  +  y^  +  ^4  etc.)]. 


232  LIMŒ    VI.    CIIAPITKE    11. 

Rien  n'empêche  de  changer  de  constantes  en  posant 

au  moyen  de  quoi  le  second  membre  de  l'équation  précé- 
dente devient 

e'"''rD.  +  E,x  +  Fia;'  +  F.^y  +  etc.^l 

et  se  réduit  à 

lorsqu'on  fait  £=0.  La  même  méthode  s'apphque  évidem- 
ment au  cas  oîi  le  nombre  des  racines  égales  devient  quol- 
conc[ue.  Il  est  bon  de  connaître  cette  métliode  que  les  ana- 
lystes ont  souvent  employée  dans  des  cas  analogues  et  plus 
compliqués  ;  bien  qu'elle  soit  sujette  à  quelques  difficultés 
qui  disparaissent  lorsqu'on  justifie  directement,  connue 
nous  l'avons  fait  d'abord,  la  forme  attribuée  à  l'intégrale 
générale,  dans  l'hypothèse  oîi  l'équation  (m)  acquiert  des 
racines  égales. 

461.  L'équation  (b)  |)cat  rarement  s'intégrer  lorsque  les 
coefiicienls  sont  des  fonctions  de  x.  Prenons  pour  exemple 
l'équation  du  second  ordre 

y"  +  IV  +  Qy  -  0  : 
si  Ton  pose 

elle  dcviijut 


y=e 


J*'^'^  ((fy 


ax 


et  lorsque  celte  équalion  du  premier  ordre  en  z  ci  x  peut 
s'intégrer,  par  la  séparation  des  variables  ou  aulronuMiL 
on  a  par  les  fjuadralures  la  valeur  de  ?/  en  .r. 

Kn  génér.d,  si  Wm  substitue  dans  récpialion  (/>)  la  valeur 
dp  7  on  r  donné»'  pnr  l'équation  ((!},  la  transformée  en  z 
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et  X  s'abaisse  àTordi'e  n — 1 ,  mais  en  cessant  d'être  linéaire. 
On  intègre  les  équations  linéaires  de  la  forme 

{a  +  è^)"?/(")  +  P(a  +  Ax)'-' ?/■"-')  +  Q(« -i-  6x)'-Y»-2)   . . 

...■{■  T(a  +  bx)  y'  +  \]y=  0,  [e) 

oïl  P,  Q, T,  U  désignent  encore  des  coefficients  con- 
stants, en  posant  ij=(a-{-bx)"\  ce  qui  donne,  pour  détermi- 
ner m,  l'équation  algébrique  du  degré  n 

p 

m{m  —  1). . .  (m  —  n  +  1)  -{-  -  .7n{m  —  1). .  .(m  —  ?i  +  2) 

Q  ,  T?n       U       ^ 

+  ~,m{m  -  1). .  .(m-  w-L  3)  +...+—+-  =  0  ; 

en  sorte  que^  si  l'on  désigne  par  m^,  m^, m„  les  n  ra- 
cines de  cette  équation,  et  par  Cj,  C^, C„  des  constantes 

arbitraires,  l'équation  (e)  a  pour  intégrale  générale 

7/  =  Ci{a  +  hx)'"t  +  Calrt  +  bxy>U  + . .  .  +  C„(a  +  bx]m„ . 
Cette  intégrale  est  donc  transcendante,  à  moins  que  l'é- 
quation en  m  n'ait  toutes  ses  racines  rationnelles. 

462.  Si  l'on  connaissait  une  valeur  particulière  ?/,,  pro- 
pre à  satisfaire  à  l'équation  [b),  on  pourrait  abaisser  d'une 
unité  l'ordre  de  l'équation  {b)  et  même  l'ordre  de  l'équation 
(a).  Pour  cela  il  suffirait  de  faire 

y  =  yifzdx,  (/) 

z  désignant,  comme  ci-dessus,  une  nouvelle  variable,  fonc- 
tion de  X.  Remarquons  à  cet  effet  que,  si  l'on  désigne  par 
u,  V  des  fonctions  quelconques  d'une  même  variable  indé- 
pendante, on  a  : 

d.uv  =zuUv  -{-velu, 
d-  .uv=iud^u-\-  %dudv  +  vd-u, 

d" . iw  =  ud"v  +  ^-.duW-'i'  +  "^"~     dhid"-'v  +  . .  . 
)  \M 

n 
...-{--  .dt\i"~'u  4-  d"u. 
i 
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Kii  conséquence  de  ces  formules,  la  substitution  de  la  va- 
K'ur  de  7/  dans  l'équation  (a)  donne 

"772-  y"'  +  («  -  0  l'y'.  +  u//. J  =•-'+... 
•  •  ■  +(y.'">  +  Py,(— )  +  Qy.'"-''  + . . . +Ly.)  /':c/x  =  v. 
(h-,  le  coefficient  de/ zdx  dans  cette  équation  est  nul  par 
hypothèse,  puisque  y,  est  une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation {h).  Si  l'on  divise  cette  équation  par?/,  qui  est  une 
lune  lion  connue  de  x,  on  la  ramènera  donc  à  la  forme 

r^jjQ,, T,,  désignant  comme  P,Q, T,  des  fonctions 

connues  de  x,  et  l'ordre  de  l'équation  (a)  se  trouvera  abaissé 
d'une  unité. 

Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'intégrer,  non  pas  l'écpiation  (a), 
mais  l'écpiation  {b),  la  dernière  équation  obtenue  est  rem- 
placée par 

s'—)  4.  p,^.-»)  4_  Q, j(-3'  4- . .  .  +  T.:  =  0.  (6.) 

Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  connaissait  une  seconde  va- 
leur particulière  ?/,,  propre  à  vérilier  l'équation  [h),  l'une 
des  valeurs  de  z  tirées  de  l'équalion  (/>,)  devrait  vérilier 
l'équation  (f),  après  qu'on  y  aurait  remplacé  //  par  //,. 
On  aurait  donc,  en  désignant  par  2,  cette  valeur  piu-ticu- 
lière  de  z, 

Donc,  si  l'on  connaît  deux  intégrales  particulières  de  l'é- 
(pialion  (//),  onconiiaîlra  i)ar  cela  nu'^mc  une  intégrale  j»ar- 
liruHère  de  l'('(]iiali(iu  (AJ;  et  jiar  suite  l'ordre  de  l'équa- 
lion {h  )  s'altaissi'iM  .rmir  unité  au  ni<'V(Mi  dr  la  Iransforina- 


.'/j  =  //.,/v/-'".'     <^'"     ^  ■  -  -  — "■' — 
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lion  z=z^fudx.  Comme  ce  raisonnement  peut  être  continué 
de  proche  en  proche,  il  s'ensuit  que  si  l'on  connaît  772  inté- 
grales particulières  de  l'équation  {b),  l'intégration  générale 
de  cette  équation,  et  même  celle  de  l'équation  (a),  seront 
ramenées  à  dépendre  de  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle de  l'ordre  n — 777  ;  de  façon  que  celle-ci  étant  inté- 
grée, on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a)  par  de 
simples  quadratures.  Ce  beau  théorème  est  dû  à  Lagrange  ; 
mais  la  démonstration  donnée  ci-dessus  a  l'avantage, 
comme  M.  Libri  l'a  fait  voir  dans  un  mémoire  fort  intéres- 
sant ('),  de  mettre  parfaitement  en  lumière  les  analogies 
qui  rattachent  étroitement  la  théorie  des  équations  algé- 
briques à  celle  de  l'intégration  des  équations  différentielles 
linéaires. 

463.  Quand  les  coefficients  P,Q, U  de  l'équation  (a) 

sont  des  nombres  constants,  le  dernier  terme  V  étant  seul 
fonction  de  x,  on  connaît  n  intégrales  particulières  de  l'é- 
quation (b) 

777, ,777,, 7ï7„  désignant  toujours  les  racines  de  l'équation 

(777).  L'intégration  générale  de  l'équation  (a)  se  trouve  donc 
ramenée  aux  quadratures. 

Soit,  par  exemple  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

/  +  P/  +  Oy  =  V, 

011  P,Q  désignent  des  nombres  constants  :  777,, 777 ^  senties 
racines  de  l'équation  numéricpie 

m'^  +Vm  +  ()  =  Q,  (g) 

et  l'on  a 
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Posoub 

la  transformée  en  ;  sera 

z'  +  (2///.  +  P);  =  Ye-"'*^.     ou     z'  —  {m,  -  m^)z  =  \e 
à  cause  de  P-= — ('"i-|-»iî)-  Faisons  en  outre 


:  ^  z^fudx  =^Jhifudx  =  (m,  -  m\/"'-"'^^'fudx 


la  transformée  en  m  donnera 


u  = 
De  lu  on  tire 


y  =  e"^''pUie^"'~"'^'-'r\e-'"*'dx], 
ou  Lien,  en  intégrant  par  parties, 

c    J  V^'      '  dx  —  c  \J  \e      '  ^/./- 


(^) 


Les  deux  intégrales  indéfinies  sont  censées  renfermer  cha- 
cune une  constante  arbitraire. 

Lorsque  m^,m^  sont  dciLX  racines  imaginaires  conju- 
guées, de  la  forme  a;i/3t/~<,  l'expression  précédente  se 
change  en 

fltX 

U  =  — (sin  pxJ'Sc—ax  cos  ^x .  dx  —  cos  pxjw~"  s i  ii  ^-x .  dx) . 

Knfin,  si  ron  .ivait  m,j=m^,  le  second  membre  de  ré({ua- 
lion  [h)  se  présenterait  sous  la  forme  g  ;  mais,  en  prenant 
les  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  par  rapport 
au  paramètre  7?î,,  vl  en  [losant  ensuite  nl^=ln^,  ou  trou- 
Mrail  pour  ce  cas 

,/=.e"'>'(j-f\cd.     "'''-J'\c-'"^'xdx). 
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4G4.  Nous  ne  quitterons  pas  ce  sujet  sans  faire  connaître 
la  méthode  employée  communément  pour  démontrer  le 
théorème  du  n°  462. 

Supposons  d'abord  que  Ton  connaisse  n  intégrales  parti- 
culières de  réquation  [b),  de  manière  qu'on  ait  pour  l'inté- 
grale générale  de  cette  équation 

y  ^  Cjj,  +  C,y 2  +  ^,U,  +  • .  •  +  C„y„  :  (0 

nous  disons  que  cette  valeur  de  y  peut  encore  être  prise 
pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a),  pourvu  que  l'on 

considère  les  facteurs  C, ,  C^ C„,  non  plus  comme  des 

constantes,  mais  comme  des  fonctions  de  x,  qu'il  s'agit  de 
déterminer  convenablement. 

Dans  cette  hypothèse  en  effet,  l'on  a 

y'  =  C,.y'.  +  c,?/',  +  C,y\  + . . .  +a?/', 
4-  y.^\  +  y.c.\  +  y.c.\  +  ■  •  •  -i-y.c'n 

(C,  désignant  la  dérivée  de  C.  par  rapport  à  x),  et  si  l'on 
assujettit  les  fonctions  G,  à  vérifier  l'équation 

yfi\+y-2C\  +yfi',+--'+ynÇ„=i 
il  reste 

y'^cy,  +  cy,  +  C3y'3+...+cy,., 

comme  dans  le  cas  où  les  facteurs  G,,  sont  des  constantes. 
De  cette  dernière  équation  l'on  tire 

y"^cy,  +  cy,  +  cy\  4-  -  --i-  c„y", 

+  y\C\  4-  y\C\  +  y'.C,  +. .  .+y'„G'„, 
ou  simplement 

y"  =  c..y\  +  G.y\  +  cy,  +  •  •  • + c,.y",., 

quand  on  assujettit  les  dérivées  G',  à  vérifier  l'équation  de 
condition 

y'fi\  +  y'X',  +  y',C',  -h. . .+  y',.G'„  =  0. 
En  continuant  de  la  sorte,  on  trouve  que  la  valeur  de  y 
donnée  par  l'équation  (i),  et  qui  par  hypothèse  vérifie  l'é- 
quation (h),  satisfait  aussi  à  l'équation  (a),  pourvu  que  les 
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di'rivL'Os  C;  vc^rifientlo  système  des  équations  de  condition 
y"S-'\+y\^\+u\^\  +...+/x'»=o, 


Or,  de  ces  équations  en  nombre  n  on  tire  la  valeur  de 
chaque  inconnue  C'..  égale  à  une  certaine  fonction  t.j:,  et 
par  conséquent  une  simple  quadrature  donne 

c,  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  On  obtient 
donc  de  cette  manière,,  par  de  simples  quadratures,  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (a),  avec  les  n  constantes  arbi- 
traires qu'elle  comporte. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ne  connaisse  que  n — 1 
intégrales  particulières  de  l'équation  (h)  ;  et  afin  de  simpli- 
fier l'exposition,  prenons  pour  types  des  équations  (a)  et  (6) 
les  équations  du  4°  ordre 

r  +  Py'"  +  Q//"  +  Ty'  +  \}y  =  V,  (1 4) 

r  +  Py'"  +  Q^"  +  T//'  +  1-^  =  0: 
7/,,  7/j,  7/3  désignant  trois  fonctions  connues  de  x  qui  satis- 
font à  la  dernière  équation.  Si  l'on  veut  (pie  la  fonction 

.V— G,y, +CsVs +  C3?/3  (15) 

satisfasse  à  l'équation  (14),  on  peut  encore  établir  outre  les 
facteurs  inconnus  C,,  Cj,  Cj  les  deux  équations  de  condi- 
tion 


.y'.c'.+y'«G',4-.y'3r/3=:0;)  ^^^'^ 

;iu  moyen  de  quoi  les  valeurs  de  7/',  //"  cousi-ivent  la  même 
forme  (pie  si  les  facteurs  G^,  G,,  G,  étaient  constants  ;  mais 
les  valeurs  de  7/'",  7/"  contiennent  les  promièr(>s  et  les  se- 
condes (Irrivi'es  de  ces  mêmes  facteurs  ;  et  pour  que  la 
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fonction  (15)  satisfasse  à  l'équation  (14),  il  faut  encore  as- 
sujettir les  facteurs  G^CjjCa  à  vérifier  une  troisième  équa- 
tion 

+  C'\y'\^C'\y',-hC",y",=.Y.  (17) 

On  tirera  des  équations  (16)  et  de  leurs  différentielles  les 
valeurs  de  C'a, C'sjCjjG'a,  en  fonction  de  C',jGV,  et  on  les 
substituera  dans  l'équation  (17)  qui  deviendra  une  équation 
du  second  ordre  par  rapport  à  C,,  ou  du  premier  ordre  par 
rapporta  G',.  Gelle-ci  étant  intégrée,  on  aura  la  valeur  de 
C,  en  a",  et  par  suite  celles  de  Gj^Gj  en  x  au  moyen  de  sim- 
ples quadratures.  Les  quatre  intégrations  ou  quadratures 
auront  amené  quatre  constantes  arbitraires,  de  sorte  que 
Tintégrale  (15)  jouira  de  toute  la  généralité  requise. 

En  suivant  absolument  la  même  marche ,  on  prouverait 
généralement  que  l'intégration  de  l'équation  (a)  ne  dépend 
que  de  l'intégration  d'une  équation  de  l'ordre  n — m,  et  de  m 
quadratures  subséquentes ,  lorsqu'on  connaît  m  intégrales 
particulières  de  l'équation  [b). 

465.  Il  est  bon  de  remarquer  que  lorsqu'on  connaît  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (a),  la  recherche  de  l'in- 
tégrale générale  est  ramenée  à  celle  de  l'équation  (b).  Si  l'on 
désigne  en  effet  par  ?/,  cette  intégrale  particulière,  et  si  l'on 
pose 

y  =  î/i  +  -^ 

on  obtient  l'équation 

2(-.)  +  p^(«-.)  +  Q,'»-"-:-  + +  U-  =  0, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (^).  Pour  obtenir  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (a),  il  suffira  donc  d'ajouter  l'inté- 
grale particulière  y  i  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  (b). 
Il  est  un  grand  nombre  de  cas  où  l'on  peut  trouver  immé- 
diatement une  intégrale  particulière  de  l'équation  (a),  à  coef- 
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licioiits  consfants.  Siippusons  que  lo  sgcoiiJ  memljre  V  soit 
un  polyiiûine  ciitiLTciio;  da  tlegrép,  on  essaiera  une  inté- 
grale de  la  forme 

y,  =  A^''  +  Bx''-'  + . . . . 4-  K. 

SuLstiinant  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
lion  (a)  et  identifiant  avec  le  second  membre,  on  aura/^  +  1 
équations  de  condition  pour  déterminer  les  p-{-i  coeffi- 
cients indéterminés  A.B,...K. 
Si  la  function  Y  est  de  la  forme 

ou 

V  =  a  cos  y.x  4-  b  sin  xx, 

on  essayera  de  même  une  intégrale  de  la  forme 

y,  ^Ae<=^+Bc'P^+ 

OU 

y,  =  A  cos  7X  -\-  B  sin  y.x. 

Les  cas  où  le  second  membre  V  est  une  somme  de  plusieurs 
fonctions  de  la  forme  de  celles  que  nous  venons  dMndiquer 
ne  présentent  pas  plus  de  difficulté. 

L'application  de  cette  méthode  exige  quelquefois  une  lé- 
gère modiUcafion.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

(Pu  (lu 

_Z       3   -^  +  2;/  =  e-. 

lie'  dx 

En  essayant  une  intégrale  de  la  forme  Ac' ,  on  voit  que  le 
premier  membre  est  identiqueiucnt  nul ,  et  que  par  consé- 
(pient  il  est  impossible  de  l'égaler  au  second.  On  en  conclut 
que  réfpiation  ])roposée  n'admet  ]ias(rintégralej)articulière 
de  la  foi-nic  Ar^  et  ceci  provient  de  ce  que  cette  exjiression 
est  uiK'  iiilé-iale  de  l'écjuatiou  privée  de  sccond  membre. 
On  essayera  dans  c(^  cas  une  intégrale  de  la  forme  Axe-^,  ce 
(jni  donne  A  -_—  1 .  Va\  ajoiilaiit  à  celle  intégrale  ]articii- 
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lière  — xe""  l'intégrale  générale  de  l'équalion  privée  de  se- 
cond membre,  on  a  l'intégrale  générale  demandée 
?/^G,e'  +  C,e^  —a:e'. 
Si  l'expression  Ac^  était  une  intégrale  double  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  Axe"^  serait  encore  une  intégrale 
de  cette  équation;  dans  ce  cas,  il  faudrait  essayer  une  ex- 
pression do  la  forme  Xx^e"", 


T.  n  f6 


CHAPITKE  III. 


1>K    L  INTÉGUATIUN     OKS     ÉQUATIONS     DIFFÉUEN TIELLES     l'AH      LES 
SÉKIES    Eï    FAR    LES    LNTÉfiHALES    DÉFINIES. 


460.  On  peut  en  général,  à  la  faveur  du  théorème  de 
Maclaurin,  développer  une  fonction  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  la  variable  indépendante , 
lorsqu'on  a  entre  la  variable  indépendante  et  la  fonction 
une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque.  En  effet , 
soit 

cette  équation  différentielle  :  on  en  déduira,  par  de  nouvelles 
(lifférentiations,  les  valeurs  de  î/'''"*"^^  Î/^""^^'?  et  en  général 
celles  des  dérivées  d'un  ordre  quelconque  supérieur  à  ïj,  en 
fonction  de  x,y,tj',y".,...i/''~'^K  D'un  autre  côté,  la  formule 
de  Maclaurin  donne 

X  x^  x^ 

.y=yo+//'o-  +y"oY;-^+y"'o  7X3  "^••' 

^«—1  r"  ,       .s  -rW  +  l 


+  yr'^TTTTT-. — T^  +  !/!."'  -TT—  +  y\ 


1.2.3. ..(n—1)  '   ^°    iM:S...n  '   ^'^         1.2.3.. .(«+<) 
+  etc., 

j/„,7/'„,  etc.,  représentant  les  valeursde  y,y'y  etc.,  pour  a"--=0. 
Si  donc  l'on  fait  .t  =  0,  î/mî/„,  7/' =  ?/'„,  clc,  dans  les 
expressions  de  »/ "',  J/^"  "^'',  etc.,  déduites  de  l'équation  diffé- 
u'ulielle  iiro[)osée  et  de  ses  dérivées  successives,  on  déter- 
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minera  tous  les  coefficients  de  la  série  qui  précède,  en  fonc- 
tion des  n  premiers  coefficients  y^,y\,...y}''-'^\  Ceux-ci 
resteront  arbitraires  et  donneront  à  l'expression  de  y  toute 
la  généralité  qu'elle  comporte.  Une  telle  série  peut  servir  à 
calculer  les  valeurs  numériques  de  y  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  rendent  la  série  convergente. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  y  ==  —  (y  -f  x^)  :  le  cal- 
cul indiqué  donnera 


X  x^  x' 


y^^Vo  —  yo-,  +yoT-c^  —  y 


1        ^°  1.2       "'1.2.3 

+  (2/0  —  6) (Vo  —  6)  7— h  etc. 

1 .2.3.4       ^^°        ^1.2.3.4.5 

L'équation  proposée  est  de  celles  qui  peuvent  s'intégrer 
en  termes  finis  ;  par  conséquent  la  série  précédente  est  de 
celles  qui  peuvent  être  sommées  ;  et  en  effet,  l'on  met  l'ex- 
pression de  y  sous  la  forme 

y=iyo — 6)(i [-- ! ,  etc.) 

y      vyo       A       1^1.2     1.2.3^1.2.3.4     1.2.3.4.5'         ^ 

-^^{^-'l+j^-^^)=iyo-^)'-'-\-^(^-^)+^^'-^'; 

et  cette  valeur  de  y  se  confond  avec  celle  que  donne  l'équa- 
tion (4)  du  n°  440,  quand  on  remplace  la  constante  arbi- 
traire î/o  —  6  par  la  constante  C,  pareillement  arbitraire. 
Considérons  encore  l'équation 

y"  —  —  xy:  (1) 

on  aura  pour  le  développement  en  série 


,3 


X  X  X 

y  =  yo  +  3/'o  7  —  2/0  Tirz  —  2î/'o 


1       ''"1.2.3        ''  "  1.2.3.4 

4-4Vo +<0/o h  etc.  (2) 

^"1.2.3.4.5.6  -^"1.2. 3. ..7  ^' 

467.  Si  la  valeur  x  =  0  rendait  infinis  les  coefficients 
différenliels,  à  partir  d'un  ordre  quelconque^  il  faudrait  or- 
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donn(*r  ki  sérits  non  plus  suivant  les  puissances  de  x,  mais 
suivant  les  puissances  de  x  —  a,  a  ëlant  une  valeur  de  x  qui 
ne  rend  point  les  coefficients  différentiels  infinis.  En  consé- 
quence on  aurait 

y  =  y.  ^  y.  —  +  f.  L_  +  y...  '__  +  etc. ,       (3) 

y.^yai  y\j  etc.,  désiijnant  les  valeurs  de  y,  ij' ,  y',  etc., 
pour  x  =  a. 

Soit,  par  exemple, 

y'  =  —  r-  +  xj ,    ou    XI/'  +  y  -\-  x^  =  0 

réquation  proposée  :  la  valeur  .r  =  0  rend  y\  infini,  ?i 
moins  que  y^  ne  s'évanouisse.  Des  lors,  ce  cas  particulier 
excepté,  la  série  de  Maclaurin  ne  peut  pas  être  employée 
sous  la  forme  ordinaire.  Si  on  lui  fait  subir  la  transformation 
indiquée,  on  Irouve 

Va  +  o*  X — a 

y^y. T- 

a  \ 

<iy^  {x-ay  _  2.3?/.  f  û«)  (x-aY 
"^  a»  ■     1.2  '     «»'"  '  1.2.3   "*'''■•  ^  ' 

a  dési^'uant  une  valeur  ({uelconque  de  j- ,  autre  que  zéro. 

La  ditférenlialion  de  l'équation  proposée  donne 
xy"  -}-  2?/'  +  2x=0,     xy"'-\-  Sy"  +  2=0,    xy"  -\-  4//"  =  0.  etc.  ; 
d'où  l'on  conclut,  dans  l'hypothèse  où  l'on  aurait  à  la  fois 
X  =^  0,  y  =  Oy  (aucune  des  fondions  dt'rivées  ne  devenant 
infinie), 

!/'o=0,    /o^-!,    y"'o  =  0,    y;  =  0,etc. 

En  consé([uence  la  proposée  a  pour  inléc^rale  particulière 
(correspondant  ;\  Thypotlièse  »/„=  0)  ?/ =  —  -J.t'.  En  etl'ef  , 
l'on  a  trouvé  [440]  pour  l'intéi^Tale  en  termes  finis 

X        3 
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et  cette  valeur  de  y,  qui  ne  peut  se  développer  suivant  les 
puissances  de  x,  tant  que  la  constante  C  n'est  pas  nulle , 
reproduit  la  série  (4)  lorsqu'on  la  développe  suivant  les 
puissances  entières  àa  x  —  a,  pourvu  qu'on  pose,  ainsi  que 
cela  est  permis,  C  =  ay„-\- {a\ 
Soit  encore  l'équation 

y"  =  -^-     ou    x/H-y^rO.  (5) 

X 

La  valeur  a;  =  0  rend  t/",  infini,  à  moins  que  tji  ne  s'éva  - 
nouisse.  C'est  donc  le  cas  d'employer  la  série  (3),  qui  de- 
vient 

,    x~a      Va  (x — a)*      Va — ay'a   ix-a)* 

et  qui  dépend  des  deux  constantes  arbitraires  i/„,»/'.. 
Les  dérivées  successives  de  l'équation  proposée  sont 

^y'"  +  y"  -  y'  =  0,     xy-^^f  +  y'"  =  0, 
^r  +  3r  +  y"'  =  0,etc.; 

ce  qui  donne,  dans  l'hypothèse  où  la  valeur  3:=:  0  annu- 
lerait ]i  et  ne  rendrait  infinie  aucune  des  dérivées  yi,]j% 
y"',  etc., 

et  par.  suite 

\    x^  \         x'  \  X* 

Mais  comme  ce  développement  ne  dépend  que  de  la  con- 
stante arbitraire  ï/'„,  il  ne  représente  qu'une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  proposée ,  laquelle  intégrale  corres- 
pond à  l'hypothèse  î/„=:0. 

^  Représentons  par  t/,  la  fonction  de  x  que  (iétennine  la 
série  toujours  convergente 
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\    r-i       r2'l.2.3       1.2. 3*1. 2. 3. 4^       " 

on  peut  exprimer  l'inti^grale  gént^rale  de  Féquation  (o),  qui 
est  linéaire,  par  î/=C,î/,,  pourvu  que  Ton  considère  Ci, 
non  plus  comme  une  constante,  mais  comme  une  fonction 
de  X,  qu'il  faut  déterminer  en  appliquant  le  procédé  du 
n°  464.  On  obtient  ainsi  l'équation 

\     de         *•■>    du 
!/.C".+2C'y.  =  0,    ou      -.-^'-i- -1.^  =  0, 

G  ,    (/x        y^  dx 

d'où,  par  deux  intégrations  successives, 

c,  rdx 

c„c,  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Ainsi  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (5)  a  pour  expression .  outre  la 
série  (6), 

y  =y.  (^.    /  7?  +  ^.  )  >  ou  bien  y  ^  c,y,  (  /  7i  "^  ^«  )  ' 

468.  La  fonction  déterminée  par  une  équation  difTéren- 
tielle  peut  souvent  se  développer  en  série  procédant  suivant 
les  puissances  négatives  ou  fractionnaires  de  la  variable  in- 
dépendante. Quand  de  tels  développements  sont  possibles, 
on  les  obtient  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
dont  l'usage  est  presque  toujours  préférable  à  l'emploi  direct 
de  la  série  de  Maclaurin ,  lors  même  (pie  le  développement 
est  susceptible  de  procéder  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable  indépendante,  ainsi  que  le  mon- 
trera l'exemple  suivant. 

Prenons  l'équation 

/  =  Â-.r-.y,  (8) 

qui   rnmprond    rnnmiP   c:\>.    pnrtirnliers   les  équations   [\\ 
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et  (5)  :  il  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut  en  représenter  l'inté- 
grale par  la  série 

rj  =  kx"^-^  A.x''  +  A^a;».-!- A,»*  +  etc., 
en  déterminant  convenablement  les  coefficients  A,  et  les 
exposants  ce.  qui  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  entiers  ou 
fractionnaires. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  ij  dans  l'équation  pro- 
posée donne 
A<«— 0^*~^  +  A. «,(«.— 0^**"^  -^  A^^sC^:,— 1)x' -2  4.  etc. 

==  /1-Aj:'+"  +/cA.x««+"  +  A;A,a:"'+"  +  etc. 
On  ne  peut  rendre  cette  équation  identique  qu'en  posant 
«(«-1)  =  0,  (9) 

A,z,(a, — 1)  :=:  kki-i, 

au  moyen  de  quoi  tous  les  exposants  a.  sont  numérique- 
ment déterminés,  et  tous  les  coefficients  A.  s'expriment  en 
fonction  de  A,  qui  tient  lieu  de  constante  arbitraire. 

On  satisfait  à  l'équation  (9)  de  deux  manières,  en  prenant 
a=0  et  a=:l .  A  ces  deux  solutions  correspondent  deux 
séries  distinctes,  chacune  renfermant  un  coefficient  arbi- 
traire, et  qui  toutes  deux  vérifient  l'équation  (8)  dont  elles 
sont  des  intégrales  particulières.  La  somme  des  deux  séries 
donne  donc  l'intégrale  générale  [455]  ;  et  si  l'on  désigne  par 
Cq,  Ci  les  valeurs  du  coefficient  A  qui  correspondent  respec- 
tivement à  a:=:0,  «=1,  on  trouve  sans  difficulté,  pour 
l'expression  en  série  de  l'intégrale  complète, 

y:==Co[1+— ^^ + — +  etC.l 

(n+1)(n+2)     (n-f  lj(n+^2)(^2n-|-3)(2n+4) 

/,^n+2                               A.2^2n+4 
■\-C,x{\  + '^ 4- 2_f ,  +etc. 

(n+2)(n4-3)     {n^'i{n-\--6)[^ln^ly)[^lnJi-b) 

Toutes  les  fois  que  l'exposant  n  est  un  nombre  entier 
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posilif,  cette  série  procède  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x,  et  coïncide  nc'cessaii'ement  avec  celle  que 
Ton  déduirait  de  la  formule  de  Maclaurin.  Cq  et  Ci  repré- 
sentent alors  ijo  et  i/o.  Si  l'on  fait  en  particulier  kz= — 1 , 
n=i\,  on  retombe  sur  la  série  (2)  ;  et  cette  dernière  ma- 
nière de  l'obtenir  a  l'avantage  de  mettre  on  évidence  la  loi 
de  formation  des  coefficients  successifs. 

Lorsqu'il  reste  moins  de  coefficients  indéterminés  dans  la 
série  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre  de  l'équa- 
tion différentielle ,  la  série  ne  représente  qu'une  intégrale 
particulière  :  c'est  la  preuve  qu'on  ne  peut  développer  la 
fonction  suivant  une  série  de  cette  forme ;,  qu'en  assujettis- 
sant implicitement  les  constantes  arbitraires  à  des  condi- 
tions qui  en  réduisent  le  nombre  et  qui  restreignent  la  géné- 
ralité de  l'équation  différentielle  proposée. 

Si  par  exemple,  on  supposait  dans  l'équation  (8)  k= — 1 , 
11= — i  ,  ce  qui  la  ferait  coïncider  avec  l'écpialion  (5) ,  les 
différents  termes  de  la  série  qui  multiplie  Cq  deviendraient 
infinis  à  partir  du  second  :  ainsi  cette  série  doit  être  sup- 
primée, comme  cessant  de  représenter  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  (8);  bien  entendu  que  la  série  qui 
multiplie  Ci  coïncide  alors  avec  celle  qui  multiplie  y\  dans 
l'équation  (7). 

469.  Conformément  à  la  remarque  du  n°  461  ,  l'équa- 
tion (8)  s'abaisse  au  premier  ordre,  mais  en  cessant  d'Miv 
linéaire,  si  l'on  fait  y  =  e^'^'-' ,  ce  qui  donne  pour  la  transfor- 
mer en  z 

Bénpioqupment .  étant  donnée  l'équation  du  piemiri- 
ordrp 

Vpii  pr.rlr  le  nom  r\o  Riccati.  o\  ipii  n  été  l'objot  do  hr.iu- 
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coup  de  recherches),  on  en  ramènera  l'iniégi-alion  h  celle  de 
l'équation  (8),  qui  est  plus  simple  à  cause  de  sa  forme  bino- 
miale  et  hnéaire,  en  posant 

1    du 

au  dx 

d'où,  pour  la  transformée  en  u^ 

:=:  abux", 

dx^ 
équation  identique  avec  (8)  lorsqu'on  remplace  w  par  y,  et 
ah  par  k. 

On  ramène  encore  l'équation  (8)  à  la  forme 

f  +  -y'-=hu,  (M) 

X 

en  changeant  de  variable  indépendante  et  en  posant 

X       =t;  car  on  trouve  amsi 

d*!/  n      i  dy ^        ky  ^^. 

dt^       n  +  '2,'  t'  dt      /n         x«' 

et  pour  faire  coïncider  les  équations  (1 1)  et  (12),  il  suffit  de 
changer  f  en  a;  et  de  prendre 

n= ,     h  = -. 

"       (i+O 

Enfin  l'équation 

rentre  encore  dans  les  équations  (8) ,  (10)  et  (t  I  ) ,  puisqu'il 
suffit  de  ïaivey  =  x"'n,  pour  la  changer  en 

d-u       '2m  du 

1 .—  z~.hu. 

dx*        X    dx 


2o0  i.iviu:  M.  —  cnAi'iTKE  m. 

Les  équations  (1 1)  et  (13)  se  présentent  dans  des  problèmes 

de  physique  matliématique ,  et  à  ce  titre  elles  oflrent  plus 

d'intérêt  que  les  équations  (8)  et  (10)  dont  elles  sont  des 

transformées. 

470.  Si  nous  nous  étions  proposé  d'appliquer  directement 
à  l'équation  (13)  la  méthode  suivie  pour  le  développement 
en  série  de  l'intégrale  de  l'équation  (8) ,  nous  aurions  eu  à 
rendre  identique  l'équation 

A['.U— l)-m(m— 1)]^*-2  +A,[a.(a— 1)  — m(r7i— l)]x'-* 
-h  A,[^,(7,— i)  —  m(m—  1)]x' -2  -I-  etc. 
:=  AAx*  +  yiA.x*.  +  AA,x''«  +  etc.  ; 
ce  qui  entraîne  les  conditions 

«(«— t)  — 7?i(m— 1)  =  0,  (U) 

A,[7.(7,— I)  —  m{m-i)]  =  //Ai_,. 
I^  troisième  formule  devient ,  quand  on  remplace  a.  par  sa 
valeur  tirée  de  la  seconde, 

A.[a(a  — 1  )  +  2/(2i  +  2a—  I  )  —  7Ti{m-'i)]  ~  h\i_i, 

ou  plus  simplement,  en  vertu  de  la  première  condition, 

2t(2i  +  2a— l)A.  =  M,_,.  (15) 

Les  racines  de  l'équation  (14)  sont  a  =  m,a  =  l  — m:  on 
trouve  en  conséquence  pour  la  valeur  de  l'intégrale  com- 
plète, exprimée  en  séries, 

y=:C  x-fl  -A h  etc.] 

J      ^0^  11  ^2(2m+0      2.4.(2m  +  1)  {■2m+^^)  ^ 

4_  ('  /-i— "1 1  -|_ 1 ■ —  +  etc.  . 

^   '■'        '     ^2(3— 2//i)      2.4.(3-2//0(^-'^'") 

*471 .  Les  .séries  ([ne  l'en  vient  d'obtenir  ont  cela  de  remar- 
quable (pTeiles  peuvent  être  sonuuées  et  remplacées  par  de^ 
intégrales  dénni(.'S  «le  la  nature,  de  celles  que  nous  a\ons 
considérées  dans  les  Imis  derniers  chapitres  «lu  livre  préeé- 
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dent.  Effectivement,  quand  on  fait  dans  la  formule  (v)  du 
n"  309,  iC  =  co,  fjt=2a  —  1,  v=  2i,  il  vient 

/  cos    co  sm        waw  = 

1i  +  2a— 1 

^  2î-f  2a— 1  -^  ' 

et  si  l'on  prend  0,  r.  pour  limites  des  intégrales,  le  terme 
hors  du  signe/ s'évanouit  toutes  les  fois  que  «  est  une  quan- 
tité réelle  positive,  ou  une  quantité  imaginaire  à  partie  réelle 
positive,  en  sorte  qu'on  a 


r: 


C0S^'6.sin^''~''c.;rf'^ 


=_?!_!_  r^cos 2'-2  c.  sin2«-  '  ^dr..  (16) 

En  vertu  de  cette  dernière  relation,  l'équation  (15)  se 
trouve  satisfaite  si  l'on  pose 

A.  = I     cos    w  sm         wrfw  ; 

4.2.3...  (2i_1)2j  0 

et  par  suite  on  peut  mettre  l'intégrale  obtenue  sous  la  forme 
ij z^Cqx""  j    (1  +  — cos^a)4-  cos'w  +  etc.)sm^'"~'a)rf« 

+  C.j:'"'"  I     (1  -| cos^wH — — cos^6j  4-  elc.)sm'~*'"w<fw,    ' 


en  attribuant  successivement  à  ce  les  valeurs  met  i  — m, 
qui  sont  les  racines  de  l'équation  (14). 
Maintenant  on  a 

hx^  h^x*  li^x'' 

\  A — -  cos^>  H ros*'.)  A cos^w  +  etc. 

■1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

=  C09. [V -1  ■  XV' h . cos ..)  —  i  e-''^'^'""^ '"  4  i c-"'"''  '■"^  "'  ; 
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donc 

Celle  expression  peut  encore  se  simplifier;  car  on  a,  à  cause 
du  cliok  des  limites  et  de  la  nature  des  fondions  sin  w, 


cos  X, 


donc 


je-^"''^s\n\d:  :=  rV"*"sin\,'i. 


y==C,x"'    TV'^''-"»"' sin -"-'.(/.. 

+  C.X''-'"    rV^''-'^°*"'siu^--'^rf.>  (H) 

L  équation  (16)  ne  subsiste  que  sous  la  condition  que  -x 
désigne  une  quantité  réelle  positive ,  ou  une  quantité 
imaginaire  à  partie  réelle  positive.  Donc,  pour  ne  considé- 
rer que  le  cas  de  la  réidité  des  valeurs,  l'équation  (17)  ne 
subsiste  que  sous  la  condition  que  m  et  1  — 7/1  désignent 
des  nombres  positifs ,  ou  que  la  quantité  m  tombe  entre  les 
limites  0,  1.  Moyennant  cette  restriction,  Téquation  (17) 
donnera  l'intégrale  complète  de  l'équation  (13),  ex])rimée 
par  des  intégrales  définies. 

Aux  limites  m  =  0, 7nz=l,  l'équation  (13)  se  réduit  h 
y'  —  hif,  et  l'on  sail  que  dans  ce  cas  elle  a  pour  intégrale 
oomplM(* 

OuaiKl  (.11  r.iil  dans  la  formule  (17)  ??r=-; ,  elle  donne 
ef  cnmmo  li?  «lrii\roii',Uint<"«  .irliilmirr^  Co,  C,  so<'onfondriil 
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en  ime  seule,  on  n'a  plus  qu'une  int regale  particulière. 
Cependant .  môme  dans  ce  cas ,  on  obtient  Tintégrale  com- 
plète par  un  artifice  de  calcul  déjà  employé  [460].  Faisons 
dans  le  terme  qui  multiplie  Cq,  m=:^  et  dans  celui  qui 
multiplie  C,,  7W=^  -f-e  :  il  viendra 

J     o 

Or  on  a 

1-^=1  -  jiog  "  +  :^  (log  '0'  -  YYl  ^'"^^  "'^'  "^  ^^'^  ' 

de  sorte  que  si  Ton  développe  l'expression  (18)  suivant  les 
puissances  de  f,  et  qu'on  pose  CoH-Ci=A,  C,::=: — B,  il 
viendra 

+  Bj/x  pe^^''  •  '"^  "^  log  (a: sin^<^)rfa>  -f  ^BX. 

X  désignant  une  quantité  qui  conserve  une  valeur  finie 
quand  f  s'évanouit.  Donc,  si  l'on  pose  maintenant  i-  =  0,  ou 
aura 

+  V,v X  fV^'^ •  '''''"  (log X sm\,)d.>, 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (13)  qui  devient  dans 
ce  cas 

'472.  Si  m  a  une  valeur  positive  plus  grande  que  l'unité, 
le  terme  affecté  du  coeffu-eut  Ci  doit  ôtre  supprimé  dans 
l'équation  (17)  ;  et  au  contraire  on  ne  doit  conserver  que  ce 
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terme  quand  m  a  une  valeur  négative.  Dans  l'un  et  l'autre 
cas  on  n'obtient  donc  immédiatement,  sous  forme  finie, 
qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation  (13).  Soity,  cette 
intégrale  particulière  dans  laquelle  on  aurait  fait,  pour  plus 
de  simplicité ,  la  constante  arbitraire  égale  à  l'unité  :  on 
trouvera,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du  n°  467.  que 
l'intégrale  générale  est 

Si  l'on  pose  cos  w^Ç,  on  mettra  l'équation  (17)  sous  la 
forme 

+  0.07'-'»  /  __    e^Vh.^{\  —  f)-'»d!;; 

l'équation  (13)  aura  pour  intégrales  particulières,  dans  le 
cas  de  m  >  1 , 

r+1 

y=:CoX'»  j         e^t^/;-!:(1  — Ç'j^-irf,',  (20) 


(21  ; 


et  dans  le  cas  m  <  0, 

e         (1— ?')-"»(/;. 

Il  est  clair,  d'après  le  n°  313,  que  quand  m  désigne  un  nom- 
bre entier  positif,  l'intégration  définie  indiquée  dans  la 
formule  (20)  s'effectue,  et  qu'il  en  est  de  même  de  l'intégra- 
tion indiquée  dans  la  formule  (21),  lorsque  m  désigne  un 
nond)re  entier  négatif.  Donc  ,  toutes  les  fois  (jue  m  désigne 
un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  ou  a  sous  forme  finie, 
et  dégagée  du  signe  f,  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (13);  et  d'après  la  formule  (19),  la  détermination  de 
l'intégrale  générale  de  cette  même  équation  se  trouve  rame- 
née aux  quadratures. 
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*47l].  Rappelons  maintenant  que  l'équation  de  Kiccati 

y'+ay^  —  bx"  (^o) 

se  cliange,  lorsque  l'on  pose 

,       1      du 

on 

dhi 

é([iiation  qui  .devient  à  son  tour 
d^u      2w    ( 

7F'^T''dt 


d^u      2w    du 


et  enfin 

quand  ou  pose 

^+1 


d^v      m(m  —  1) 


—  t        m  = ,      k  = ,     v=ru. 

2 
Soit  m.=±i,i  désignant  un  nombre  entier  positif  :  on  tirera 
de  la  seconde  des  équations  précédentes 

—  4i 
n=—. \  (23) 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (22)  se  ramène  aux  qua- 
dratures, toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  entier  positif  : 
donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati  est  aussi 
ramenée  aux  quadratures,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  com- 
prises dans  la  formule  (23)  ;  ce  qu'on  trouverait  également 
eu  cherchant  dans  quels  cas  l'équation  de  Riccati  se  prête  à 
la  séparation  des  variables. 
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<1  \".  Inlégrales  siiigulièros  des  équations  dilTcrculielles  du  premier  ordre. 

474.  Soil 

rix,y,y')=0  (f) 

une  équalion  clilft'ivutielle  du  premier  ordre,  dont  on  al'in- 
ti'grale  complMe  sous  la  forme 

F(x.y,û)=0,  (fl) 

a  désignant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégi-a- 
lion  :  d'après  ce  qu'on  a  dcjà  vu  [liv.  IV,  chap.  II),  Téqua- 
lion 

'r{X,y)=0,  (v) 

rt'sultant  de  l'élimination  de  a  entre  l'intégrale  (a)  et  l'une 
des  écpiations 

dV  dV 

au  dij 

satisfait  encore  ?i  l'équation  (/')  dont  elle  est  une  intégrale 
singuli?'re  ;  iï  moins  cpi'elle  ur  se  confonde  avec  une  inté- 
gi'ale  particulière,  la  valeur  de  a  tirée  de  l'une  des  éipiations 
(a')  se  réduisant  h  une  constante,  ou  à  une  fonction  de  .t.j/ 
r(ui  elle-même  se  réduit  à  une  constante  en  vertu  de  l'équa- 
tion f'^).  On  sait,  de  plus.  (picré(pi;itioii  ('^)  apjiartieut  à  une 
ligne  qui  touche  «lu  i-uveloppc  toutes  les  ligui's  dont  le  sys- 
l('me  est  représi^nté  par  l'intégrale  générale  («).  tant  (pie  le 
paraniMrc  a  conserve  sou  indélerniiualion. 
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De  là  résulte  une  règle  très  simple  pour  trouver  les  inté- 
grales singulières  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  dont  on  a  préalablement  déterminé  l'intégrale  géné- 
rale :  nous  disons  de  plus  que  ces  intégrales  singulières 
peuvent  être  assignées,  sans  qu'on  ait  besoin  de  connaître 
l'intégrale  générale,  et  lors  môme  qu'il  y  aurait  impossibilité 
d'assigner  à  l'intégrale  générale  une  expression  analytique 
sous  forme  finie,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire. 

Effectivement  la  ligne  enveloppe  qui  représente  l'intégrale 
singulière  ne  peut  exister  que  lorsqu'il  y  a  intersection  entre 
les  lignes  qui  représentent  des  intégrales  particulières ,  et 
qui  répondent  à  des  valeurs  distinctes  de  la  constante  arbi- 
traire. Donc,  pour  les  valeurs  de  x,ij  relatives  à  ces  points 
d'intersection,  la  valeur  de  y'  en  x,y,  tirée  de  l'équation  (/"), 
doit  être  multiple  ;  c'est-à-dire  que  cette  équation^,  supposée 
algébrique,  doit  être  du  second  degré  ou  d'un  degré  supé- 
rieur par  rapport  à  y',  après  qu'on  en  a  fait  disparaître  les 
radicaux. 

11  suit  de  là  qu'en  général  tous  les  points  correspondant 
à  des  valeurs  de  x,y  qui  ne  rendent  pas  y  imaginaire,  sont 
les  points  d'intersection  de  deux  lignes  au  moins,  prises 
parmi  celles  qui  représentent  des  intégrales  particulières. 

Mais,  pour  les  points  situés  sur  l'enveloppe  ou  sur  la  ligne 
de  contact  de  toutes  ces  courbes ,  il  n'y  a  plus  d'intersec- 
tion 3  OU  du  moins  une  intersection  disparaît  :  donc  il  faut 
que  l'équation  (/"),  oii  l'on  considère  y'  comme  l'inconnue, 
acquière  alors  des  racines  multiples,  ce  qui  entraîne  la  con- 
dition 

—  =  0.  (f) 

dy'  ^'  ' 

Donc  réciproquement  l'équation  {(')  détermine  la  relation 
entre  x  et  y  qui  caractérise  la  ligne  de  contact  ou  l'intégrale 
singulière. 

T.  H.  17 
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Prenons  pour  exemple  l'équation  (lUFérentielle 

y'î(i«  _  r')  —  2.r»/y'  =  x*.  (I  ) 

qui  a  pour  intégrale  générale 

x«  —  lay  =  r»  +  o*,  (2) 

a  désignant  la  constante  arbitraire. 

La  première  écpiation  [a')  donne  dans  ce  cas  a= — y,  et 

cette  valeur  de  a,  substituée  dans  l'équation  (2) ,  donne 

pour  intégrale  singulière  j;'-]-?/' — r'=0.  Or.  sans  qu'on 

ait  besoin  de  connaître  l'intégrale  (2),réquation  [[)  fournit 

la  relation 

xxj    _ 


nï» 


et  cette  valeur  de  y',  substitué  dans  l'équation  (1),  repro- 
duit l'intégrale  singulière  déduite  en  premier  lieu  de  l'inté- 
grale générale. 

475.  Le  succès  de  cette  métliode  tient  à  ce  que  l'équation 
différentielle  est  préparée  de  manière  à  ne  pas  contenir  de 
radicaux.  Si  au  contraire  elle  était  résolue  par  rapport  à  y, 
ou  mise  sous  la  forme  y'  =  {{x,y),  la  méthode  se  trouverait 
en  défaut.  Mais  il  faut  remarquer  que  lorsqu'on  différentie 
réi|uation  (f)  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  x,  en  y  con- 
sidérant y'  comme  une  fonction  des  variables  a:,î/,  déter- 
minée implicitement  par  cette  équation,  ou  a 

dy'  _     (If  ^  (If      ^!jL  —  ^'lL-!lL 

(l;i  ''!l    <hl''       ''•'■  dx' dij' 

Or,  la  valeur  di'  y  en  x  qui  apjiarlieul  à  l'intégrale  singulière, 

/?  f 

fait  évanouir  —  :  donc  la  nirnic,  valeur  doit  rendre  infinis 
d\i 

les  coeflicienls  dillërenticls-T^, -^,  après  qu'on  v  ^  subsli- 

ay    dx     '         ^         '' 

tué  pour  y'  sa  valeur  eu  x.y,  tirée  de  l'équation  [f).  Par 

conséquent,  si  l'on  peut  déduire  des  équations 


I 
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di{x,y)  dï{x,ij) 

— 3 -=00,     — =00, 

dij  dx 

une  valeur  de  y  en  x  qui  satisfasse  aussi  à  l'équation  [f), 
cette  valeur  reproduira  l'intégrale  singulière. 

Par  exemple,  l'équation  (1) ,  résolue  par  rapport  à  y  , 
donne 

d'où 

di{x,y]  _      X       y/ar^  +  y^  — r-dry 

dy  x^ — r^      V  ^'^  -\-  y'^  —  ''^ 

d{[x,y)      -  (x'  +  r')y  V x"  +  y'  —  r'^  ^  r\x''  +  y'  —  >")  ^  A' . 

(/x     ""  {x'  —  r''i^Vx'-\-y^  —  r^ 

et  ces  valeurs  deviennent  infinies  quand  on  pose 

ce  qui  satisfait  à  l'équation  (1)  dont  on  obtient  ainsi  l'in- 
tégrale singulière. 

476.  Quand  on  dilférentie  l'équation  [(),  en  y  traitant 
y, y'  comme  des  fonctions  implicites  de  x,  il  vient 

dx^  dy''   ^  dy'^  ' 

d'oii 

Mais  la  valeur  de  y  en  a?  qui  donne  l'intégrale  singulière  , 
dy' 


annule  -—^  et  réduit  l'équation  (/")  à 

df      df    ,  _    ^ 

dx      dy  ' 

donc  cette  même  valeur  de  y  en  x  met  sous  la  forme  f  la 
valeur 


y  =-, 


?(-^,?/»y') 


donnée  par  l'équation  (c)  ;  ce  qui  fournit  encore  un  autre 


2G0  I.IVRF.    VI.    —    CHAPITRE    IV. 

prûcéd('  pour  trouvei-  rinti'grale  singulière.  En  eiïet .  Ton 
posera 

puis  on  éliminera  successivement  y'  entre  chacune  de  ces 
deux  équations  et  la  proposée  (/").  Si  les  deux  équations 
résultantes  ont  un  facteur  rf»mmiin.  ce  facteur  donnera  Tin- 
tégi'ale  singulière  cliercliée. 

En  opérant  de  cette  manière  sur  l'éqnation  (1)  ,  on 
trouve 

L'élimination  de  y'  entre  la  proposée  et  chacune  des 
équations 

yi/'  +  x  =  0,    yV  — r^)  — a;î/  =  0, 

donne  pour  résultantes  où  le  facteur  commun  est  en  évi- 
dence, 

-(^'  +  .'/  -  r')  =  0,     ^-f!—(x^-+r-r')==  0. 
y-  X-— r^' 

*477.  Il  est  essentiel  de  remarcpier  que  la  considération 
géométrique  sur  laquelle  on  s'est  fondé  dans  les  trois  n°'qui 
précèdent,  s'applique  à  toutes  les  lignes  de  contact  des 
courbes  données  par  l'intégrale  générale,  aussi  bien  à  celles 
qui  pourraient  exceptionnellement  représenter  des  inté- 
grales particulières  qu'à  celles  cpii  représentent  des  inté- 
grales singulières.  Ainsi ,  après  qu'on  aurait  cherché  les 
intégrales  singulières  par  l'un  des  procédés  indiqués  ci- 
dessus,  il  faudrait  en  outre  s'assurer  cpi'on  ne  peut  pas  les 
faire  rentrer  dans  l'intégrale  générale  ,  en  particularisant 
convenablement  la  constante  :  véri lirai ictn  iuipossible,  tant 
que  liiilégrale  générale  n'est  pas  doimée.  Le  caractère  dis- 
tinctif  des  intégrales  singulières  doit  donc  se  tirer  de  consi- 
dérations analytiques,  et  pour  cela  il  faut  reprendre  la  ques- 
tion d'un  nrtuveau  poiiil  fie  vue. 
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Considérons  une  (jquation  différentielle  du  premier  ordre, 
mise  sous  la  forme 

à  laquelle  satisfait  l'équation  î/  =  X,  X  désignant  une  cer- 
taine fonction  de  x,  sans  constante  arbitraire,  de  sorte  qu'on 
ait  identiquement,  quel  que  soit  x , 

^-f(^',X)=0.  (e) 

ax 

Pour  que  l'équation  y=X  coïncide  avec  une  intégrale 
particulière,  il  faut  que  l'intégrale  générale  puisse  être  mise 
sous  la  forme 

y==X  +  ^f,  (g) 

s  désignant  la  constante  arbitraire,  et  o  une  fonction  de  x 
et  de  e,  qui  ne  s'évanouit  ni  ne  devient  infmie  pour  £=0. 
On  aura  en  même  temps 

f{x,y):=:.îix,X)+{sfY.n,  {h) 

k  désignant  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  e  qui 
soit  facteur  de 

î(x,X+ef)-î{x,X), 

et  71  indiquant  une  fonction  de  x  et  de  £9,  qui  ne  devient 
point  nulle  ou  infinie  pour  t=  0.  Posons 

?  =  ?o+2"'?i  +  £"*?2+etc., 
'^ = 7^0  +  M'^' î^t + (s?)^'^3+ etc.  / 

en  désignant  par  9,,  tt..  des  fonctions  de  x,  et  par  «.,  /3.  des 
exposants  positifs  formant  une  série  croissante  :  puisque  la 
fonction  f  est  donnée ,  on  connaîtra  le  développement  de 
f(ic,X-}-eo)  suivant  les  puissances  de  ecp  ;  et  par  conséquent 
les  fonctions  tt.,  ainsi  que  les  nombres  j3.,  sont  censés  con- 
nus :  il  s'agit  de  déterminer  les  fonctions  9,  et  les  exposants 
a,  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  (h)  indépendamment 
dee. 
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Or,  la  substitution  donne,  après  qu  on  a  supprimé  les 
termes  qui  se  détruisent  en  vertu  de  l'équation  (e), 


.^  +  (.,  +  <)----7^  +  ('.  +  i>'-^'+  etc. 
lU  clx  dx 


(^) 


=  n?o+^=''>.  +  ^>  +  etc.) 

+  ^""^V  +  ^"'?.  +  ^%i'+  etcO'+P'rr,  +CtC. 

Supposons  A==  1  :  on  aura,  pour  déterminer  ço,  l'équa- 
tion 

■^  =  ?o~o.    dou    ?o  =  ^       ; 

il  faudra  poser  ensuite 

et  en  continuant  ainsi,  on  déterminera  de  proche  en  proche 
toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  développement  de  9, 
c'est-à-dire  qu'on  développera  l'intéi^^rale  générale  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  s. 

Soit  A:  >  1  :  on  ne  pourra  rendre  l'équation  (a)  identique 
qu'en  posant  d'abord 

~—z=zO,      ou       <p::=COnst. 

Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  cette  constante  égale  à 
l'unité  :  on  fera  ensuite 

«.=  ^"^       i'\+  \)~=Tr^,       d'où      j-,  =— — -/Trorfx; 

et  en  prolongeant  le  môme  calcul ,  on  obtiendra  encore  suc- 
cessivement tous  les  termes  du  développement  de  l'intégrale 
générale. 

Mais  si  l'on  a  au  contraire  A"  <  1 ,  il  sera  impossible  de 
rendre  l'équation  (a)  identique  :  par  conséquent  la  solution 
t/  =  X  ne  pourra  par,  résulter  de  l'intégrale  générale  moyen- 
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nant  la  particularisation  d'une  constante  arbitraire  ;  ce  sera 
donc  une  intégrale  singulière  da  la  proposée. 

Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  sur  les  cas  de  défaut  de  la 
série  de  Taylor  [106],  la  valeur  X,  pour  laquelle  l'exposant 
A:  est  <  1 ,  rend  infinie  la  dérivée 

dy         dy' 

du' 
donc  l'écniation -^=^Go  est  le  véritable  critérium  des 
^  dy 

intégrales  singulières,  et  les  renferme  toutes  comme  fac- 
teurs ,  à  r exception  de  celles  qui  seraient  de  la  forme 
X  =  const.y  et  qu'on  obtiendra  en  traitant  dans  la  proposée 
la  variable  ij  comme  indépendante. 

Par  conséquent,  en  nous  reportant  aux  équations  {h),  si 

les  valeurs  de  i/  en  5c  qui  font  évanouir  — ,  conservent  aux. 

dérivées  -/-,  -—  des  valeurs  finies ,  ces  valeurs  appartien- 
t/y  dx 

dront  à  des  intégrales  singulières  de  (()  ;  mais  si  elles 
annulent  ces  mômes  dérivées ,  il  faudra  chercher  par  les 
procédés  ordinaires  les  valeurs  des  seconds  membres  des 
équations  [h),  qui  se  présentent  alors  sous  forme  indéter- 
minée. Quand  ces  valeurs  seront  infinies,  les  solutions  qu'il 
s'agit  d'éprouver  constitueront  encore  des  intégrales  singu- 
lières ;  sinon,  elle  rentreront  dans  la  catégorie  des  intégrales 
particulières,  et  néanmoins  continueront  de  représenter  des 
lignes  enveloppes. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner ,  d'après 
Poisson,  n'est  pas  exempte  des  difficultés  attachées  à  l'em- 
ploi des  séries  qui  peuvent  devenir  divergentes  :  nous  au- 
rons encore  à  revenir  sur  ce  sujet ,  en  parlant  de  la  con- 
struction des  équations  différentielles. 

*478.  Par  les  équations  (rf),  (e),  (gf),  W,  on  a 
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^%— X) 

et  si  Ton  clianiin  do  variables  en  ])osant  //  —  X  =  7/,  celte 
équation  devient 

(lu 

t:  désignant  alors  une  fonction  des  variables  x,ii,  qui  n'ac- 
quiert pas  une  valeur  nulle  ou  infinie  pour  î(  =  0.  Nous 
pouvons  encore  clianger  de  variables  et  prendre  à  cette  fin 
2i'-*==y,  ce  qui  mettra  l'équation  dilîérentielle  sous  la 
forme 

Pour  A:<  1,  cette  dernière  équation  se  décompose  d'elle- 
même  en  deux  autres 

dy 

La  première,  ({ui  équivaut  li  ij  —  X=  0,  donne  l'intégrale 
singulière  ;  la  seconde  au  contraire  ne  peut  plus  être  satis- 
faite par  cette  intégrale  singulière,  puiscpic  tt  est  une  fonc- 
tion qui  ne  s'évanouit  pas  avec  v. 

Donc,  lorsqu'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
comporte  une  intégrale  singulière,  on  })eut  par  un  change- 
ment de  variables  la  transformer  en  une  autre,  oîi  l'inté- 
grale singulière  apparaît  comme  facteur  commun  ;  de  sorte 
qu'après  la  suppression  de  ce  facteur,  la  transformée  n'a 
plus  d'intégrale  singulière,  et  représente  dans  un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  une  série  de  lignes  qui  n'ont 
pas  d'envelo})pe. 

*  479.  Appliquons  ceci  .^  l'équation 
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dont  l'intégrale  générale  est 

7j  =  '2,ax—  a^,  (4) 

et  qui  représente  en  conséquence  un  système  de  droites 
ayant  pour  ligne  de  contact  la  parabole  x'  —  y=^0.  Faisons 
x^  —  ij  =  ii  =  v^  :  réquation  (3)  deviendra 

-=:p2^»,    OU    »(;^-<)  =  0. 
Après  la  suppression  du  facteur  v,  il  restera  l'équation 
^±1=0,  qui  a  pour  intégrale  générale 

y  =  +  (x  —  a),  (3) 

et  qui,  lorsqu'on  prend  x  pour  abscisse,  et  v  pour  ordonnée 
rectangulaire  ,  représente  un  système  de  droites  parallèles , 
n'ayant  point  par  conséquent  de  ligne  de  contact.  D'ailleurs, 
si  l'on  substituait  pour  y  sa  valeur  en  v  et  a;  dans  l'équation 
(4),  on  retomberait  sur  l'équation  (5). 

L'application  de  cette  méthode  à  l'équation  (1)  ne  serait 
pas  exempte  de  quelques  difficultés ,  dans  le  cas  où  l'on 
voudrait  conserver  x  comme  variable  indépendante.  Mais 
si  l'on  met  cette  écpiation  sous  la  forme 


{x^  —  r'')dy  =  xdx{y  ±  ï/a;^  +  ?/'  —  r% 

et  si  Ton  chasse  ensuite  x'^  et  xdx  au  moyen  des  équations 
auxihaires 

X-  -{- y'^  —  r^  =  u^,     xdx  +  ydy  =  udu, 

eUe  prendra  la  forme  très  simple  u(du  zfdij)  =  0  ;  de  sorte 
qu'après  la  suppression  du  facteur  u,  elle  ne  comportera 
plus  d'intégrale  singulière. 

*480.  Inversement,  on  peut  transformer  une  équation 
différentielle  qui  n'admet  pas  d'intégrale  singulière,  de 
manière  qu'après  la  transformation  elle  admette  pour  inté- 
grale singuhère  une  équation  donnée.  Soit ,  par  exemple, 
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l'équalion  trouvée  ci  dessus  —  i  1  =  0 ,   dans    laquelle   il 

ux 

s'agit  de  substituer  pour  v  une  fonction  de  x  et  d'une  nou- 
velle variable  z,  telle  qu'après  la  substitution ,  l'équation 
résultante  admette  pour  intégrale  singulière  l'équation  li- 
néaire 

z  —  mx  =  0.  (6) 

On  nmltipliera  la  proposée  par  (z  —  mx)\  k  désignant  un 

nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité,  ce  qui  la  changera  en 

{z  —  mxYdv  ±{z  —  mxydx  ==  0.  (7>- 

Cela  fait,  déterminons  la  variable  z,  qui  doit  être  fonction 
de  V  et  X,  de  manière  qu'on  ait 

dz 

— -  =  (z  —  mxf  : 
dv 


il  viendra  par  l'intégration 

(z  —  mj:)'~* 


:y  +  X, 


1  —k 

X  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x  ;  et  par  suite 

dz  —  mdx  :=  (2  —  mxy(dv  +  dX). 

Tirons  de  là  la  valeur  de  dv  et  substituons-la  dans  l'équation- 
(7)  :  celle-ci  deviendra 

dz  —  mdx  —  (-  —  mxy{dX  ^-dx)  =  0 , 

et  il  est  visible  que  l'équation  (6)  y  satisfera  comme  inté- 
grale singulière. 

*481.  Nous  avons  vu  [448]  que  l'équalion  du  j)rcmier 
ordre 

étant  soumise  à  une  seconde  dilférenliation ,  donne  l'équa- 
tion du  second  ordre 
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qui  se  décompose  immédiatement  en  deux  facteurs  ,  dont 
l'un  fournit  l'intégrale  générale,  et  l'autre  l'intégrale  singu- 
lière de  la  proposée.  Il  faut  généraliser  ce  fait  de  calcul,  et 
montrer  que  lorsqu'une  équation  du  premier  ordre  admet 
une  intégrale  singulière,  on  peut  toujours  la  mettre  sous 
une  forme  telle  que  sa  dérivée  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs, dont  l'un  donne  l'intégrale  singulière^  par  l'élimina- 
tion de  î/'  avec  la  proposée,  tandis  que  l'autre^  qui  est  an- 
nulé par  la  valeur  de  y  enx  tirée  de  l'intégrale  générale,  ne 
Test  plus  par  la  valeur  tirée  de  l'intégrale  singulière. 
L'équation 

dF  ,   dF   ,      ^ 

étant  résolue  par  rapport  à  a  donnera 

a=z7z{x,y,y');  (i) 

et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (a), 
l'équation  résultante 

n^,y,^)  ^  0  0') 

équivaudra  à  l'équation  (f),  en  ce  sens  que,  si  elles  ne  se 
confondent  pas,  on  passera  de  l'une  à  l'autre  en  multipliant 
le  premier  membre  de  la  première  par  une  fonction  conve- 
nablement choisie  des  variables  x^  y,  tf .  Or,  en  différen- 
tiant  l'équation  (;),  l'on  a 

d¥      dV    ,       d¥ /di:      d-    ,      d^z    A_. 
dx      dy  dn  \dx      dy  dy'     J 

et  de  plus  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  identi- 
quement nulle,  puisqu'on  a  substitué  pour  a,  dans  la  fonc- 
tion F,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a'i)  :  donc  la  dérivée 
de  l'équation  (j)  se  réduit  à 

dF/f/-       diz    ,       d-^      \ 
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et  se  décompose  en  deux  facteurs 

d-       (h  dn 

dx       a//  dy 

L'équation  (jj,  qui  est  du  second  ordre,  a  évidemment 
pour  intégrale  du  premier  ordre  l'équation  (j)  ;  et  l'élimina- 
tion de  ij'  entre  les  équations  (i)  et  (j)  aura  lieu  si  l'on  éli- 
mine 7:  entre  les  mêmes  équations,  ou  si  l'on  remplace  r 
par  a  dans  l'équation  (j),  c'est-à-dire  que  cette  élimination 
donnera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

De  même  l'élimination  de  y'  entre  les  équations  (i)  et 
(ji)  s'opérera  par  l'élimination  de  -r.  entre  les  mêmes  équa- 
tions, ou  par  l'élimination  de  a  entre  l'équation  (a)  et  sa 
dérivée  par  rapport  à  a  :  elle  conduira  donc  à  l'intégrale 
singulière  de  la  proposée,  ou  du  moins  à  l'équation  d'une 
ligne  de  contact  des  courbes  qui  en  représentent  les  inté- 
grales particulières. 

On  voit  aussi  par  ce  calcul  que  la  valeur  de  ?/  en  a;  tirée 
de  l'intégrale  singulière,  laquelle  donne  pour  y  une  valeur 
qui  vérifie  la  proposée,  ne  donne  pas  pour  ij  une  valeur 
propre  à  vérifier  l'équation  (J2),  ni  par  conséquent  pour  7/'", 
y'\  etc.,  des  valeurs  propres  à  vérifier  les  dérivées  succes- 
sives de  la  proposée. 

Appliquons  cette  analyse  à  l'équation  (2)  :  on  aura 


d'où 


dF      d¥   , 


7r=-,      V(x^y,n)=x'—:^  -  ^^-r':=^0,  (8) 


équation  rpii  se  confondrait  avec  (1)  par  l'expulsion  du  dé- 
nominateur ï/'*.  La  diflérentiation  de  l'équation  (8)  donne 
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y'      y"       y"      y"       ' 

ou  bien 

La  valeur  de  y'  tirée  de  Téquation  y  -j-  -=  0,  et  substituée 
dans  la  proposée,    donne   l'intégrale    singulière 

L'autre    facteur  est  la   dérivée  par   rapport  à  a;  de  la 

rp  rp 

fonction  —  :  l'intégration  donne  donc  -~z=.a;  et  cette  va- 
y  y 

leur  de  y',  substituée  dans  la  proposée,  reproduit  l'équa- 
tion (2). 

*§  2.  Intégrales  singulières  des  équations  différentielles  des  ordres 
supérieurs. 

482.  Soit 

F(x.yy,/,...y.»  =  0  (K) 

une  intégrale  première  de  l'équation   de   l'ordi^e   n  +  1 

a  désignant  la  conslante  arbitraire  introduite  par  l'intégra- 
tion :  si  l'on  élimine  a  entre  l'équation  (K)  et 

rfF 

l'équation  résultante 

?(^.jy./,..-/"')^o  (x) 

satisfera  aussi  à  l'équation  (A)  et  en  sera  une  intégrale  sin- 
gulière ,  sauf  le  cas  exceptionnel  oii  la  valeur  de  a  tirée  de 
l'équation  (K)  se  réduirait  à  une  constante;,  immédiatement 
ou  en  vertu  de  l'équation  (x),  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  pour 
les  équations  du  premier  ordre. 
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L'équation  (A;)  a  n  intégrales  premières  de  l'ordre  71,  que 
Ton  peut  représenter  par 

Fn{x,y,y',y",,..y'"\a^)  =  0. 

Or,  si  Ton  élimine  respectivement  les  constantes  arbitraires 
de  chacune  de  ces  intégrales,  au  moyen  des  équations  dé- 
rivées 

^F,  (IFi  dF„ 

da^  dtti  da„ 

on  retombera  toujours  sur  la  même  intégrale  singulière. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  une  équation  du  second 
ordre 

f{^,y,y',y")^o,  (/) 

dont  l'intégrale  complète  soit 

F{x,y,ai,ai)  =  0,  (L) 

«,,«2  étant  les  constantes  introduites  par  les  deux  intégra- 
tions successives. 

Par  la  théorie  générale ,  on  aura  les  deux  intégrales  du 
premier  ordre ,  en  éhminant  alternativement  rt,  et  «.,  entre 
l'équation  (L)  et  sa  dérivée 

r/F       r/F    , 

-j-  +  —y'=0,  (L') 

dx       dy 

que,  pour  plus  de  commodité,  nous  représenterons  par 

Cette  élimination  donnera 

^\('^..V;,y'.a.)  =  0,     Fî(x,j/,//',flj)  =  0  ; 
puis  on  nura  les  intégrales  singulières  du  premier  ordre,  en 
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chassant  a,  et  a.j  de  chacune  de  ces  équations,  au  moyen  des 
suivantes 

da^  da  '  ' 

Supposons  que  ce  soit  l'intégrale  singulière  donnée  par 
F,  que  nous  voulions  obtenir  :  le  calcul  indiqué  revient  à 
éhminer  a,,  Cj  entre  les  équations  (L),  (f),  et  la  dérivée  de 
celle-ci 

dï        d{    da„ 

prise  par  rapport  à  a,  et  a. ,  mais  en  considérant  a^  comme 
une  fonction  de  a,,  implicitement  déterminée  par  l'équa- 
tion (L).  On  a  donc 

da^__dF_cîF_ 

da^  da^   da^' 

ce  qui  change  l'équation  (f  )  en 

d¥  ^  di        f^F    _^  _  n 

daj  da^       da^     da^         '  ''^' 

Ainsi  l'intégrale  singulière  cherchée  résulte  de  l'élimination 
de  ai,a^  entre  les  équations  (L),  (f),  (f,,)  ;  et  comme  la  der- 
nière équation  ne  changerait  pas  par  la  permutation  des 
indices,  la  proposition  se  trouve  démontrée.  Il  est  facile 
d'étendre  cette  démonstration  aux  équations  d'un  ordre 
quelconque. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

y"2 -LL-^i—O,  (9) 

qui  a  pour  intégrale  complète 
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et  pour  ses  deux  intégrales  du  premier  ordre 

Les  équations  (L'is)  deviennent 

et  Ton  a  par  l'élimination 

La  seconde  équation  comprend  la  première  et  n'a  pas  plus 
de  généralité  :  car,  si  l'on  égale  à  zéro  le  facteur  y  —  xij', 
on  en  tire  une  valeur  de  y'  qui  ne  satisfait  pas  à  l'équation 
proposée  du  second  ordre. 

483.  Le  théorème  du  n"  481  s'applique  sans  difficulté 
aux  intégrales  singulières  des  équations  d'un  ordre  quel- 
conque. Admettons  que  la  proposée  soit  du  second  ordre  et 
représentée  par  l'équation  (/),  en  sorte  qu'elle  ait  pour 
Tune  de  ses  intégrales  du  premier  ordre 

F.(a;,yy,«.)=0:  (L.) 

en  chassant  a  au  moyen  de  l'équation 

qui  donne 

0.  =  n{x,y,y'y"), 

on  a  l'équation  du  second  ordre 

l\{x,y,y',r:)  =  0,  {n) 

identique  avec  la  proposée  (/),  ou  qui  n'en  dilFère  que  par 
la  présence  d'un  facteur  commun,  fonction  de  .r,y.//',y'. 
D'un  autre  côté,  en  cliassanl  a,  de  Técpiation  (L,)  par  sa 

valeur  tirée  de  ~  =  (K  on  a  l'intéurale  singulière.  Or,  si 
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l'on  difïérentic  réquation  (tt),  en  supprimant  les  termes  qui 
disparaissent  en  vertu  de  l'équation  (L'J,  il  vient 

dY  /dn    ,    drz  dK  drz  \ 

et  la  démonstration  s'achève  comme  dans  le  n"  cité.  On  en 
conclut  de  même  que  la  valeur  de  y'  en  x^y,  tirée  de  l'inté- 
grale singulière,  laquelle  donne  pour  vj'  une  valeur  qui  vé- 
rifie la  proposée,  ne  donne  pas  pour  ?/'",  y^^ ^  «^^  etc.  des 
valeurs  propres  à  vérifier  les  dérivées  successives  de  la  pro- 
posée. 

En  prenant  pour  f—  0,  F,  =  0,  les  équations  (9)  et  (10), 

on  a  -  =  -: ,  d'où 
y 

équation  qui  se  confondrait  avec  (9),  si  l'on  en  multipliait 
tous  les  termes  par  — .  La  différentiation  de  l'équation  (U) 
donne 


y'  ■  xy'y'"     ^_fV^_A 
y        y  y^      y'^ 


ou  bien 


1/  ^  \x     y  y  \  xj 


y  ^^    y" 

La  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation 

X       y 

et  substituée  dans  l'équation  (H),  ramène  l'intégrale  sin^-u- 
lière x"  —  \f-^=z{).  D'autre  part,  de  l'équation  du  troisième 
ordre 

y" 

y     -~~-0, 
T.  n.  48 
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onlirc,  en  inl<''i,Tant,-  =  a,  ;  et  cotte  valeur,   siiLslituée 

y       . 

(lan^  rt'qiialion  (11),  reproduit  l'intégrale  (10). 

484.  LY-quation  (>t),  qui  est  de  Tordre  h,  romporte  une 
intégrale  générale  de  Tordre  n  —  1 

et  comme  cette  intégrale  doit  satisfaire^  non-seulement  à 
l'équation  (x),  mais  à  toutes  ses  dérivées,  il  en  résulte  que 
les  valeurs  de  y'"',  î/'"+^^  tirées  de  l'équation  (4))^  coïncident 
avec  celles  qu'on  tirerait  de  l'équation  (x.)  :  par  conséquent 
Téquation  (<1>)  satisfait  à  la  proposée  [h],  aussi  l»ien  que  (x). 
Concevons  maintenant  que  l'équation  (x)  ait  une  intégrale 
singulière 

d' après  la  remarque  du  n"  précédent ,  on  en  tire  pour  ï/f"+') 
une  valeur  qui  ne  coïncide  pas  avec  celle  que  fournirait  la 
dérivée  de  (x)  :  donc  l'éipiation  {^)  qui  satisfait  C(»mme  inté- 
grale singulière  à  réc^uation  (x),  ne  satisfait  pas  à  la  propo- 
sée (A;)  dont  (x)  est  déjà  une  intégrale  singulière. 

Ou  prouve  encore  la  même  chose  par  le  raisonnement 
suivant,  que  nous  appli(juerons ,  pour  plus  de  clarté,  ;\ 
Téquation  du  second  ordre 

f{x,^/:>/")=o.  (/) 

Sou  intégrale  singulière  du  prcuiicT  ordre 

?(.^..vy)=-0  (À) 

résulte,  connue  ou  l'a  dit,  «le  l'élimination  de  a,, a,  entre 
les  é(iualions  (L),  (f)  et  (f,.,).  Soit  ^  (x,î/)  =  0  une  inté- 
grale singulière  de  (X)  :  nous  disons  que  cette  intégrale  no 
diffÎTe  pas  de  l'équation  qu'on  obtiendrait  eu  éliminant  a,, 

«^,  culn'  l'éijuatidu  (L)  et  ses  dt'rivées 
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dF  dF 

En  eûei ,  l'équation  ainsi  obtenue  satisfait  au  système  des 
équations  (L),  (L'),  {î\J,  et  par  conséquent  vérifie  l'équa- 
tion (X)  dont  elle  est  l'intégrale  singulière ,  attendu  qu'elle 
ne  contient  pas  de  constante  arbitraire. 

Maintenant  on  sait  que,  pour  obtenir  l'équation  (l) ,  il  faut 
éliminer  a^,a^  entre  l'équation  (L)  et  ses  dérivées  du  pre- 
mier et  du  second  ordre,  prises  en  traitant  a^^a^  comme  de» 
constantes,  savoir 

(^P      dF    ,     ^ 
d'F      ^   d^F     ,       d^F    „       rfF    „ 

Quand  a^  ,a^  ne  sont  plus  des  constantes,  mais  des  fonctions 
de  x,y,  déterminées  parles  équations  ((L)),  l'équation  (L') 
est  encore  satisfaite  ;  mais  l'équation  (L")  ne  l'est  plus,  et 
par  suite  l'équation  (/)  ne  peut  pas  l'être. 
485.  Prenons  comme  exemple  l'équation 

qui  a  pour  intégrale  seconde 

pour  intégrales  du  premier  ordre 

y  +  (^-a\)x'--ii-'ila,)xy'-al^y'*=:0, 

2  x' 

et  pour  intégrale  singulière  du  même  ordre 
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En  résohaiil  (  cite  ck'niiî'n'  l'ijiiatioii  par  i.i|ii;.>rl  à  jy',  on 
la  mut  sous  la  l'orme 

8^'  +  4:r-f  2a.'» 


-=2V/l+x%  (15) 


d'où  en  intégrant, 

V  t6^-f  u-'-}-x*=xv/r^FP  — iog(v/r+x*— x)4-f. (ic) 

L'équation  (16)  satisfait  à  la  proposée  (12);  mais  comme 
elle  ne  contient  qu'une  constante  arbitraire  c,  et  qu'elle  ne 
peut  pas  rentrer  dans  l'intégrale  générale  (13)  par  mi  choix 
convenable  des  constantes  a,,  a,,  elle  constitue  encore  une 
intégrale  singulière  de  la  proposée. 

L'équalion  (14)  comporte  elle-même  une  intégrale  singu- 
lière, qu'on  trouverait  en  faisant  usage  dos  méthodes  indi- 
quées ci-dessus,  mais  que  l'on  déterminera  plus  simple- 
ment en  formant  les  équations  ((L')),  qui  deviennent  alors 

Les  valeurs  de  a^,a^  qu'on  en  déduit,  étant  reportées  dans 
l'équation  (13),  il  vient 

et  cette  dernière  équation  satisfait  visiblement  aux  équa- 
tions (14)  ou  (15),  mais  non  pas  à  la  proposée  (12). 

486.  L'é([ualion  (x.)  comprend  en  général  les  dérivées 
de  y,  jusqu'à  ?/>"'  inclusivement  ;  mais  il  peut  arriver  aussi 
que  7/ "^  disparaisse  de  la  fonction  9,  et  alors  cette  même 
expiation  est  une  intégrale  singuHère  de  la  proposée,  de  l'or- 
(li-c  72  —  1 .  Llle  serait  une  intégrale  singulière  de  l'ordre 
ji  —  2,  si  ?/'""'*  dispai-aissait  égaleuicnt  do  la  fonction  o,  et 
ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  l'équalion  du  second  ordre 

(.'7/  - 1  )  Uy "  -  !/>/  I  2x»/y ")'  -  J-i/{y  +  xy ') 'y'*  -  0, 


DKS    ÉQUATIONS    INTÉGRALES    SINGULIÈRES.  277 

qui  a,  pour  l'une  de  ses  intégrales  complètes  du  premier 
ordre,  l'équation 

yij'^  —  'ia^xyy'  -{-a]x  =  0.  (17) 

On  formera  l'intégrale  singulière  de  la  proposée,  en  chas- 
sant a,  de  l'équation  (17),  au  moyen  de  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à  a, .  Ce  calcul  donne 

yy"(xy'-i)=0; 
d'où  les  trois  solutions 

y'  =  0,     t/  =  0,    xy  —  \=0, 
qui  sont  trois  intégrales  singulières  de  la  proposée,  la  pre- 
mière du  premier  ordre  et  les  deux  autres  algébriques,  ou 
de  l'ordre  zéro. 

487.  Les  valeurs  de  yW  en  x,y,y',  .  .  .  y^"-^^  qui  véri- 
fient Péquation  {k)j  et  qui  rendent  infinie  la  dérivée 

î^  in) 

tirée  de  cette  même  équation  {k),  sont  des  intégrales  singu- 
lières de  la  proposée ,  de  l'ordre  n,  et  toutes  les  intégrales 
singulières  de  l'ordre  n  doivent  rendre  infinie  la  dérivée 
{il).  D'autres  conditions  sont  encore  exigées ,  si  l'intégrale 
singulière  s'abaisse  accidentellement  à  un  ordre  inférieur  : 
mais  nous  renverrons  pour  ces  détails,  qui  sortent  des 
éléments,  aux  Leçons  de  Lagrange  sur  le  calcul  des  fonc- 
tions, et  plus  particulièrement  encore  à  un  mémoire  de 
Poisson,  inséré  dans  le  13'  cahier  au  Journal  de  l'Écoh 
polytecJiu'ujdc. 


CHAPITRE  V. 

APPUCATlONîi    GÉOMÉTRIQUES    DE    LA    THÉORFL    DE    l'iNÏLlIRAïION 
DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES    A   DEUX    VARIABLES. 


488.  Nous  traiterons  dans  ce  chapitre  de  quelques  ques- 
tions de  géométrie  qui  se  rapportent  à  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  à  deux  variables  ;  et  d'abord  nous  nous 
proposerons  de  déterminer  les  bgnes  dont  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  à  la  normale  [172],  condition  qui 
s'exprime  par  l'équation  différentielle  du  second  ordro 

y 
ou 

k  désignant  un  rapport  constant,  et  les  signes  supérieur  ou 
inférieur  devant  être  choisis  selon  que  le  rayon  de  courbure 
doit  être  dirigé  dans  le  sens  de  la  normale  ou  en  sens  con- 
traire. 

L'équation  (a)  est  de  celles  où  la  variable  indéfteiidanto 
n'entre  pas  [451]  ;  elle  se  met  sous  la  l'orme 

du'  du' 

d'où 

dy      _  ki/'dt/' 
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tt  en  intégrant  deux  fois  de  suite, 


X  —  a  = 


(*) 


La  quadrature  indiquée  s'obtient  sous  forme  finie  pour  les 
deux  valeurs  A;  =  1 ,  /c  =  2.  Soit  en  premier  lieu  /c  =  1  :  on 
a,  en  prenant  le  signe  supérieur, 


équation  d'un  cercle  de  rayon  arbitraire,  et  qui  a  son  centre 
sur  l'axe  des  x.  Il  est  évident  en  effet  que,  pour  un  cercle 
ainsi  placé,  la  normale  se  confond  en  grandeur  et  en  direc- 
tion avec  le  rayon  de  courbure.  Le  signe  inférieur  donne 

d'oil 


y-^yy^~b'=be  *  ' 
éqaation  de  la  chaînette  [384], 

Lorsqu'on  fait  /t  =  2.  et  qu'on  prend  le  signe  supérieiu-, 
réquation  (h)  donne 

^— //^  '"' 

équation  d'une  cycloïde  qui  a  l'axe  des  x  pour  base  et  dont 
le  cercle  générateur  a  pour  rayon  ^  è.  On  sait  eifective- 
ment  [198]  que,  pour  la  cycloïde  ainsi  placée,  le  rayon  de 
courbure  est  double  de  la  normale  et  dirigé  dans  le  même 
sens. 
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Quand  on  prend  le  signe  inférieur,  il  vient 


-"=v'/i7|j  =  2vH'/-i), 


équation  d'une  }>arabok'.  dont  l'axe  serait  per[iendiculaire 
à  CL'lui  desj:,  et  qui  aurait  son  sommet  au  pointx  =  a, 
y  =  b. 

489.  Si  le  rayon  de  courbure,  dans  la  courbe  clierchée^ 
devait  être  réciproque  à  l'abscisse,  on  aurait  pour  Féquci- 
tion  du  problème 


et  en  intégrant 


a+y'y 


x^  +  c  =  -f-  —  ,     di/=  + 


Nous  pouvons  désigner  la  constante  c  par  —  b\  la  con- 

stanteA'par— ,  ce  qui  rend  l'expression  homogène,  et  enfin 

permuter  entre  elles  les  lettres  x,ij,  au  moyen  de  quoi  Té- 
quation  précédente  devient  identique  avec  la  première 
équation  (12)  du  n"  387.  La  courbe  cpii  jouit  de  la  propriété 
énoncée  est  donc  celle  à  laquelle  nous  avons  donné  dans  le 
n°  cité  le  nom  de  courbe  élastique,  précisément  à  cause  de 
la  propriété  qui  vient  d'être  traduite  en  équation. 

490.  Cherchons  une  courbe  telle  que  le  produit  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  deux  points  donnés  sur  chaque 
tangente  à  cette  courbe  soit  constant.  Prenons  pour  axe  des 
a;  la  droite  qui  joint  les  points  donnés,  et  pour  origine  le 
milieu  de  la  distance  qui  les  sépare.  Appelons  2c  cette  dis- 
tance et  //  le  produit  des  deux  perpendiculaires  :  l'énoncé 
du  problème  donne  l'équation  différentielle 


AIM'LrCATlONS    GÉOMÉTRIQUES.  281 

et  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur, 
selon  que  les  deux  points  d'où  partent  les  perpendiculaires 
seront  ou  ne  seront  pas  situés  du  môme  côté  de  la  tangente. 
Celte  équation  se  ramène  à  la  forme 

et  l'on  a 


En  la  différentiant  selon  la  méthode  indiquée  [448]  pour  le 
traitement  des  équations  de  cette  forme,  on  trouve 

{c'±b')y' 


dij  '  x-h 


^{c'-±b'')y'-^±'b'' 

d'où 


=a. 


dy'^O,  {c\) 

Si  l'on  élimine  tf  entre  les  équations  (c)  et  {c\),  on  aura 
l'intégrale  singulière  de  la  première  de  ces  éc[uations.  Pour 
faire  l'élimination  commodément,  on  les  met  sous  la  forme 


y-ij'x  =  \/{c'+b')if±b\ 

{c''±b^)y' 


=  -V{c^±b')y'±b\  (I) 

d'où   Ton  tire,  en  éliminant  le  radical  et  en  élevant  au 
carré. 


y 


xhf 


[x''—{c'±b'')f 

L'équation  (1)  donne  aussi,  quand  on  élève  au  carré  les 
deux  membres. 


.'y'^=T 


{<:^jb')[x'  —  {c''±b'')]' 
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et  si  l'on  égale  ces  deux  valeurs  de  y'*,  il  vient,  après;  lu 
suppression  des  facteurs  communs, 

i/{c*  ±  i*)  =b  b\c'  =  ±  b\c^  ±_  6*). 

Suivant  qu'on  prend  les  sii:nes  supérieur  ou  inférieur,  celte 
équation  aiipartient  à  une  elli])se  ou  à  une  hyperbole  dont 
les  foyers  sont  les  deux  points  d'uîi  partent  les  perpendicu- 
laires aux  tangentes  :  2ft  est  le  petit  axe  de  l'ellipse  et  l'axe 
non  transverse  de  l'IiyperLole. 

L'intégrale  générale  de  la  jn-oposée  s'obtient  quand  on 
substitue  dans  cette  équation  la  valeur  y'^=^consl.,  donnée 
par  l'équation  (c'J.  Cette  intégrale  générale  est  l'équation 
du  système  des  droites  tangentes  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole 
que  l'on  vient  de  déterminer.  Il  est  clair  que  ces  droites  sa- 
tisfont, dans  la  généraUté  mathématique,  à  la  condition  du 
problème  ;  mais  que  la  seule  solution  qu'on  ait  pu  avoir  en 
vue  en  l'énonçant,  est  fournie  par  l'intégrale  singulière.  La 
même  remarque  s'applique  à  tout  problème  géométrique 
qui  conduit  à  déterminer  une  courbe  par  une  écjuation  dif- 
férentieUe  de  la  forme  [^) . 

491 .  Une  équation  diftérentielle  de  la  forme 


yVi^y"  =  fix+j/y')  {d} 

exprime  une  relation  entre  la  normale  et  la  distance  de 
l'origine  au  point  où  la  normale  rencontre  l'axe  des  abs- 
cisses. Par  la  différentiation  il  vient 

(*  +  i/'' +  y/)  [^-=r, -- Ax -f  j/y')  ]  =  0, 

d'où  les  deux  sohitions 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES.  28'{ 

On  tire  de  la  première 

x  +  yy':=^a,  (2) 

a  désignant  une  constante  arbitraire  ;  et  la  valeur  de  y'  qui 
s'en  déduit,  substituée  dans  la  proposée,  donne  l'intégrale 
générale 

V{x-af^f=fa,  (3) 

qui  est  l'équation  d'une  série  de  cercles,  ayant  leurs  centres 
sur  l'axe  des  x,  et  dont  les  rayons  ont  avec  les  distances 
des  centres  à  l'origine  des  coordonnées  la  relation  indiquée 
par  le  signe  f.  Il  est  clair  que  l'enveloppe  de  ces  cercles 
satisfait  à  la  question  géométrique  qui  consiste  à  déterminer 
une  courbe  au  moyen  de  la  relation  exprimée  par  la  pro- 
posée. L'équation  de  l'enveloppe  est  précisément  l'intégrale 
singulière  qui  résulte  de  l'élimination  de  tf  entre  les  équa- 
tions (c/),  (rf'j),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  cause  de 
l'équation  (2),  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  a 
entre  l'équation  (3)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a 

X —  a 
—=  —f'a=Q. 

\/{x—af^y' 

492.  Les  coordonnées  ^,  -/i  du  centre  de  courbure  d'une 
courbe  plane  étant  données  [190]  parles  formules 

si  Ton  assigne  l'équation  de  la  développée 

?{^,n)=0,     ou     .  =  f|,  (f) 

les  coordonnées  ic^y  de  ses  développantes  devront  satisfaire 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

Pour  intégrer  cette  écpiation,  on  la  dilTérentie  d'abord  par 
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rapport  à  la  variable  iiiclqicndanteX;,  cl  Idii  vuit  (|ue  Téqua- 
lioii  dérivée  peut  prendre  la  forme 

de  sorte  qu'elle  se  décompose  en  deux  autres 


.'/'(«  +.y" 


=  a, 


\+rjr 


dx 


0, 


y 


La  première  a  pour  intégrale 


V  + 


.V 


=  l>. 


(ai) 
il») 


h  désignant  une  constante  arbitraire;  et  par  consécpient, 
d'après  Téqualion  (a),  l'on  a  aussi 


X —  =  a, 


(c) 


pourvu  (j[ue  la  nouvelle  constante  a  soit  liée  à  b  pai^  la  rela- 
tion 

Les  équations  (b)  et(c)  donnent 

x-a  +  (y-%'  =  0; 
d'où,  par  une  nouvelle  intégration, 

[x  -«)'  +  (  y—  bY  =  c\  (e) 

Celte  dernière  équation  qui  renferme  deux  constantes  arbi- 
traires a,  c,  et  une  troisième  constante  h,  liée  à  a  en  vertu 
de  l'équation  (d),  est  donc  l'intégrale  couq^lète  de  l'équalion 
(a).  Cotte  intégrale  (omplèle  représente  évitlenuni'ut  l'uu 
quelconques  des  cercles  osculatcnirs  de  l'une  (juelconepie  des 
développantes  de  la  (((Uilic  prop(»sée  (f),  ou  |tlulôt  le  sys- 
tème de  tous  ces  cercles  osculateur.>. 
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Si  maintenant  on  élimnie  la  quantité  — y, —  entre  les 

équations  (a)  et  (aj,  ce  qui  est  censé  possible  quand  la  fonc- 
tion f  est  donnée,  on  a  une  équation  en  3C,y,y'  qui  est  une 
intégrale  première  singulière  de  l'équation  (a).  Par  une 
intégration  subséquente  on  introduit  une  constante  arbi- 
traire h,  et  l'on  a  en  a?, y, /f  l'équation  dos  développantes 
do  la  courbe  proposée ,  laquelle  ne  doit  en  effet  contenir 
qu'une  seule  constante  arbitraire,  puisque  chaque  déve- 
loppante est  déterminée  dans  son  tracé  quand  on  a  assigné 
arbitrairement  la  longueur  de  son  rayon  de  courbure , 
pour  un  point  de  cette  développante  correspondant  à  un 
point  donné  sur  la  développée.  Chaque  développante  est  la 
ligne  de  contact  d'une  série  de  cercles  comprise  dans  l'éten- 
due de  l'intégrale  générale  (e) ,  et  même  elle  a  avec  chacun 
des  cercles  de  cette  série  un  contact  du  second  ordre. 

Le  calcul  de  l'équation  de  la  développante  se  ramène  à 
une  simple  quadrature  au  moyen  des  formules 

(ç  —  x)d^  -\-{yi  —  y)dri  =  pdù, 
{^  —  x)dy>  —  {y,  —y)d-  =  0, 

dans  lesquelles  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  la  déve- 
loppante, et  dont  les  deux  premières  ont  été  établies  au 
n"  191 ,  la  troisième  résultant  évidemment  de  ce  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  développante  est  tangent  à  la  déve- 
loppée. On  en  tire 

P=h-{-fV\'\-{i'k)\dU 
_         _    ^'^      {h+fV\^{i'^,f.d(\ 

^   ""-'dr     ^^^Hyïr     ' 

r,  —  y     ou     f; — y  =  p-—= ■ —-L- L-Z — 11 — 

Quand  la  fonction  f  est  particularisée,  et  que  la  quadrature 
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indiquée  dans  l'expression  de  p  est  effectuée ,  il  sutîit  d'éli- 
miner ;  entre  ces  deux  dernières  équations  pour  avoir  en 
.T. 7/,//  l'équation  des  dévelopfiantes.  En  d'autres  termes,  la 
détermination  de  l'éfiuation  des  développantes  dépend  uni- 
quement de  la  rectification  de  la  développée,  comme  cela 
doit  être  d'après  la  propriété  caractéristique  des  dévelop- 
pées. 

493.  Il  résulte  du  n°  281  que  le  système  des  projections 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface  sur  l'un  des  plans 
coordonnés  s'obtient  par  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle (t)  commune  à  toutes  ces  projections.  Si  l'on  prend 
pour  exemple  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 

a       0       C 
l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  xy  est 

Axyy"Jr  {x' -Ay'-\yy'-Tfj=  0,  (<f) 

nii  Ion  a  fait  pour  abréger 

On  différeniie  l'équation  (e),  et  il  vient  après  réduction 

{Uxyi/'  +  x^— Ay'-B)î/"+  {Ay"  +  <  )  (.r)  '—  ;/)  =  0. 

Si  Ton  remplace  le  polynôme  a:'  —  Aif — B  par  sa  valeur 
tirée  de  (c),  l'équation  précédente  prend  la  forme 

d'oîilf'S  doux  solutions 
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Occiipons-iious  d'abord  de  la  première  qui  doiinft 

et  en  intégrant  deux  fois  de  suite, 

\y'^r,  (4) 

2/'  =  =<^'+/5.  (5) 

On  aurait  pu  se  dispenser  de  la  seconde  intégration  et  éli- 
miner y'  entre  les  équations  (e)  et  (4) ,  conformément  à  la 
méthode  que  nous  avons  suivie  dans  d'autres  cas.  Il  vient 
par  ce  calcul 

kx'':?-\r  {x"  —  A?/2  -  B;-/.— y'  =  0  ;  (6) 

et  en  comparant  le  résultat  à  l'équation  (5)  on  en  conclut 

mais,  pour  simplifier,  on  peut  retenir  la  constante  |3. 

Soit  (j7o,  î/o,  Zo)  un  point  de  l'ellipsoïde  par  lequel  doit  pas- 
ser une  ligne  de  courbure  déterminée  :  l'équation  (6)  donne 


_-[x\-ky\-^)  ±  v/(a;:-Aî/*-B)^+4Ax;y:^ 


(8) 


2Ax: 
Admettons  maintenant  qu'on  ait 

ce  qui  rend  positives  les  constantes  A,  B  :  les  deux  valeurs 
de  Cf.  données  par  l'équation  (8)  seront  réelles  et  de  signes 
contraires  ;  à  la  valeur  positive  de  a  correspondra  une  valeur 
négative  de  |3  en  vertu  de  l'équation  (7)  ;  enfin  à  la  valeur 
négative  de  a  correspondra  une  valeur  positive  de  /8,  car 
on  a 

2.r:(A-/-f-1)=j::+Ay:+B  -  ^(x^-Ay^  -B)^  r  J,kx\yi 

=j:;-f  Ay:+B— v/(x:h-A2/:  +  B)^-4Bx:  ;         (0) 
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on  sorte  que  lu  jénoiiiin.iieiir  .\x-\-  1  (jiii  Liilrc  dans  Ve\- 
[n'L'Ssion  (le  (3,  reste  positif  pour  les  valeurs  négatives  de  a. 
On  conclut  de  là  que  les  projections  en  .rij  des  deux  lignes 
de  courbure  qui  se  coupent  à  angles  droits  sur  l'ellipsoïde 
au  point  {x,,yo,z^),  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole  rappor- 
tées au  môme  centre  et  aux  mêmes  axes  :  l'axe  trans verse 
de  l'hyperbole  se  confondant  avec  celui  des  x.  En  vertu  de 

c 

cette  remarque,  si  l'on  pose  -  =  —  c,^,B=± -/i'^ les  quan- 
tités i,ri  sont  toujours  réelles  :  la  double  série  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  coïncide  avec  la  double  série 
des  elhpses  et  des  hyperboles  données  par  l'équation 

h  — =  \ 

ç  r, 

et  les  lignes  ^,  vi,  ou  les  demi-axes  de  ces  courbes,  se  trou- 
vent liées  par  l'équation  (7)  qui  devient 

a- — c'^      ,  b- — c- 

'■±——-rr=\, 


et  quVm  peut  construire  au  moyen  d'une  hyperbole  et  d'une 
ellipse. 

494.  Considérons  en  premier  lieu  l'hyperbole  auxiliaire 


--' ^.'  =  1, 


•?  — 


dont  la  construction  détermine  la  série  des  lignes  de  cour- 
bure à  projections  elliptiques,  comprises  dans  l'équation 

-:;  +  -,=  '.  (f) 


:^  peut  croître  depuis  l.i  valeur 


[Q) 


jusqu'.'i  l'iulini.  cl  les  valeurs  C(»rres]ioii(laule«;  de  cJ  st^il  0. 
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^«  .  D'après  Thypothèse  sur  l'ordre  de  grandeur  des  lignes 
a,b,c,  on  a  toujours  -f?  <  ^^,  et  toutes  les  projections  ellip- 
tiques ont  leur  grand  axe  dirigé  suivant  les  x  [fig.  97). 
L'ellipse  se  change  en  ligne  droite  et  se  confond  avec  l'axe 
même  des  Xy  lorsqu'on  prend  rr  =  0.  Elle  se  confond  avec 
la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xy ,  lorsqu'on  fait 
r\^  =  ¥,  d'où  r  =  a'.  Pour  de  plus  grandes  valeurs  de  n^  les 
ellipses  données  par  l'équation  (f,),  quoique  toujours  réelles, 
.sont  étrangères  aux  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 
Considérons  à  son  tour  l'ellipse  auxiliaire 


dont  la  construction  détermine  la  série  des  lignes  de  cour- 
bure à  projections  hyperboliques 

Tpeut  croître  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  ((/),  tandis  que 
•/)'  décroît  depuis  la  valeur 

jusqu'à  zéro.  L'hyperbole  {Q   se  confond  à  la  première 
Kmite  avec  l'axe  des  î/  et  à  la  seconde  avec  l'axe  des  x. 

Il  résulte  de  cette  double  construction,  cfue  toutes  les 
lignes  de  projection,  elhptiques  et  hyperboliques,  tournent 
leur  concavité  vers  les  deux  points  situés  sur  l'axe  des  x,  qui 
ont  pour  abscisses  

a^ — c-  y'h 

et  qui  sont  les  projections  sur  le  plan  xy  des  quatre  ombilics 
de  l'eUipsoïde  [283]. 

Nous  aurions  encore  à  discuter  les  solutions  données  par 
l'équation  (e^)  ;  mais  comme  le  coefficient  A  est  positif,  par 
T.  II.  4  9 
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suite  de  l'hypolliose,  le  facteur  Ay'*  +  1,  égalé  à  zéro,  ne 
saurait  donner  de  solution   réelle;  et  l'équation  — =  0, 

y 

combinée  avec  (c),  reproduit  la  solution  déjà  obtenue  x=:0. 

495.  Si  l'on  avait  supposé  a<^b  <^c,  les  coefficients  A,  B 
seraient  toujours  restés  positifs,  et  rien  n'aurait  été  changé 
à  la  discussion  qui  précède,  si  ce  n'est  qu'on  aurait  tromé 
les  grands  axes  des  projections  elliptiques  dirigés  suivant 
lesï/. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  construire  les  projections  des 
lignes  de  courbure  sur  le  plan  qui  comprend  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde,  et  qui  devient  celui  des 
ûcij  dans  riiypolliè>e 

Le  coefficient  B  reste  positif  ;  mais  comme  le  coefficient  A 
devient  négatif,  il  résulte  de  l'équation  (8)  que  les  deux 
valeurs  de  la  constante  a.  sont  toujours  de  même  signe.  Nous 
disons  de  plus  qu  elles  sont  toutes  deux  négatives,  ce  qui 
suppose  l'inégalité 

ou,  jtar  la  substitution  des  valeurs  de  A,  B, 

Mais  de  ce  que  le  point  {a.„,y,,,z^)  appartient  ?i  la  surface  de 
rellipsoïdc,  il  résulte 

(le  signe  <  n'c-xcluant  pas  le  cas  d'égalité)  ;  et  si  cette  iné- 
galité est  satisfaite ,  la  précédente  l'est  à  fortiori ,  car  les 
rapports 

rt»_r'       r'  — A' 

a'— 6"     o«  —  b* 
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sont  plus  petits  que  l'unité ,  par  suite  de  l'hypothèse  sur 
l'ordre  de  grandeur  des  lignes  a,b,c.  De  plus,  en  vertu  de 
l'équation  (7)  et  des  signes  de  A ,  B ,  a ,  la  constante  (3  est 
toujours  positive. 

En  conséquence,  on  peut  poser  -  =  —  r, /3  =  yî';  de 

sorte  que  la  double  série  des  lignes  de  courbure  se  confond 
avec  la  série  des  ellipses  qu'on  obtient  en  faisant  varier 
dans  l'équation 

les  paramètres  'i,  v)  qui  sont  eux-mêmes  les  coordonnées 
d'une  ellipse  auxiliaire 

a-  —  c'  c^  —  b^ 


Le  paramètre  ^  varie  entre  les  limites 

0»     ;; 1 — , 

tandis  que  -f?  varie  entre  les  limites 
l)^{a''  —  b^) 
c-—b^ 


0. 


Quand  on  prend  ^'  =  G,  l'ellipse  (f,)  se  confond  avec  l'axe 
des  y,  et  elle  est  allongée  dans  le  sens  des  ij  tant  qu'on  a 

r  <~T-  Elle  devient  un  cercle  lorsque  ^'^  atteint  cette  valeur, 

puis  s'allonge  dans  le  sens  des  x  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  r  ;  se  confond  avec  la  section  de  l'ellipsoïde  par 
le  plan  xxj  quand  on  a  '^^  =■.  a^  ;  s'allonge  de  plus  en  plus,  et 
finalement  se  confond  avec  l'axe  des  x  quand  ç^  atteint  sa 
limite  supérieure,  ou  lorsque  -t]^  s'évanouit  [fuj.  98). 

Il  reste  à  considérer  la  solution  singulière  donnée  par 
l'équation 
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Ay'*  4-1=0, 

solution  réelle  à  cause  du  signe  négatif  de  A.  La  valeur  de 
y'  qui  s'en  déduit,  étant  substituée  dans  (e),  donne 


et  cette  dernière  équation  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes 


b\/a*—c*.x±a\/c^ — b- .y:=.    aby  a*- 


b{/ a- — c  .x±a\/ c'^—b'^ .y=^—aby  a*  —  b^y 

qui  sont  les  éf[ualions  de  quatre  droites  passant  par  les  som- 
mets de  l'ellipse  auxiliaire  (10).  D'après  la  théorie  des  inté- 
grales singulières,  ces  quatre  droites  doivent  toucher  toutes 
les  ellipses  données  par  l'équation  (f,),  comme  on  peut  le 
vérifier  en  ayant  égard  à  l'écpiation  (10)  qui  ne  laisse  arbi- 
traire qu'un  des  paramètres  ^,/3. 

La  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xy,  étant  l'une  des 
lignes  de  courbure,  touche  les  quatre  droites  qui  viennent 
d'être  déterminées,  en  quatre  points  o,o',o",o"',  qui  sont 
précisément  les  ombilics  de  la  surlaco.  Car  on  trouve  pour 
les  abscisses  de  ces  points 


et  dans  cette  formule,  b  désigne  le  plus  petit  axe  de  l'ellip- 
soïde, c  l'axe  moyen,  en  sorte  qu  elle  se  confondrait  avec  1.1 
formule  (h)  si  l'on  désignait  par  b  l'axe  moyen  et  par  c  le 
petit  axe,  ce  que  ces  lelln-s  représeulcnl  en  eifet  dans  l'é- 
quation (h). 

I^  solution —  =  0  ne  fi-rail  (iiic  rcnroduiri'  les  Sdlulion.s 

y' 
particulières  x=0,y  =  0. 
L'élégante  construction  des  lignes  de  courbure  de  l'cllip- 
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soïde  a  été  donné  par  Monge,  et  Leroy  y  a  apporté  un  per- 
fectionnement en  tenant  compte  du  facteur  Aij'^-\-  {  pour 
obtenir  directement  la  solution  singulière,  ce  qui  rentre  au 
surplus  dans  la  théorie  générale. 

496.  Nous  avons  dit  [277] ,  et  l'on  pourrait  admettre 
comme  évident  que  la  sphère  est  l'unique  surface  qui  ait 
en  tous  ses  points  ses  deux  rayons  de  courbure  égaux  et 
et  dirigés  dans  le  même  sens.  Afin  de  ne  rien  laisser  d'es- 
sentiel à  désirer  dans  cette  partie  importante  de  la  théorie 
des  surfaces,  nous  placerons  ici  la  démonstration  de  la  pro- 
position que  l'on  vient  de  rappeler. 

Les  deux  équations  aux  différences  partielles  qui  doivent 
être  satifaites  en  tous  les  points  de  la  surface  dont  il  s'agit, 
sont  [282] 

(1  +  q^)s  -  pqt  =  0,     (1  +  p')s  —  pqr  =  0; 
et  elles  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 

dy  '  dx  ' 

Dans  l'intégration,  il  faut  remplacer  la  constante  arbi- 
traire par  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  indépen- 
dante, autre  que  celle  relativement  à  laquelle  l'intégration 
s'opère,  et  ainsi  l'on  a 


d'où 

rx  ^^ 

P=       .- :.  g='  ' 


(fX.dx+l'y-dy 
dz  =  —  ■-- 

X/i-{.xy-ii.yr 

Mais  l'équation  de  toute  surface  doit  satisfaire  à  la  condition 
d'intégrabilité 
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^=^,     d'Où    ^'x  =  yy; 
dy      dx 

et  celte  dernière  é(|iiation  doit  se  v^'ifier  identiquement, 
c'est-à-dire  indépendamment  des  valeurs  de  x,y.  Par  con- 
sécjuent,  il  faut  qu'on  ait 

1  \ 

^'"=?    '^'y  =  k' 

r  désistant  une  constante  arbitraire.  De  là  on  tire  en  inté- 

grant 

X  —  a  tf  —  b 

<t^  =  —, — ,    Py  —  ' 


dz=- 


k     '     '"  k     ' 

(x  —  a)dx  -\-  {y  —  b)ciy 


-\/^k'-[x-af-{y  —  bY' 

et  en  intégrant  de  nouveau 


z-c  =  —  Vlr  —  [X  —  a)  -'—{y  —  b)\ 

équation  d'une  sphère  dont  le  rayon  et  les  coordonnées  du 
centre  sont  arbitraires. 

497.  On  sait  [12G]  que  les  projections  en  x\f  des  lignes 
de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface 
ont  respectivement  pour  équations  différentielles 

p-\-9y'  =  ^^  py'  —  q=-o. 

Cela  posé  ,  si  une  famille  de  surfaces  est  caractérisée 
par  une  équation  aux  différences  partielles  do  la  forme 

flx,y,-]  =  0,  on  a  f{x,  y,  y')  =  0,  pour  l'écpiation  diffé- 
rentielle des  lignes  de  plus  grande  pente,  commune  à  toutes 
les  surfaces  de  cette  famille. 

Par  exemple,  les  surfaces  de  révolution  autour  de  l'axe 
des  î  étant  caractérisées  [254]  par  Téquat ion  auxdilfércnces 
partielles  py=:(j.T,  l'étpiation  dt's  lignes  de  plus  grande 
pente  est  xy'  =  y,  <Voîi  jy=;cjr,  c  désignant  une  constante 
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arbitraire  ;  et  en  effet  les  lignes  de  plus  grande  pente  se 
confondent  avec  les  méridiens  de  la  surface  qui  se  projet- 
tent en  a:y  suivant  des  lignes  droites  passant  par  l'origine. 

De  même  les  surfaces  conoïdes  droites  [253],  dontFéqua- 
tion  aux  différences  partielles  est  px  =  —  qy ,  ont  pour 
l'équation  différentielle  des  projections  de  leurs  lignes  de 
plus  grande  pente,  yy'=^  —  x,  d'où  x"^ -\- y'^' =  c^  ;  c'est-à- 
dire  que  les  lignes  de  plus  grande  pente ,  pour  toutes  les 
surfaces  de  cette  famille,  se  projettent  suivant  des  cercles 
dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  :  comme  on  le 
conclut  de  ce  que  toutes  les  lignes  de  niveau  sont  des  droites 
passant  par  l'axe  des  z, 

498.  Les  lignes  de  niveau  de  l'ellipsoïde 

x^     v^     s' 

se  projettent  en  xy  suivant  les  ellipses  concentriques  et 
semblables  données  par  l'équation 

le  paramètre  A;  pouvant  varier  entre  zéro  et  l'unité.  L'équa- 
tion différentielle  des  projections  des  lignes  de  plus  grande 
pente  prend  la  forme 

a^dx      b-dy 
X  y 

d'où,  en  désignant  par  y  une  constante  arbitraire, 

Quand  les  axes  a,  6  sont  commensurables ,  les  lignes  de 
plus  grande  pente  deviennent  des  courbes  algébriques  ; 
sinon,  ce  sont  des  courbes  transcendantes. 

Soit  (a:o,y„,zJ  un  point  de  l'ellipsoïde  par  lequel  on  veut 
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faire  passer  la  ligue  de  plus  ^Taiide  pente  :  Tequalion  (A) 
devient 

et  quelles  que  soient  les  valeurs  rationnelles  ou  irration- 
nelles assignées  aux  exposants  a',  h*,  la  courbe  a  un  cours 
continu  [tour  toutes  les  valeurs  de  x,y  (jui  sont  respective- 
ment de  mêmes  signes  que  œ^,  î/„.  En  d'autres  termes,  si 
nous  imaginons  l'ellipsoïde  partagé  en  quatre  régions  symé- 
triques par  les  plans  rectangulaires  des  xz  ei  des  y  z,  la 
courbe  n'éprouve  aucune  solution  de  continuité  tant  qu'elle 
ne  sort  pas  de  la  région  à  laquelle  appartient  le  point 
(Xo,?/o,r„).  Elle  vient  toucher  au  sommet  de  rdlipsoïde  le 
plan  des  xz  ou  celui  des  yz,  selon  qu'on  a  a'  >  ou  <  6'  ;  et 
elle  s'y  raccorde  avec  toute  autre  ligne  de  plus  grande 
pente,  construite  arbitrairement  dans  l'une  des  trois  autres 
régions  de  l'ellipsoïde,  ou  même  dans  celle  où  se  trouve 
déjà  le  point  {x„y,,z,). 

499.  Dans  le  cas  particulier  de  la  commensurabilité  des 
nombres  a^, 6',  on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  les  rempla- 
cer par  des  nombres  proportionnels  m,u,  entiers  et  premiers 
entre  eux  ,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  un  facteur  con- 
stant les  équations  (ï),  (i').  Alors  la  ligne  de  niveau  ,  deve- 
nue algébrique,  ne  peut ,  en  tant  que  courbe  algébrique  , 
s'arrêter  au  sommet  de  l'ellipsoïde,  et  elle  ne  forme  algébri- 
quement qu'une  seule  et  même  courbe  avec  une  autre  ligne 
de  j)lus  grande  pente,  de  manière  que  la  projection  sur  le 
plan  xy  de  la  courbe  comj)lète  olfre  l'une  des  dispositions 
indi(juées  par  les  /iy.  99.  100  et  101.  Si  l'on  suppose,  ce 
qui  iTole  rii-n  à  la  généralité  de  la  consirurtiun,  m  >  n,  ou 
a*  >  h*,  la  /iy.  99  corresjioud  au  cas  de  m  impair  cl  u  pair, 
la  fiy.  100  au  cas  de  lu  pair  cl  ii  iiiijiaii'.  la  fiij.  loi  an  cas 
de  m  et  v  tous  deux  iuijiairs.  Or,  il  est  lncn  évident  cpie  la 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES.  297 

commeiisurabilité  des  nombres  a^,  b^  ou  m,  ii,  la  propriété 

arithmétique  des  nombres  m,n,  d'être  pairs  ou  impairs,  m: 

changent  rien  aux  conditions  géométriques  du  problème  qui 

consiste  à  tracer  sur  un  ellipsoïde  des  lignes  de  plus  grande 

pente,  ou  sur  un  plan  des  courbes  perpendiculaires  à  une 

suite  d'eUipses  concentriques  et  semblables.  Il  n'y  aurait 

aucune  raison   géométrique  du  changement  brusque  de 

forme  qu'éprouveraient  les  lignes  de  plus  grande  pente 

ou  leurs  projections,  en  subissant  par  exemple  au  sommet 

de  l'ellipsoïde  ou  à  l'origine  des  coordonnées,  une  inflexion 

au  lieu  d'un  rebroussement,  et  cela  en  vertu  d'une  variation 

m 
aussi  petite  qu'on  le  voudrait  dans  le  rapport  -,  qui  est 

celui  des  carrés  de  deux  demi-axes  de  Tellipsoïde.  Il  fau! 
donc  reconnaître  que  la  liaison  deux  à  deux  des  lignes  de 
courbure  partant  du  sommet,  dans  le  cas  de  la  commensu- 

ni 

rabilité  du  rapport  -,  est  un  fait  de  pure  algèbre,  une  con- 

fi 

séquence  de  la  règle  des  signes,  dont  la  nature  du  problème 
ne  rend  pas  raison  ,  et  qui  ne  correspond  à  aucun  fait  géo- 
métrique. 

Ces  observations  étaient  essentielles  pour  compléter  ce 
que  nous  avons  dit  jusqu'ici,  et  notamment  dans  le  cliap.  IV 
du  quatrième  livre,  sur  la  nature  des  connexions  entre  la 
géométrie  et  l'algèbre. 

500.  La  pente  de  la  surface  au  point  [x,  y,  z)  est  mesurée 
[126]  par  le  radical  i^p-^-^q^,  qui  devient  pour  l'ellipsoïde 


zV    a'~^  b"' 


Sur  uue  même  ligne  de  niveau  le  maximum  et  le  miniiniim 
(le  pente  correspondent  donc  au  maxh)U(m  et  au  minimujii 
de  la  fonction 
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qui  devient,  en  vertu  de  l'équation  (i'), 
A»      x^  fi        1  \ 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a  >  ^  :  le  maximum  de  la 
fonction  correspondra  k  x=0,  et  le  minimum  à  x  =  aou 
à  î/  =  0.  xVinsi  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  qui  com- 
prend l'axe  vertical  et  le  plus  petit  des  deux  axes  horizon- 
taux, est  la  ligne  de  plus  grande  pente  sur  laquelle,  pour  la 
même  hauteur  verticale  ,  la  pente  est  la  plus  grande  ;  ou  , 
dans  le  langage  des  géomètres,  cette  ligne  correspond  à  un 
maximum  maximorum.  Au  contraire,  la  section  de  l'ellip- 
soïde par  le  plan  qui  comprend  avec  l'axe  vertical  le  plus 
grand  des  axes  horizontaux ,  est  la  Hgne  de  moindre  pente, 
parmi  les  lignes  de  plus  grande  pente,  et  elle  correspond  à 
un  minimum  maximorum. 

501 .  La  détermination  des  projections  des  lignes  de  plus 
grande  pente  rentre ,  comme  cas  particulier ,  dans  un  pro- 
blème qui  a  acquis  de  la  célébrité,  sous  le  nom  de  problème 
des  trajectoires,  h  l'époque  où  les  BernouUi,  mettant  en 
œuvre  les  idées  de  Leibnitz,  donnaient  au  calcul  intégral 
ses  premiers  dévelopi)ements. 

On  a  appelé  Irajecloire,  dans  un  sens  purement  géomé- 
trique ,  la  courbe  (jui  coupe  sous  un  angle  constant  toutes 
les  lignes  que  représente  l'éipiation 

quand  (m  y  f.iit  varier  sans  discontinuité  le  paramètre  a.  Si 
l'angle  d'intersection  est  droit,  les  deux  systèmes  de  cour- 
bes orthogduales  peuvent  être  pris  pour  les  systèmes  des 
projections  sur  le  jilan  xij  des  lignes  de  niveau  et  des  lignes 
de  plus  grande  pente  d'uire  surl'.'ice. 
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Soit  en  général  a  la  tangente  de  l'angle  d'incidence  des 
trajectoires,  ^/n  les  coordonnées  courantes  d'une  trajectoire, 
parallèlement  aux  x  et  aux  ij  :  on  aura  au  point  d'intersec- 
tion. 


dîj  __      dF    dF         _  rdn      <f/\  .  A     ,   ^  ^\ 
di~~'dx''di'     "~"\^~"rfxy     \    ~^di'dx)' 


d'où 


/dF      dF  dr\        (IF  dn      dF  ,    , 

\dy      dx  d^J      dy  d^      dx 

Au  point  d'intersection  on  ax:^'^,  y  =  r]y  en  sorte  que  l'é- 

d- 

quation  précédente  ne  contient  de  variables  que  ^,  -n,  —  ?  et 

le  paramètre  a.  Après  qu'on  a  chassé  ce  paramètre  au 
moyen  de  l'équation  F  (^,  ■/i,a)  =  0,  l'équation  (m)  est  l'é- 
quation différentielle  des  trajectoires. 

Prenons  pour  l'équation  des  courbes  coupées  y''=zax'"  : 
l'équation  différentielle  des  trajectoires  sera  d'après  ce  calcul 

/       ,        drX    ,  dn 

afn?4-mr,— J -f  ?n/î  — n;  — =0;  (m) 

et  comme  elle  est  homogène,  on  pourra  la  traiter  par  la 
méthode  du  n°439.  Dans  l'hypothèse  m = 7i=  1,  le  sys- 
tème des  lignes  coupées  étant  un  système  de  droites  qui 
passent  par  l'origine,  l'équation  (m')  devient 

d'oîi  l'on  tire,  en  divisant  par  t,^  -]-  -n^  et  en  intégrant. 


a\og.\/i^  -\-Y,^  —  arctang-=c. 


Si  l'on  fait 


f  =  r  cos  y,     r,  z=  r  sin. 'f,    e"  =  ô, 
l'intégrale  prend  la  forme 
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cl  L'Ile  l'st  réijuadoii  il" une  spirale  loi;ai'illiim(|ue  [^^0» 
courbe  qui  a  eu  elFel  pour  caractère  de  cou[)er  sous  un  angle 
constant  les  droites  menées  par  le  pôle. 

Pour  avoir  les  trajectoires  orlhogunales,  il  faut  poser 
a  =  oo  ,  ce  (jui  réduit  l'équation  {m')  à  n'^d'^-\-mr,dr,=^^. 
L'intéi^q-ahi  n'^ ■\-mfr=^c  appartient  à  une  série  d'ellipses 
ou  d'iiyperhules  concentriques  et  semblables,  selon  que  les 
exposants  m,?i  sont  de  môme  signes  ou  de  signes  contraires, 
c'est-à-dire  suivant  que  les  courbes  coupées  sont  du  genre 
des  paraboles  ou  des  byperboles. 


*^i&3\ 


CHAPITRE  VI. 

DE  l'intégration  DES  ÉQUATIONS  DIFFEUENTIELLES  SIMULTANÉES. 


502.  Considérons,  comme  dans  le  n"  165,  un  système 
de  V  équations  entre  la  variable  indépendante  t,  les  v  varia- 
bles x^ij^z,.,.  qui  dépendent  de  t,  et  leurs  dérivées 
x'ij\z' . .  .x"y',z'. . .  etc.  :  le  problème  de  l'intégration  des 
équations  différentielles  simultanées  consiste  à  tirer  d'équa- 
tions qui  se  présentent  sous  cette   forme  les  valeurs  do 

x,y,z ,  .en  fonction  de  t,  en  donnant  à  ces  valeurs  tout(3 

la  généralité  qu'elles  comportent ,  par  l'introduction  d'uu 
nombre  convenable  de  constantes  arbitraires.  Pour  fixer  les 
idées  sur  une  application ,  imaginons  des  points  matériels 
en  mouvement  dans  l'espace ,  et  qui  exercent  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  attractives  ou  répulsives ,  variables  avec 
leurs  distances  mutuelles  -,  désignons  par  t  le  temps  ;  par 
x.yjZ',Xi,yi,Zi,  etc.,  les  coordonnées  des  points  mobiles  :  les 
variations  infinitésimales  des  vitesses  dépendront  des  forces 
auxquelles  les  points  matériels  sont  soumis,  et  par  conséquent 
des  coordonnées  en  fonction  desquelles  s'expriment  leurs 
distances  mutuelles  ;  les  vitesses  mêmes  s'exprimeront  par 
les  variations  infinitésimales  des  coordonnées  ;  et  sans  qu'il 
soit  besoin  d'entrer  dans  des  développements  qui  appar- 
tiennent à  la  mécanic{ue ,  on  conçoit  que  toutes  ces  liaisons 
doivent  conduire  à  des  équations  où  entrent  à  la  fois  les 
coordonnées  des  points  mobiles  et  leurs  coefficients  différen- 
tiels,   pris   par  rapport  au  temps.   Il  s'agit  d'en  tirer  les 
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valeurs  des  coordonnées  en  fonction  du  temps ,  puis  d'éli- 
miner la  variable  /,  de  manii^re  à  avoir  des  équations  entre 
.r,îy,2;  x,,j/,,  2,,  etc.,  qui  sont  celles  des  courbes  décrites 
dans  l'espace  par  les  points  mobiles.  La  plus  belle  question 
de  la  pliilosopliie  naturelle,  la  lliéorie  des  mouvements  pla- 
nétaires, se  trouve  ainsi  ramenée  à  un  problème  d'intégra- 
tion (|ui  porte  sur  des  intégi-ations  diilérentielles  simul- 
tanées. 

503.  Do  quelque  manière  f[ue  Ton  obtienne  le  système 
des  équations  intégrales,  ou  le  système  des  équations  en 
f,a;,y,2,  etc.,  qui  satisfait  aux  équations  différentielles  pro- 
posées, ce  système,  pour  avoir  le  même  degré  de  générabté 
que  le  système  proposé,  doit  contenir  un  noml)re  déterminé 
de  constantes  arbitraires,  nombre  qu'on  assignera  sans  dif- 
ficulté, dans  cliatpie  cas  particulier,  par  des  considérations 
analogues  à  celles  qui  ont  été  présentées  au  n"  466. 

Prenons  deux  équations 

/•(<;x,x',....x^"');yy,....y"))  =  0,  (/) 

fit;  x,x\ . .  .  .x^"'');  //,'// y^"-)  =  0  ;  (A  ) 

et  examinons  en  premier  lieu  le  cas  où  l'on  aurait  m  >  ?»,, 
71  <  ?i,.  Si,  pour  une  valeur  de  t  (pie  nous  désignerons  par/», 
on  se  donne  arbitrairement  les  valeurs  correspondantes 

on  tirera  de  l'équation  (f)  la  valeur  de  x}'"\  de  l'équation 
(/',)  la  valeur  de  î/o^"'\  et  de  leurs  dérivées  successives  les 
valeurs  de 

(m  +  t)        (m+2)       .      .        (n.f-n        (".+2)    etC. 

On  pourra  construire,  par  la  série  de  Taylor,  les  valeurs 
de  .T,y  en  fonction  dt;  /,  qui  contiendront  les  conslanles  ar- 
bitraires (o),  en  nombre  m-}-?»,.  Donc,  sous  quelque  forme 
qu'on  obtienne  les  deux  équations  intégrales  par  lesquelles 
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sont  déterminées  les  valeurs  de  x,y  en  fonction  de  t,  il  est 
essentiel  que  ce  système  d'intégrales  renferme  ?«-[-jï,  con- 
stantes arbitraires,  telles  que  le  système  des  quantités  (o) 
puisse  se  déduire  des  valeurs  de  ces  constantes,  et  récipro- 
quement. 

Le  raisonnement  serait  encore  le  même  si  Ton  avait  à  la 
foism=m,,  7i=Ji„  ou  si  l'une  seulement  des  ces  égalités 
subsistait. 

Mais  si  l'on  avait  à  la  fois  mynii,  îi>)t,,  le  calcul  ne 
pourrait  plus  se  faire  de  la  même  manière.  Admettons,  pour 
fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

m  +  *',  >  w,  +  w,  ou  m  —  m,  ^  w  —  n,  : 

on  différentiera  n — ??,  fois  l'équation  {f,),  ce  qui  donnera 

/•/"-«.)(^;:.,x', . . .  .x(-'+"-"');y,y', . .  .  .y«))  =  0  ;         ) 

Au  moyen  des  valeurs  initiales  (o),  en  nombre  m-\-ji„  on 
déterminera  par  les  équations  (f),  (/))  et  (f/)  les  valeurs 

X  On) -y  M  ,j  («.+1)         ,,  (n)  • 

ensuite,  les  dérivées  successives  de  l'équation  {[)  et  de  la 
dernière  équation  (f\)  détermineront  de  proche  en  proche 
les  valeurs  de 

j.  (m+1)       Cm-i-2)      .      .       C«+1)       (n+2)       .      . 

et  l'on  pourra  construire  les  valeurs  générales  de  x,  y  par 
la  série  de  Taylor,  comme  précédemment.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  le  système  des  intrégales  complètes  des  équations 
(/*),  [ft)  doit  renfermer  ïïi-j-îï,  constantes  arbitraires  :  jB-f-îi, 
étant  le  plus  grand  des  nombres  m-{-ïi,,77i,+7i. 

504.  Nous  savons  (165)  qu'il  est  toujours  possible  de 
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liriT  d'iin  syslème  d'ccjuations  diiri'iL'iitioUes,  en  mémo 
noiiibif  (luo  li's  fonctions  x,  y,  z,  etc.,  de  la  variable  indé- 
jK'ndanto  /,  une  ('(juatiun  finale  qui  no  ronlionno  que  /,  x  et 
les  dérivées  de  x  par  rapport  à  /.  Ainsi  le  problème  de  Tin- 
tégration  d'un  système  d'équations  ditréientielles  simul- 
tanées peut  toujours  se  ramener  à  l'intégration  d'équations 
di lièrent iollos  ordinaires,  entre  deux  variables.  Ordinaire- 
ment il  suffit  d'intégrer  ré(piation  dillérentiello  finale  entre 
iQix:  les  valeurs  des  autres  variables  jy,  z,  etc.,  en  fonction 
(le  /  sont  données  par  de  simples  éliminations  algébriques; 
et  dans  ce  cas  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui 
doivent  entrer  dans  les  intégrales  complotes  du  système 
jiroposé,  marque  l'ordre  de  l'équalion  finale  en  l  et  x.  Mais 
il  peut  arriver  aussi  que  îy',  if...  s'en  aillent  avec  y,  dans 
le  calcul  d'élimination  qui  conduit  à  l'équation  finale,  dont 
l'ordre  se  trouve  en  consé([uonce  abaissé.  Après  l'in- 
tégration de  celle-ci,  on  a  à  intégrer,  pour  déterminer  la 
valeur  de  ij  en  t,  une  équation  do  la  forme 

?(y^y',y\ )=;^ 

I.es  constantes  arbitraires,  amenées  par  celte  nouvelle  in- 
tégration, complètent  le  nombre  dos  constantes  qui  doivent 
figurer  dans  les  intégrales  générales  du  système  proposé. 
Une  discussion  i)liis  minutieuse  des  dillorents  cas  pos- 
sibles compliquerait  l'exposition  de  cette  tlit'urie,  sans  uti- 
lité réelle. 

505.  On  pouf,  dans  cortainos  circonslancos,  saus  avdir 
besoin  de  i'cruior  lécpialiou  linalc,  intégrer  coujoiulcmru! 
des  équations  di lieront iel les  simultanées.  Lors(pron  a.  par 
cxeiiiplf,  cnlic  trois  variables  .r,  ?/,  /  i\i'U\  t'ipiations  li- 
néaires du  jirouiior  ordre,  il  rM   (niij(»uis   juissiblo  di'   1»'S 

nicttiT  sous  la  forme 

./•'  -I-  Vx  +  Q//=V,     v'  +  \\c  -H  o,,y  -V,, 

1'.  ().    \.  V.  <>,.   \  ,  désiL,'iiaul  des  jourlions  d- la  \ariabl(> 


ÉQUATIONS   DrFFÉRENTIELLES    SIMULTANEES.  305 

indépendante  t.  Multiplions  la  seconde  équation  par  un 
facteur  X,  fonction  de  la  même  variable  t,  et  faisons  l'ad- 
dition membre  à  membre  avec  la  première  équation  :  il 
viendra 

0^' +  V  +  (P  +  >PJa;+ (Q  +  >QJ  .v  =  V+ >V,. 

Posons  u=x-\~hj,  u  désignant  une  autre  variable  auxi- 
liaire :  nous  aurons  x'  -\-hj'  =  u' — yl',  et  en  substituant, 

u  '-f(P-f-).P,)M-y[)/+>.(P  +  XPJ~(Q+),Qj]  =  v+^V,  . 

Si  l'on  détermine  la  fonction  X  de  manière  à  satisfaire  à  l'é- 
quation 

V-f),(P+>P.)-(Q+).Q.)  =  0,  (a) 

laquelle  ne  renferme  que  A  et  t,  il  n'y  aura  plus  qu'à  sub- 
stituer cette  valeur  de  À  dans  l'équation 

w'  + (P+ ).P,)w=:V-hW.,  (b) 

où  n'entreront  alors  que  les  variables  u  et  t,  et  qui  est  li- 
néaire par  rapport  à  m.  Il  suffit^  pour  traiter  la  question  pro- 
posée, de  trouver  deux  intégrales  particulières  X,,  Xj  de  l'é- 
quation (a)  ;  remplaçant  successivement  X  dans  l'équation 
(b)  par  chacune  de  ces  deux  valeurs  et  intégrant,  on  obtien- 
dra deux  fonctions  Ui,  u^  de  t,  renfermant  chacune  une  con- 
stante arbitraire  ;  les  deux  équations 

«.=«  +  >.!/, 

u^=x  +  \y, 
donneront  ensuite  x  et  ij. 

Lorsque  les  coefficients  P,  Q,  Pj,  Qi,  sont  constants,  on 
peut  supposer  le  multiphcateur  X  constant  ;  l'équation  (a) 
se  réduit  alors  à  l'équation  du  second  degré 

),(P  +  >P.)-(Q-}-XQ.)=:0,  (.) 

dont  on  prendra  les  deux  racines  X,  et  Xj,  et  l'équation  [b) 
deviendra  une  équation  hnéaire  à  coefficients  constants,  fa- 
cile à  intégrer. 

T.  II.  20 
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Si  réquation  (a)  avait  ses  deux  racines  égales,  on  n'aurait 
plus  qu'une  seule  éciualion  [h)  ;  après  avoir  intégré  cette 
équation,  on  remplacerait  x  par  u — >.//  dans  Tune  des  deux 
équations  proposées,  ce  qui  conduirait  à  une  équation  li- 
néaire du  premier  ordre  en  y. 

Mais  on  pourrait  aussi  traiter  complètement  la  question, 
en  laissant  le  multiplicateur  variable.  L'é(|uation  (a),  dans 
le  cas  dont  il  s'agit,  se  présente  sous  la  forme 

et  elle  admet  pour  intégrale  générale 

4 

>  =  >.-+ . 

'      Pt+C 

Si  l'on  donne  à  la  constante  deux  valeurs  quelconques^  si 

l'on  fait,  par  exemple  C=  oc.  C=0,  on  aura  deux  intégrales 

1 
particulières ).=Aj,  }>=>., -'p-^,  la  première  constante,  la 

seconde  variable,  que  l'on  portera  successivement  dans  l'é- 
quation {h). 

506.  Admettons  maintenant  que  Ton  ait  trois  équa- 
lion  linéaires  du  premier  ordre  entre  x,  y,  z  et  la  va- 
riable indépendante  /  :  on  pourra  toujours  les  ramener  à  la 

forme 

x'  +  Px   +Qy  +  Rc  =  V, 

P,  Q,  li,  V;  F,,  etc.  désignant  des  fonctions  de  /.  Si  l'on 
fait  l'addition  membre  à  membre,  après  avoir  multiplié  la 

secoinlt'  |i.ir  un  facteur  À  vX  la  troisième  jiar  un  facteur  (jt,  il 
viendra 

x'  -f  )y'  +  az'  +  (P  +  ),P,  +  pP,)x  4-  (Q  +  >0.  +  MOi)y 
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'On  fera  ensuite 

X  -^-iij  +  y.z  =  M,    d'où    x'  +  ly'  4-  uz'  =  m'  —  y\'  —  ^p'j 
et  par  la  substitution, 

-  y[l'  +  ),(?  +  XP,  +  .uP,)  -  (Q  +  }.Q,  +  ;.Q,)] 

-  sC-'  +  f(p  +  >P,  -f  f^P.)  -  (R  +  >R,  +  pR,)] 

ïl  est  permis  de  disposer  des  fonctions  À,  fx  de  manière  à  sa- 
tisfaire aux  équations 

)/  4-  ).(P  +  )P,  +  p.P,)  -{(^  +  /Q,  +  fQs)  =  0, 


p/  +  p(P  +  >P.  +  pPs)-  (R  +  >R.+  pR,)  =0.1         (''^ 

•Quand  on  pourra  trouver  des  intégrales  particulières  de 
ces  équations,  on  en  tirera  les  valeurs  de  X,  pi  en  fonction 
de  t  pour  les  substituer  dans  la  troisième  équation 

î^'  +  (P  -h  )P.  +  pPj  w  =  V  +  /V.  H-  fzVs,  (ûf) 

oîi  n'entreront  plus  que  les  variables  u  et  t,  et  qui  est  li- 
néaire par  rapport  à  u. 

Admettons,  comme  plus  haut,  que  les  coefficients 
P,  Q,  etc.,  se  réduisent  à  des  constantes  :  on  satisfait  aux 
équations  (c)  en  prenant  pour  X,  u  les  racines  des  équations 
numériques 

>(P  -f  )P,  +  pP,)  -  (Q  +  /Q,  +  pQ,)  =0, 
p(P  +  )P.  +  pP,J  —  (R+  /R.  +  pR.)  =0. 

Afin  de  faciliter  l'élimination,  nous  poserons 

P  +  )P,  +  pP^  =  m,  {é) 

ce  qui  donne 

l{rn  _  Q  J  _  ^Q^  ==  Q ,  p(m  -  R,)  -  >R,  =  R.  {c') 

Les  valeurs  de  X,  u,  tirées  de  ces  équations  linéaires  et 
substituées  dans  l'équation  (e),  conduisent  à  l'équation 
finale  en  m 
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(m  —  F1  (m  —  Q,)  {m  —  \{,]  —  Q,R,  (m  —  Pj  —  ?,\\  [m  —  Q.) 
—  P,n,/,i  —  ]\,]=  \\  Q,  R    r   P/JR. . 

Celle-ci  étant  du  troisième  degré.  .1  trois  racines  m,, m,, m,, 
auxquelles  correspondent  pour  /,  p.,  en  vertu  des  équations 
[e'),  trois  systèmes  de  valeurs  ^,j|^,;^s,p-,;  >-s,Ps. 
L'équation  [d)  devient 

en  y  substituant  successivement  pour  m,  )>,  p.  les  trois  sys- 
tèmes de  valeurs  dénotés  par  les  indices  (1),  (2),  (3),  et  en 
intégrant,  on  obtient  les  trois  équations 

d'oïl  il  est  facile  de  tirer  x,  y,  z  en  fonction  de  t  et  de  trois 
constantes  arbitraires.  Rien  ne  serait  plus  simple  que  de 
généraliser  ce  calcul,  en  l'appliquant  à  un  système  d'équa- 
tions simultanées,  linéaires  et  du  premier  ordre,  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables. 

507.  On  peut  aussi,  dans  le  seul  cas  qui  se  prête  généra- 
lement à  une  intégration  effective,  celui  où  les  coefficients 
P,Q,...,P,,Q,,...  etc.,  sont  des  nombres  constants,  donner 
au  calcul  une  marcbe  synthétique,  plus  analogue  à  celle  qui 
a  été  suivie  (455  et  siiiv.)  pour  les  équations  différentielles 
linéaires,  à  coefficients  constants  et  à  deux  variables  seu- 
lement. 

Soit  d'abord 

x'  +  Px  +  Qi/  -{-Rz  + -f  Vu  =  0, 

y'  +  P.-^  +  0..y  +  n,:  + +  u.«=  0, 

:'  +l\x  +  Q,l/+  H,=  4- +  r,»=0,  )  {g) 

«'  +  P„_ir +  U„_,,V  +  H„_,:  + +  ,„_,''  =0, 

un  système  de  u  é(piations,  sans  dcruirrs  icnncs  et  i\  coef- 
ficients numériques,  enirclos»!  variables  .r,  //.  r....?*,  fonr- 
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tions  de  t^  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  :  on  aperçoit 
la  possibilité  d'y  satisfaire  par  un  système  de  valeurs  parti- 
culières 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  X,  p.,...  u  des  nom- 
bres donnés  par  le  système  des  n  équations  algébriques 

P  4-^Q  +fI^  4- +  vU  =m, 

P.  +  >Q.  +  pR.  + +  vU.  =  hn, 

P„»i  +  >Q„_,  +  FRn_i  + +  ^U„_,  =um. 

On  peut  substituer,  dans  la  première  de  ces  équations , 
les  valeurs  de  X,  p,...u  en  fonction  de  m,  données  par  les 
autres  équations  du  même  groupe^  en  nombre  n  —  1  ;  et , 
d'après  la  règle  de  Bezout,  ces  valeurs  sont  exprimées  par 
des  fractions  dans  lesquelles  m  entre  au  numérateur  à  la 
puissance  n — 2,  et  au  dénominateur  à  la  puissance  w  —  1  : 
donc  l'équation  finale  en  m  est  du  degré  n.  Ses  racines  étant 
désignées  parmj,m2,...m„,  et  les  mêmes  indices  affectant 
les  valeurs  correspondantes  de  X,fx,..u,G,  on  a  pour  les  inté- 
grales complètes  du  système  {g), 

x^C.e-"'^'     +C,e-"'''     + 4-C/-'""',    \ 

y=  >,G,e-'"''  4-  >.,C,e— »'  + +  >„C/-'""^ ,  | 

z^l^^G^e-""^'  +  a,C,e-'"»'  4- +  y„C/-"""',  /       (^.) 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  aux  seconds  membres 
des  équations  {g)  des  fonctions  de  t  désignées  par  V,V,, 
V3vV„_,  :  les  équations  ((/,)  seront  encore  les  intégrales 
générales  du  système,  pourvu  que  les  facteurs  C,,C^,...C, 
désignent,  non  plus  des  nombres  constants,  mais  des  fonc- 
tions de  t  qui  satisfassent  aux  équations 
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C'.e-'"''      +CV~'"''      + -{-C'„e-""'    =V, 

i.C'.e-'"*'  +    /*CV-'"''  + +  \C'„e-""'=  V,, 

^.C',.-"'''  +  ...Ce-"-'  -I- 4-  u„C\,e-""'z=  V, , 

Ct   - — ni.t     1^   _    pr     — m  t     I  1^       p,  p — tittl V 

.      1^       '    +  vjL  se        •    -r +  v^^t  n*^       =  V«_i . 

On  tirera  de  ces  équations,  par  une  élimination  ordinaire, 
les  valeurs  des  dérivées  C',,  C/, . . .  C'„,  et,  par  des  quadratures 
subséquentes,  les  valeurs  des  fonctions  C,,Cj,...C,,  qu'il 
faudra  ensuite  substituer  dans  les  équations  ((/,). 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  au  n"  465,  si  l'on  peut 
trouver  un  système  d'intégrales  particulières  des  équations 
proposées  avec  seconds  membres,  la  question  sera  ramenée 
à  la  recherche  des  intégrales  des  mêmes  équations  privées 
des  seconds  membres. 

508.  On  a  vu  qu'on  peut  éliminer  une  variable  d'un  sys- 
tème d'équations  différentielles  simultanées,  en  substituant 
aux  proposées  des  équations  différentielles  en  moindre  nom- 
bre, mais  d'un  ordre  plus  élevé  (165)  :  réciproquement  on 
peut  abaisser  l'ordre  d'une  ou  de  plusieurs  des  équations  pro- 
posées, en  se  donnant  à  intégrer  simultanément  un  plus 
grand  nombre  d'équations  diiférentielles.  Ainsi  l'intégra- 
tion du  système  des  deux  équations  linéaires  du  second 
ordre 

x"  +  Px'   +  Qy'   4-  l\x   -h  Sy   =:  V, 
y"  +  P.^'  +  Q.y'  +  R,^  +  s,//=  v„ 

peut  être  ramenée  à  dépendre  de  l'intégration  siuiultanée 
des  quatre  équations  linéaires  du  premier  ordre  entre  les- 
variables  x,  tj,  ^.  r.  (  : 

x'-ç  =  0, 

II'  -  «^  =  0, 
k'  -f  PC   +  Q»    +  ^-    +  S//   =  V, 
«î'-f-P.f  4-  Q,>-.  -f  H,.c  +  S,.v— V,. 
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Donc  les  calculs  qui  précèdent  sonl  susceptibles  de  s'appli- 
quer à  l'intégration  simultanée  des  équations  linéaires  d'or- 
dres quelconques. 
509.  Désignons  par 


fX^',-^,  y,  - ;^',y',-, )— o, 


fn-\if'^-^,y^^, ',^''y,^\ )  =  0) 


(/•) 


un  système  de  n  équations  différentielles  simultanées  d^ 
premier  ordre,  et  par 

F  {t',x,y,z, ;a,a^, a„_i)  —  0,      \ 

F,{t;x,y,z,....;a,a„....a„.i)^0, 


F„-i{t;x,y,z, ;a,a, a„-i)  =  0 , 

le  système  de  leurs  intégrales  complètes,  dans  lesquelles  les 
constantes  a,ai,.  .  .a„_i,  introduites  par  l'intégration,  se 
trouvent  combinées  d'une  manière  quelconque.  En  général, 
on  peut,  par  une  élimination  dirigée  convenablement,  trans- 
former ce  système  d'équations  dans  un  autre 

î{t;x,y,z, ;a)  —  0,        \ 

î^{t;x,y,z,....;a^)^0,        f  ,„. 

i„-i{t;x,y,z, ;«„_i)=oJ 

équivalent  au  précédent,  et  qui  jouit,  comme  celui-là,  de  la 
propriété  de  satisfaire  au  système  (f)  avec  toute  la  généra- 
lité requise.  Si  on  détermine  a,a^,  .  .  .  a„_i  en  fonction  d« 
t;  x,y,z.  . .  par  les  équations 

f='>.f  =  ^ ^=0,  (f) 

et  qu'on  substitue  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les  équa- 
tions (f),  on  forme  d'autres  équations 
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if) 


qui,  prises  ensemble,  satisfont  au  système  (f),  mais  en  qua- 
lité d'intégrales  singulières;  à  moins  que,  par  accident,  les 
valeurs  de  a,a„  . . .  a„_,,  tirées  des  équations  (f),  ne  se  ré- 
duisent à  des  constantes,  ou  à  des  fonctions  de  t  ;  x,ij,z,  .  .  . 
qui  prennent  elles-mêmes  des  valeurs  constantes,  en  vertu 
des  équations  (ç;). 

Au  lieu  de  prendre  à  la  fois  tout  le  système  [f),  on  pour- 
rait remplacer  partiellement  certaines  des  équations  (ç;)  par 
leurs  correspondantes  dans  le  système  (ç),  c'est-à-dire  f,  par 
©j  et  ainsi  de  suite.  On  formerait  des  systèmes  mixtes,  qui 
satisfont  encore  à  leur  manière  au  système  des  écpiations 
différentielles  proposées. 

Cette  analyse  s'étendrait,  s'il  était  nécessaire,  aux  écpia- 
tions  différentielles  simultanées,  d'ordres  quelconques. 

510.  Pour  donner  un  exemple  d'intégration  simultanée 
dans  le  cas  où  les  équations  différentielles  proposées  ne  sont 
pas  linéaires,  et  pour  indiquer  en  même  temps  l'application 
qu'on  peut  faire  de  la  théorie  des  intégrales  singulières  aux 
équations  différentielles  où  toutes  les  variables  sont  mêlées, 
prenons  les  deux  équations  du  premier  ordre  à  trois  variables 

xy—t{xy'-    x'y)   :=:0.  (2) 

En  les  différentiant  on  a 

(x'y  -H  y'x)  {x"y  +  Ix'y'  -f  xy")  =  h{x'y'  -f  tx"y'  +  tx'y"), 
<2x'y-i{xy"~x"y)=0. 

Si  l'on  tire  de  la  seconde  de  ces  équations  dérivées  la  valeur 
de  x'y  pour  la  reporter  dans  le  secdnd  membre  de  la  pre- 
mière, ou  mt'Hivi  rcllo-ci  sous  la  forme 
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{x"y  +  <2x'y'  +  xy")  [x'y  +  y'x  -  20  =  0,  (3) 

et  on  la  décomposera  dans  les  deux  équations 

x"y  +  'ix'y'  +  xy"  =  0,  (4) 

x'y  +    y'x  —   2^  =  0.  (5) 

L'équation  (4)  équivaut  à 

-^  =  0,  d'où  xy=at  +  b,  (6) 

a,b  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Ces  deux  constantes  ne  sont  pas  indépendantes  l'une  de 
l'autre;  car  les  deux  équations  (1),  (2)  doivent  s'accorder 
lorsqu'on  en  chasse  y,ij'  au  moyen  de  Féquation  (6)  ;  et  l'on 
trouve  que ,  pour  rendre  ces  deux  équations  identiques  ,  il 

faut  poser  b=^ ;  au  moyen  de  quoi  l'intégi'ale  (6)  de- 

4 

vient 

xy  =  at—  — .  (7) 

Chacune  des  équations  (1)  et  (2)  donne  ensuite 

odt  dx 

Se-^^at"  x' 

d'où ,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c  une  constante  ar- 
bitraire, 

xH  =  c{U  —  a).  (8) 

En  conséquence ,  le  système  des  équations  (7)  et  (8)  donne 

les  intégrales  complètes  des  deux  équations  proposées  (1) 

et  (2). 

On  peut  substituer  à  l'équation  (8)  une  autre  équation 

plus  simple  ;  car  on  en  tire  » 

t  1 

xt-=.  4c. ac-, 

x  x 

tandis  que  Téquation  (7)  donne 


:{|i 
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donc,  si  roii  tlL'biyiic  par  a,  une  nouvelle  cuiislante  arlji- 
trairo,  telle  que  aUi  =  4c,  l'équalion  (8)  pourra  ùlre  rempla- 
cée par 

xt=a^y.  (9) 

Maintenant,  si  l'on  emploie  le  second  facteur  de  Téqua- 
tiun  (3) .  et  qu'on  élimine  x\  y'  entre  lYMpiation  (5)  et  les 
deux  proposées,  il  viendra 

xi/=^t\  HO) 

intégrale  singulière,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de  constante 
arbitraire,  et  qu'elle  ne  peut  pas  rentrer  dans  l'intégrale  (7), 
par  une  détermination  convenable  de  la  constante  a.  D'ail- 
leurs la  dérivée  de  l'intégrale  (7)  par  rapport  à  a  donne 
a  =  2t,  et  cette  valeur  reportée  dans  Féqualion  (7)  lail 
retomber  sur  l'intégrale  singulière  (10),  conformément  à  la. 
théorie  exposée  dans  le  n"  précédent. 

Au  moyen  des  valeurs  de  y.i/,  tirées  de  rénjuation  (10),. 
les  proposées  se  changent  Tune  et  l'autre  en  x  —  2x't  =z  0, 
d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  a  une  constante  arbi- 
traire, 

X*=zat.  (U) 

D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que  le  système  des  équations 
(10),  (11)  devient  identique  avec  celui  des  équations  (9), 
(10),  quand  on  pose  a  =  a,. 

5  U .  Si  l'on  excepte  les  équations  différentielles  linéaires 
dans  lesquelles  les  fonctions  de  la  variable  indépendante  et 
leurs  dérivées  sont  miiltijiliées  par  des  nombres  constants,  il 
est  Ijien  rare  que  des  é(piations  dillérentielles  siniullanées 
puissent  s'intégrer  autrement  que  par  ajjproximation.  Dans 
certains  cas,  cl  milaniment  dans  les  problèmes  relalifs  aux 
mouvements  des  corps  célestes,  on  a  donné  à  rapiuoxima- 
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lion  une  forme  trop  remarquable  pour  que  nous  ne  l'indi- 
quions pas  brièvement. 

Afin  de  fixer  les  idées,  soient 

f^{t;x,x',x", ....  ;  y, y', y",  ....)  =  0 , 

deux  équations  entre  le  temps  t  et  les  coordonnées  x,ij  d'an 
point  mobile  sur  un  plan.  Admettons  de  plus  que  l'on  ait 

f,  03,  f,,  (p,  désignant  d'autres  fonctions  des  mêmes  variables 
et  de  leurs  dérivées,  et  e  un  nombre  très  petit  :  de  sorte  que, 
si  l'on  supposait  ce  facteur  e  tout  à  fait  nul,  les  équations  du 
problème  se  réduiraient  à 

f  =  0,    f.  =0.  {h,) 

Supposons  enfin  que  le  système  formé  de  ces  dernières 
équations  puisse  s'intégrer,  et  qu'il  ait  pour  intégrales  gé- 
nérales 

¥{t;x,y',a,b,c, . . .  )  =  0,     F,{t;x,y;a,b,c, .  . .  )  =  0,  (i) 

a,b,c,  etc.,  désignant  des  constantes  arbitraires  amenées  par 
l'intégration.  Si  l'on  élimine  t  entre  ces  deux  équations , 
on  aura 

Fo,i(x, y;a,b,c, )=0  0') 

pour  l'équation  de  la  courbe  que  le  point  mobile  décrirait 
sur  le  plan  xij,  dans  le  cas  où  l'on  pourrait  supposer  nul  le 
facteur  e. 

Maintenant  il  sera  permis  de  représenter  encore  par  les 
équations  {i)  les  intégrales  générales  des  équations  (h),  dans 
lesquelles  on  ne  suppose  plus  nul  le  facteur  e,  pourvu  que 
dans  les  fonctions  F,Fj  on  regarde  les  paramètres  a,^,c,etc., 
non  plus  comme  des  constantes;,  mais  comme  des  fonctions 
de  la  variable  indépendante  t,  qu'il  faut  déterminer  de  ma- 
nière à  satisfaire  aux  équations  (h).  D'après  l'hypothèse^ 
celles-ci  ne  diffèrent  des  équations  (^„)qne  par  la  présence  de 
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termes  qui  restent  très  petits  :  donc  on  peut  traiter  comnje 
de  très  petites  quantilrs  les  dérivées  ou  les  fluxions 

(la    dh    de 

qui  s'évanouiraient  rigoureusement  avec  t.  Ordinairement 
il  y  a  lieu  de  profiter  de  cette  remarque  pour  simplifier  les 
équations  qu'il  s'agit  de  traiter ,  et  qui  se  trouvent  substi- 
tuées au  système  des  équations  proposées. 

Dire  que  les  fluxions  [k)  sont  des  quantités  tr^s  petites , 
c'est  exprimer  en  d'autres  termes  que  les  paramètres 
a,h,c,  etc.,  varient  très  lentement,  ou  conservent  pendant 
un  long  laps  de  temps  des  valeurs  sensiblement  constantes. 
Donc,  si  l'on  observait  à  une  certaine  époque  le  mouvement 
du  point  [x,]!),  on  trouverait  qu'il  décrit  sensiblement  la 
courbe  donnée  par  l'équation  (j),  dans  laquelle  il  faudrait 
attribuer  à  a^b^c,  etc. ,  de  certaines  valeurs  constantes.  Au 
bout  d'un  temps  considérable,  si  l'on  répétait  les  mêmes 
observations ,  on  trouverait  encore  que  le  mobile  décrit 
une  courbe  de  môme  espèce,  mais  pour  laquelle  les  para- 
mètres a,b,c,  etc.,  ont  des  valeurs  sensiblement  différentes 
de  celles  que  leur  assignaient  les  premières  observations  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Il  ne  faut  donc  pas  voir  seulement  un  artifice  ingénieux 
d'analyse  dans  la  méthode  d'intégration  par  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  dont  Lagrange  a  été  le  promo- 
teur, et  dont  nous  avons  vu  une  aj)i)lication  élégante  à  l'in- 
tégration rigoureuse  des  équations  différentielles  linéaires, 
oïl  les  fonctions  et  leurs  dérivées  ne  sont  nuillipliées  que 
par  des  nombres  conslanls.  VA\v.  aurait  ])u  é(re  suggérée 
par  l'observation  des  phénomènes,  à  la  rejirésentation  des- 
quels elle  s'adapte  naturelleu)ent  dans  des  circonstances 
ruinme  celles  qui  viriiiicnt  d'èlre  (l(''(inies. 


CHAPITRE  Vn. 

l)K     LA    CONSTRUCTION    DKS    ÉQUATIONS    DIFFÉIIENTIELLF.S     A     UNE 
SEULE    YAKIAHLE    INDÉPENDANTE, 


512.  Nous  avons  discuté  les  cas  principaux  où  l'on  sait 
assigner  la  fonction  qui  satisfait  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale à  une  équation  différentielle  donnée,  ou  trouver  l'équa- 
tion générale  des  courbes  qui  jouissent  en  tous  leurs  points 
de  la  propriété  exprimée  par  l'équation  différentielle.  Nous 
avons  indiqué  comment,  lorsque  l'intégration  n'est  plus 
possible  sous  forme  finie,  on  peut  encore  souvent,  ou  rame- 
ner l'intégration  aux  quadratures,  ou  développer  l'intégrale 
en  séries  convergentes  ,  ou  quelquefois  même  remplacer 
es  séries  par  des  intégrales  définies,  prises  entre  des  limites 
spéciales,  et  susceptibles  d'être  évaluées  numériquement, 
avec  une  approximation  illimitée,  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  indépendante.  Mais  une  équation  différentielle  à 
laquelle  aucun  de  ces  procédés  d'intégration  n'est  appli- 
cable, n'en  détermine  pas  moins  la  série  des  valeurs  numé- 
riques par  lesquelles  la  fonction  doit  passer,  après  qu'on  a 
assigné,  pour  une  certaine  valeur  de  la  variable  indépen- 
dante, les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  et  de  ses 
dérivées,  jusqu'à  celle  dont  l'ordre  est  inférieur  d'une  unité 
à  l'ordre  de  l'équation  proposée.  Tl  peut  même  arriver  que, 
par  la  discussion  direcle  de  l'équation  difTérentielle,  on  dé- 
couvre la  marche  et  toutes  les  propriétés  caractéristiques 
de  la  fonction   qu'elle    détermine  implicitement,  mieux 
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((n'un  ne  pourrait  le  faire  à  l'inspection  de  l'intégrale  géné- 
rale ,  donnée  sons  forme  finie,  ou  développée  en  séries,  ou 
bien  enfin  exprimée  ]tar  dos  intégrales  définies  ou  indéfinies. 
C'est  ce  que  Sturm  a  montré  dans  son  beau  mémoire  sur 
la  discussion  des  fonctions  V,  déterminées  implicitemenl 
par  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

+  GV  =:  0  ,  (V) 


dx 

dans  laquelle  G,  K  désignent  des  fonctions  de  la  variable  in- 
dépendante ^  (^). 

Cette  équation  comprend  celle  de  Riccati,  ou  celles  dont 
l'intégration  par  les  séries  et  par  les  intégrales  définies  a 
l'ait  l'objet  du  cbapitre  III  du  présent  livre.  Lorsque  les  fonc- 
tions G,K  se  réduisent  à  des  constantes  réelles  et  positives, 
la  fonction  V  représente  un  sinus  ou  un  cosinus.  Dans  le 
ras  général,  la  marche  de  la  fonction  V  offre  avec  celle  des 
fonctions. s/j;  et  cas  des  analogies  très  remarquables,  que  fait 
i-essortir  la  discussion  directe  de  l'équation  (V),  et  qu'il  faut 
voir  dans  dans  le  mémoire  cité.  Ce  chapitre  doit  porter  sur 
des  considérations  beaucoup  plus  élémentaires,  et  indispen- 
sables (437)  pour  compléter  la  théorie  de  l'intégration  des 
équations  différentielles. 

513.  Soit 

F{x,?/j/')  =  0  (F) 

iiiir  é(inatifin  différeulit'llc  <hi  premier  ordre  à  deux    varia- 
lilr.-.  (jui  (Irvicul 

!/' =^  f(rj/),  (f) 

quand  un  la  résout  par  rapporta  î/'.  Pour  riiaque  syst^nle 
de  valeurs  de  x  et  de  î/,  cette  équation  détermine  le  rapport 

(')  \o\c:/.\('Joiirniil  de  nialhrmatiqupx  i\v  M.  I.iniivillc .  t.  1,  p.  tOfi. 
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(le  la  variation  infiniment  petite  de  y  à  la  variation  infini- 
ment petite  de  x  :  elle  détermine  donc  implicitement  la  dif- 
férence finie  des  valeurs  de  y,  correspondantes  à  deux  va- 
leurs de  X  séparées  par  un  intervalle  fini,  lorsque  dans  l'in- 
tervalle dij  ne  cesse  pas  d'être  une  quantité  infiniment 
petite,  ou  lorsque  la  fonction  }j  n'éprouve  pas  de  solution 
de  continuité  du  premier  ordre;  ce  qui  a  lieu  quand  la  fonc- 
tion y  reste  finie,  et  môme  dans  certains  cas,  quoique  la 
la  fonction  y'  passe  par  l'infini. 

Désignons  par  ifo,X  deux  valeurs  de  x  séparées  par  un 
intervalle  fini;  posons  nà.x=:\ — o^o,  n  désignant  un 
nombre  assez  grand  pour  que  la  cjuantité  ^x  puisse  être 
considérée  comme  une  quantité  très  petite  du  premier  or- 
dre (45)  ;  faisons 

x^^=z  Xq  -\-  Ax,     Xi^=  Xq  +  2Ax,     ^3  =  a;^  +  Zix,  etc . , 

et  désignons  par  y^  y^,y^,  etc.  ;  i/o,  y\,  y\,  etc.,  les  va- 
leurs de  y,  y'  qui  répondent  respectivement  aux  valeurs  do 
x  désignées  par  Xo,  x^,  x^,  etc.  Si  l'on  se  donne  arbitraire- 
ment la  valeur  de  i/o,  on  peut,  a\'ec  l'équation  (/),  calculer 
approximativement,  de  proche  en  proche,  la  série  des  va- 
leurs de  la  fonction  y  entre  les  limites  x=x„,  x  =  X.  En 
effet,  cette  équation  donne 

y'o~f{^o>yo); 

et  l'on  a,  en  négligeant  une  quantité  très  petite  du  second 
ordre, 

y,  —  yo  +  y'o^x  =  yo  +f[x^,y^).Ax. 
Par  la  substitution  de  cette  valeur  de  y,  dans  l'équation 

y\  —  f[x.>y.), 
on  obtientla  valeur  î/'^,  affectée  d'une  erreur  qui  ne  peut  être 
non  plus,  en  général,  qu'une  quantité  du  second  ordre  ;  car, 
en  général,  la  variation  de  la  fonction /est  une  quantité  de 
même  ordre  que  les  variations  des  quantités  x,  y  dont  elle 
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dépend.   On   aura  dune,   aux  quantités   près    du    second 
ordre, 

et  ainsi  de  suite.  Comnie»  est,  par  hypothèse,  nn  très  grand 

\ 

nombrCj  ou  —  une  quantité  de  Tordre  de  \x,  l'erreur  qui 
n 

se  commet,  à  chaque  valeur  de  y  que  l'on  détermine,  étant 
répétée  n  fois,  peut  amener  sur  la  valeur  trouvée  pour  Y 
qui  correspond  à  X,  une  erreur  éaale  à  une  quantité  très 
petite  du  premier  ordre,  ou  de  Tordre  de  Ix,  et  qui  sera  né- 
gligeable si  Ton  a  pris  pour  Aic  un  quantité  sul'fisamment 
petite  (•). 

On  remarquera  que  le  calcul  arithmétique  qui  vient  d'être 
indicjué,  équivaut  à  construire  la  courbe  dont  l'ordonnée  est 
la  fonction  y,  en  substituant  à  cette  courbe  un  polygone  qid 
s'en  rapproche  d'autant  plus  que  la  ligne  A^  a  été  choisie 
plus  petite,  et  en  se  donnant  en  outre  un  point  par  lequel  la 
courbe  doit  passer,  et  qui  est  un  des  sommets  du  polygone 
construit. 

514.  Quand  pour  x:=^a:,,  la  valeur  de  y,  donnée  par 
l'équation/^  passe  par  l'infini,  on  peut  renverser  cette  équa- 
tion et  écrire 

n-'^,y) 
en  prenant  ?/  pour  variable  indépendante.  Si  la  fonction  1/ 
doit  devenir  infinie  en  même  temps  que  y' ,  l'équation  dif- 
férentielle, mise  sous  cette  dernière  forme,  pourra  servir  à 


(')  On  n'a  purrc  ocrasion  de  pratiquer  le  calcul  d'approximation  indiqn*^  dans 
ce  niiirnTO,  cl  par  const'queiit  de  dt'sirer  une  expression  rit;oiireuse  des  limites 
de  l'erreur  commise,  (ietlr  expression  a  ('1(5  donn(^e  par  M.  Caucliy.  On  peut  con- 
sulter là-dessus  les  ouvrages  de  cet  habile  analyste,  cl  un  mémoire  de  M.  Dinct, 
inséré  dans  le  Journal  de  mathémati/jues  de  M.  Lioiiville,  t.  Il,  p.  St9. 
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prolonger  tant  qu'on  le  voudra  la  brandie  de  courbe  m^n 
{fig.  102),  sur  laquelle  on  a  pris  le  point  Wq  pour  point  ini- 
tial, et  qui  est  située  en  deçà  de  l'asymptote  PN,  parallèle  à 
l'axe  des  y.  Mais  on  ne  pourra  pousser  plus  loin  Tintégration 
qu'en  faisant  passer  la  variable  x  par  des  valeurs  imagi- 
naires^ comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  à  propos  des  in- 
tégrales définies. 

515.  Il  y  a  lieu  de  soumettre  à  une  discussion  spéciale  le 
cas  oîi  l'équation  différentielle  serait  de  la  forme 

En  effet,  soit  y„  une  valeur  de  y  qui  fait  évanouir  (p  y  :  si  la 
valeur  delà  fonction  y  croît  ou  décroît  sans  discontinuité, 
de  la  valeur  initiale  |/o  à  la  valeur  y„,  au  moment  où  y  aura 
atteint  cette  valeur  y„,  celle  de  y'  sera  nulle;  la  valeur  consé- 
cutive 

y„+i  =  y»  +  y',Ax 

se  réduira  donc  à  ?/„•,  de  sorte  que  ?/'„  +  ,  sera  encore  une 
quantité  nulle,  et  ainsi  indéfiniment.  Par  conséquent  la  va- 
leur de  la  fonction,  après  avoir  été  une  quantité  variable 
de  î/o  à  î/„,  deviendra  tout  à  coup  une  quantité  constante. 

Il  faut  bien  considérer  que  la  remarque  faite  ici  ne  porte 
pas  seulement  sur  la  construction  arithmétique  ou  graphi- 
que au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  consécutives  d'une 
fonction  se  trouvent  déterminées  avec  une  approximation 
illimitée,  en  vertu  de  l'équation  différentielle  qui  exprime 
la  loi  de  ses  variations  infinitésimales,  lors  même  que  cette 
écpation  ne  comporterait  pas  d'intégrale  exprimable  analy- 
tiqiiement.  La  remarque  porte  avant  tout  sur  la  génération 
môme  de  la  fonction,  toutes  les  fois  qu'elle  passe  effective- 
ment et  dans  le  sens  propre  par  une  succession  do  valeurs  ; 
ce  qui  suppose  que  la  variable  indépendante  x  désigne  1q 
temps  ou  une  quantité  qui  croit  avec  le  temps . 

n  21 
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510.  Il  s'agit  de  savoir  dans  quelles  circonstances  la 
fonction  y  peut  atteindre  la  valeur  qui  fait  évanouir  çt/, 
en  partant  d'une  valeur  initiale  différente.  Pour  cela,  con- 
sidérons d'abord  le  cas  où  la  fonction  ^  [x,  y)  se  rédui- 
rait à  une  constante  c,  et  où  la  fonction  oy  serait  de  la 
forme  my -{-11^711  et  n  désignant  des  nombres  constants. 
L'équation 

y'  =  c{>iiy  +  ») 
a  pour  intégrale 

,Xo,  î/o  désignant  les  valeurs  initiales  des  deux  variables.  La 
quantité  myo-\-n  est  par  hj-pothè'se  différente  de  zéro  :  il 
résulte  donc  de  la  forme  de  l'intégrale,  que  la  quantité 
my-\-n  ne  peut  redevenir  nulle  pour  aucune  valeur  finie  de 
X  ;  que  seulement  elle  converge  vers  zéro  quand  la  quan- 
tité mc{x  —  Xo),  supposée  négative,  prend  des  valeurs  nu- 
mériques de  plus  en  plus  grandes. 

Passons  au  cas  général,  et  admettons  seulement  que  la 
fonction  y'î/  ne  devienne  pas  infinie  pour  la  valeur  de  y  qui 
annule  9?/.  Soit  r,  cette  valeur  :  si  la  fonction  y,  en  partant 
d'une  valeur  plus  petite  ou  plus  grande,  peut  croître  ou  dé- 
croître jusqu'au  point  d'atteindre  la  valeur  -n,  il  sera  permis 
de  prendre  pour  y„  une  valeur  infiniment  peu  diflérente  de 
V),  et  alors  oy  dillércra  infiniment  peu  de  (y  —  r.)  <j>'n.  Ad- 
mettons, pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  J/o>  /i ,  <î>'^  >  0  :  dy 
ne  pourra  pas  devenir  négatif  pour  des  valeurs  positives  de 
dx,  et  par  conséquent  y  ne  pourra  point  passer  de  la  valeur 
?/„  .'i  la  valeur  -n,  si  la  fonction  ^  (.r,  y)  ne  jircud  dans  l'in- 
tervalle des  valeurs  négatives.  On  exclut  d'ailleurs  le  cas  où 
cette  fonction  passerait  jiar  l'infini  ou  deviendrait  indéter- 
minée. Sc>it  donc  — r  la  ])lus  grande  numériquement  des 
\  alciirs  négatives  (pic  la  fonction  ^  [x,  y)  prend  dans  l'intcr- 
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valle  :  on  vient  de  voir,  d'après  la  forme  de  l'intégrale  que 
comporte  l'équation 

dij=^  —  c{y  —  y).^r,dx,  (2) 

que  la  différence  y — -n  ne  peut  devenir  nulle  pour  aucune 
valeur  finie  de  0^  ;  à  plus  forte  raison  il  est  impossible, 
quand  la  fonction  ij  doit  satisfaire  à  l'équation  différen- 
tielle 

dyt=^  {x,y)  .(y  —  r).  ^\dx,  (3) 

que  la  différence  î/  —  -/i  s'évanouisse  pour  aucune  valeur 
finie  de  x  ;  puisque,  par  hypothèse,  la  fonction ^j>  (^,  y),  en 
la  supposant  même  constamment  négative,  n'atteindrait 
jamais  une  valeur  numérique  égale  à  c,  et  qu'ainsi  y  dé- 
croit moins  rapidement  en  vertu  de  l'équation  (3)  qu'en 
vertu  de  l'équation  (2). 

Si  l'on  supposait  î/o  <  -/î,  ou  ^'■c\  <  0,  on  démontrerait  par 
un  raisonnement  semblable,  que  ?/  ne  peut  devenir  égal  à  -n 
pour  aucune  valeur  finie  de  x. 

Il  ne  reste  donc  plus  que  l'hypothèse  où  le  coefficient 
(j)'>î  devient  infini  ;  ce  qui  arriverait ,  par  exemple ,  si  Ton 
supposait 

fV^iy  —  ^Y, 

k  désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1,  ou  bien 
encore 

^^■~log(y->,)' 
et  alors  l'équation  y =;^  est  une  intégrale  singulière  de  l'é- 
quation (1). 

517.  Nous  avons  admis  que  l'équation  (F),  résolue  par 
rapport  à  y',  ne  donnait  pour  y'  qu'une  seule  valeur  réelle 
f  [x,  y).  Évidemment  dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  d'intersection 
entre  les  lignes,  en  nombre  infini,  que  l'on  peut  construire 
en  vertu  de  l'équation  (F),  en  se  donnant  arbitrairement 
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un  [loint  de  chaque  ligne;  puisque,  si  elles  se  coupaient,  y' 
aurait,  contre  l'iiypothèse,  plusieurs  valeurs  correspondantes 
aux  coordonnées  a\  y  des  points  de  rencontre.  Ce  j>rincipe 
ne  soulfre  d'exception  que  si  la  valeur  de  y'  devient  indé- 
lermint'e  pour  certaines  valeurs  àcx,  y.  Par  exemple,  l'é- 

ijuation  did'érentielle  y'=  —  appartient  à  une  infinité  de 

lignes  di'oites  qui  se  coupent  toutes  à  l'origine  des  coor- 
données, point  pour  lequel  la  valeur  de  y'  se  présente  sous  la 
forme  5  [182]. 

Lorsque  l'équation  (F)  donne  à  y'  plusieurs  valeurs  dis- 
tinctes î/'=rf,(^,  y)y  y' =h(^^  y)^  ^l^-'  chacune  de  ces 
éc^ualions,  prise  séparément,  peut  se  construire  comme  l'é- 
([uation  (y),  et  donne  naissance  à  un  système  formé  d'mie 
infinité  de  courbes  ou  de  branches  de  courbes,  particula- 
risées par  le  choix  du  point  initial. 

Ainsi  l'équation 

y'V  -  iy'x[y  -  ;.)  +  ^'  +  x'  =  0  (a) 

équivaut  aux  deux  suivantes 


y  —  p+Vpip  —  '^}!^ 


(«.) 


dont  chacune  peut  être  séparément  construite. 

Dans    cet   exemple,     ?/'  prend  une  valeur  imaginaire, 
toutes  les  fois  que  les  variables  .r,  y  satisfont  à  l'inégalité 

V{j>  -  ^2//)  -  .f'  <  0. 
Li  courbe 

/'(/'- 2.y)-'^-*'--0  [h) 

liiiiitc    donc,  sur  le  plan  xy  la  région  dans    l'upiclle   pi'U- 
venl  s'étendre  les  courbes  raradérisées  par  l'équation  («). 
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Les  deux  valeurs  de  y'  deviennent  égales  pour  les  points 
situés  sur  la  courbe  {h)  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  le  lieu  des 
points  où  se  raccordent  deux  à  deux  les  branches  de  courbes 
caractérisées  respectivement  par  les  équations  (a^),{a^).  Or 
ce  raccordement  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  diffé- 
rentes. 

En  général,  la  tangente  commune  aiLx  deux  branches 
de  courbes  (a,),(rt2),  pour  les  points  situés  sur  la  courbe  (b), 
diffère  de  la  tangente  à  la  courbe  {b)  en  ces  mêmes  points. 
C'est  ce  qui  arrive  notamment  dans  l'exemple  que  nous 
avons  choisi.  La  valeur  de  y'  tirée  des  équations  («,),  (aj, 
se  réduit  pour  les  points  situés  sur  la  courbe  {b)  à 

X 

tandis  que  la  différentiation  de  l'équation  {b)  donne 

dy  X 

dx  p' 

et  pour  que  cette  valeur  de  ^  fut  égale  à  celle  précédem- 

dx 

ment  trouvée  pour  y',  il  faudrait  qu'on  eût 

y^—p  X 

= ,     ou    p{p  —  y)  —  j;^  =  0, 

X  p 

relation  inconciliable  avec  l'équation  (6),  excepté  quand 

En  pareil  cas,  les  branches  (a,),  (a-j)  se  raccordent  sur  la 
courbe  (6)  en  formant  un  rebroussement  ;  et  cette  courbe 
Hmite  est  le  lieu  de  tous  les  points  de  rebroussement  des 
courbes  auxquelles  appartient  l'équation  différentielle  (a). 

518.  Mais  si  Ton  a  l'équation 

y'^x'  -  2y'a-(2y  -  p)  +  2y(2y  -  p)  -f  x'  =  0,  (.) 
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laquelle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


'^y  —  p  +  [^Pip  —  'iyy-^x* 


{-.) 


..> ^"-u-p- Vp{p  —  gy)  —'^* .  /  X 

y ï  K<*,) 

X 

il  arrive  que  la  tangente  commune  aux  branches  (a,),  (a,), 
aux  points  de  raccordement  de  ces  branches  situés  sur  la 
courbe  [h),  se  confond  avec  la  tangente  à  cette  dernière 
courbe,  qui  devient  ainsi  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes 
caractérisées  par  le  système  des  équations  (a,),  (a^).  En 
effet,  l'équalion  quiétabht  cette  coïncidence,  savoir, 

'^u  —  P  __f 
X  p 

est  identique  avec  l'équation  (h). 

Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  [1 84]  :  l'équation 

(a)  est  celle  qui  s'obtient  cpiand  on  élimine  la  conslanle  a 

entre  l'équation 

1  4-«'    . 
fjt=zax-] — -  x\  (c) 

et  sa  dérivée  immédiate.  L'enveloppe  de  toutes  les  para- 
boles caractérisées  par  l'équation  (a;),  ou  par  l'équation  [c] 
qui  en  est  l'intégrale  générale,  est  précisément  la  parabole 

De  sorte  que  le  point  de  contact  de  chaque  enveloppée 
avec  l'enveloppe  divise  l'enveloppée  en  deux  arcs  parabo- 
liques, sur  l'un  desquels  la  valeur  de  »/'  est  donnée  par 
l'équalion  (a,),  taudis  (pie  sur  l'auti-e  cllc^  est  donnée  par 
l'équation  («,). 

iJiO.  Ceci  fait  naître  une  autre  difiiculté  :  car,  si  x  dé- 
signe le  temps  ou  une  ([uantité  croissant  avec  le  tenqis,  on 
ne  voit  pas  de  raison  pour  que  la  fonction  //.  dont  la  lui  <lo 
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variation  est  exprimée  par  F  équation  (a),  soit  représentée, 
pour  des  valeurs  de  x  plus  grandes  que  l'abscisse  Op  {figAS) 
du  point  de  contact  de  l'enveloppée  avec  l'enveloppe,  plu- 
tôt par  Tordonnée  de  l'arc  mn  appartenant  à  l'enveloppée, 
que  par  celle  de  l'arc  mu.  appartenant  à  l'enveloppe  ;  et 
cependant  il  est  impossible  que  cette  fonction,  partant 
d'une  valeur  initiale  donnée,  ait  à  la  même  époque,  ou  pour 
la  même  valeur  de  x,  deux  valeurs  différentes. 

Cette  difficulté  sera  levée  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes : 

Désignons  par  m  =  0  l'équation  de  la  courbe  enveloppe, 
u  étant  une  fonction  de  x,tjy  au  moyen  de  laquelle  nous 
pourrons  chasser  y  et  dij  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée. U  faut  que  cette  équation  prenne  la  forme 

du  =  (fU.^{u,x)dx, 

^u  étant  une  fonction  de  u  qui  s'évanouit  avec  ti,  et  dont 
la  dérivée  9'w  devient  infinie  pour  u  =  0,  du  moins  lorsque 
la  fonction  "l»  {u,x)  ne  devient  point  elle-même  infinie  ou 
indéterminée.  Car,  de  cette  manière,  lorsque  la  fonction  w, 
après  avoir  eu  à  l'origine  une  valeur  différente  de  zéro, 
vient  à  s'évanouir,  ce  qui  arrive  au  point  de  contact  de  l'en- 
veloppée et  de  l'enveloppe,  la  tangente  de  l'enveloppée  est 
déterminée  par  l'équation  c/«  =  0,  et  se  confond  avec  celle 
de  l'enveloppe,  comme  cela  doit  être. 

Il  en  résulte  [5 1 5]  que  la  fonction  u,  ayant  une  fois  atteint 
la  valeur  zéro,  conserve  indéfiniment  cette  valeur  pour 
des  valeurs  croissantes  du  temps  ou  de  la  variable  x  :  de 
sorte  que  la  fonction?/,  représentée  dans  ime  première  par- 
tie de  son  cours  par  l'ordonnée  de  l'enveloppée,  est  repré"- 
sentée  ultérieurement  par  l'ordonnée  de  l'enveloppe. 

Pour  appliquer  ceci  à  notre  exemple,  si  l'on  pose 

u  =  pip  —  2y)  —  x\ 


.'^28  i.ivKE  VI.  —  crrAPiTRE  vir^ 

les  (jqualions  (a,),  (a,)  deviendront 

-  v^  +  i      ,  -  V"-'' 

du  =  yu. ,     du  r=  I  -  n  . 

X  X 

520.  Nous  retombons  de  cette  manière  sur  la  théorie  des 
intégrales  singulières  exposée  dans  le  chapitre  IV  du  pré- 
sent livre.  On  voit  pourquoi  nous  leur  avons  conservé  le 
nom  (ïinlcgrales  que  quelques  auteurs  leur  refusent  à  tort  : 
c'est  qu'en  ellct,  quand  le  temps  joue  explicitement  ou  im" 
plicitement  le  rôle  de  variable  indépendante,  le  problème 
de  l'intégi'ation  proprement  dite,  qui  consiste  à  assigner  la 
somme  des  accroissements  infiniment  petits  de  la  fonction 
dans  un  intervalle  de  temps  donné,  est  résolu  successive- 
ment au  moyen  d'une  intégrale  particulière  et  au  moyen 
de  rintégi'ale  singulière  ;  de  sorte  que  la  solution  n'est  com- 
plète que  quand  on  joint  l'intégrale  singulière  au  systèmt^ 
des  intégrales  particuhères  ou  à  l'intégrale  générale. 

Cette  propriété  de  l'intégrale  singulière  lui  appartient  en 
raison  de  ce  qu'elle  représente  la  ligne  enveloppe  de  toutes 
les  lignes  données  par  les  intégrales  particulières.  En  con- 
séquence, lors  même  que  l'équation  de  la  ligne  enveloppe 
pourrait  se  tirer  do  l'intégrale  générale  par  une  détermina- 
tion convenable  de  la  constante  arbitraire  (auquel  cas  elle 
ne  serait  plus  une  intégrale  singulière  dans  le  sens  pure- 
ment abstrait  que  les  analystes  sont  convenus  d'attacher  à 
cette  expression),  elle  n'en  mériterait  pas  moins  la  (jualiii- 
cation  d'intégrale  singulière,  en  ce  sens  qu'il  faudrait  la 
joindre  à  chacune  des  autres  intégrales  particulières,  pour 
conq)léter  la  solution  du  problème  d'intégration,  lurstjue  la 
varialjle  indépendante  est  le  temps  ou  une  ([uantité  croissant 
avec  le  temps. 

Pax  exemple,  l'éijuafion  ditTérenticlle 

2iry 
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a  pour  intégrale  générale  l'équation 

y*  -{-  x^  —  2fly  =  0, 

qui  représente  une  infinité  de  cercles  ayant  leurs  centres 
sur  l'axe  des  y,  et  touchant  tous  l'axe  des  x  à  l'origine  des 
coordonnées.  L'équation  î/  =  0^,  qui  satisfait  à  la  proposée, 
n'est  qu'une  intégrale  particulière,  en  ce  sens  qu'elle  se 
tire  de  l'intégrale  générale  quand  on  y  fait  a=  oo  :  mais  , 
si  la  variable  x  représente  le  temps ,  et  que  ,  pour  une 
valeur  négative  de  x  on  donne  à  y  une  valeur  positive , 
assujettie  seulement  à  la  condition  d'être  numériquement 
plus  petite  que  x^  la  fonction  y  s'annulera  en  même  temps 
que  X,  et  restera  ensuite  constamment  nulle  pour  toutes- les 
valeurs  positives  de  x.  Il  faut  donc  associer  l'équation  y=^0 
à  chacune  des  autres  intégrales  particulières,  pour  en  for- 
mer un  système  qui,  dans  chaque  cas  particuUer,  résout  le 
problème  d'intégration  ;  et^  à  cet  égard,  l'équation  y  =•  0 
est  vraiment  une  intégrale  singulière  de  la  proposée. 
Pour  comparer  l'écpiation  [d)  à  l'équation  (1),  on  posera 

2x 
?2/  =  y,  ^(x,i/)=^;— -^; 

et  la  fonction  (^y  ne  satisfera  plus  à  la  condition  établie 
[516];,  pour  que  la  fonction  y,  partant  d'une  valeur  initiale 
autre  que  zéro  ,  puisse  devenir  nulle  ;  mais  cela  lient  à  ce 
que  le  facteur  ^  {x,ij)  devient  infini  pour  le  système  de  va- 
leurs x==:0,y  =  0',  et  ce  cas  était  exclu  dans  la  démon- 
stration rapportée  au  n°  cité. 

521.  Passons  aux  équations  du  second  ordre  :  ce  que 
nous  allons  en  dire  s'appliquera  facilement  aux  équations 
d'un  ordre  quelconque. 

Soit 

.y"  =:  fixjj,!/')  (e) 

une  équation  du  second  ordre,  résolue  par  rapport  à  y"  : 
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admettons  qiie,  pour  une  valeur  œ^  do  la  variable  ind(i- 
pendanlo,  on  se  soit  donnr  arbitraircinent  les  valeurs  cor- 
resfiondantes  y^,  ij\',  il  viendra 

!/"o  ~  fi-^o^î/o^y'o)  ; 

et  si  l'on  pose  .ri  =  Xo-]-Ax,  Ax  désignant  une  quantité 
très  petite  du  premier  ordre,  on  aura,  aux  quantités  près 
du  second  ordre, 

!/i  =  !/o  +  i/'o  ^^^  u\  =  u'o  +  y\^x; 

puis 

y\  =  fi^\,y„y'X  y^=y,  +  y\^^;  y',  =  y\  -h  y'\^^  ; 

et  ainsi  de  suite  ;  en  sorte  que  la  série  de  valeurs  par  les- 
quelles passe  chacune  des  fonctions  y', y,  peut  être  calculée 
aritlimétiquement  avec  une  approximation  indéfinie. 
Si  Téquation  (e)  est  de  la  forme 

y"'=='ty'--H^,y,y'), 
et  que  y  atteigne  une  valeur  -n'  qui  fait  évanouii'  oy',  y" 
s'évanouira  ,  et  par  suite  //'  conservera  ,  à  partir  de  cette 
époque,  une  valeur  constante.  La  proposée  aura  pour  inté- 
grale première  singulière  j/'  =  vî'  ;  et  l'intégride  de  celle-ci, 
yz=n'x  -{-c,  satisfera  h  la  proposée,  mais  sans  en  être  l'in- 
tégivale  générale,  puisqu'elle  ne  renfermera  que  la  constante 
arbitraire  c. 

Si  la  proposée  se  met  sous  la  forme 

?/"=?y-i'{^,y,y')~o, 

et  que  y  atteigne  une  valeur  n  qui  fait  évanouir  ç//,  ;/"  s'éva- 
nouira; mais  comme  en  mènK;  temps  y'  a  une  valeur  en 
général  tlillerente  de  zéro,  y  ut  y"  prcndrimt  aussi,  dans 
l'instant  suivant,  des  valeurs  dillérenles  de  zéro.  Par  con- 
séquent l'éijuation  y  =  yi,  qui  est  une  intégrale  singulière 
de  la  proposée  ,  sans  constante  arbitraire,  ne  i-ejirésentera 
poiut,  c\  nufiuic  éjirHjue.  la  suite  des  valeurs  jtar  lrs(|uellos 
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doit  passer  la  fonction  y^  lorsque  la  variable  x  désigne  le 
temps  ou  une  quantité  croissant  avec  le  temps ,  à  moins 
toutefois  que  y'  ne  s'évanouisse  en  môme  temps  que  9?/. 

On  pourrait  donner  plus  de  généralité  à  ces  remarques, 
comme  nous  l'^ivons  fait  pour  les  équations  du  premier  or- 
dre ;  mais  il  suffit  que  ce  sujet  soit  indiqué. 

522.  Considérons  encore  le  système  des  équations  simul- 
tanées [510] 

(x'i/  +  7/xy  -  8txy  =zO,  xy-  t{xy'  -  x'y)  =  0  ; 

et  posons  xy  — 1'=  u,  ce  qui  les  changera  en 

u'^-^hi  =  0,     2^(u  -f  r-)x'—  (^2  +  u't  —  u)x. 

Lorsque  t^x,y  auront  atteint  des  valeurs  qui  annulent  la 
fonction  u,  u'  s'évanouira,  et  par  suite  la  fonction  u  restera 
constamment  nulle  :  on  aura  pour  déterminer  x  l'équation 
2to'  =  ^,  d'oîi  X'  =  a^t.  Les  intégrales  générales  des  équa- 
tions proposées  sont 

a* 
xij  =at ,     xt  :=.  a^y . 

Supposons,  afin  de  fixer  les  idées,  a>0  :  ce  système  repré- 
sentera les  valeurs  de  x,y  pour  les  valeurs  de  ï  <  -  ;  mais, 

pour  O  5  5  l^s  valeurs  de  x^y  seront  données  par  le  système 

xy  —  t^  t=:^j     x^zzza^t, 
cpii  représente  l'intégrale  singulière  des  proposées. 


■n  TiTS'' »-»i^»< 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE    l.'lNTÉGHATlON  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 
—  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

523.  Si  ron  a,  entre  les  variables  indépendantes  x,y,  et 
la  fonction  z  qui  en  dépend,  une  équation  de  la  forme 

l'intégration  do  cette  équation  se  ramène  aux  quadratures 
[393],  pourvu  que  les  fonctions  y,'|  satisfassent  à  la  condi- 
tion d'intégrabilité 

df  ^dp 

djf      dx 

Si  les  fonctions  9,']>  ronfcrmaient  la  variable  :.  ou  si  l'on 
avait  enliv  lus  variables  j:, y, ^  et  leui-s  dilléivnliflU'S  totales, 
l'équation 

X(/x  +  Y<y -f- '/(/-=  0,  (I) 

X,Y,Z  désignant  des  ibnclions  de.r,j/,z,  on  ^aln^ncrait 
encore  aux    quadratures  l'intégration   dr    retle    é(piation 


ÉQUATIONS   AUX    DIFFÉRENTIELLES   TOTALES.  333 

[396],  pourvu  que  les  fonctions  X,Y,Z  satisfissent  aux  con- 
ditions (l'intégraLiiité 

dX_dY  dX_dZ   dX _^dZ ^ 

dy      dx*  dz      dx^  dz      dy^ 

et  l'intégrale  aurait  la  forme  F  {x,%j,z)  =  const.,  F  désignant 
la  fonction  dont  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  la 
différentielle  exacte. 

L'équation  (1)  peut  être  mise  sous  la  forme 

dx  =i du dz: 

X  ^      X      ' 

il  s'agit  de  trouver  une  fonction  x  de  deux  variables  indé- 
pendantes y  ei  z  satisfaisant  à  cette  équation,  c'est-à-dire 
ime  fonction  x  dont  les  deux  dérivées  partielles  par  rapport 

Y 

ky  et  à  2  soient  égales,  la  première  à  —  -,  la  seconde  à 

2 

—  ^.  Regardons  d'abord  z  comme  une  constante,  et  cher- 
chons la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dérivée  partielle 

Y 

par  rapport  à  y  est  égale  à  —  ^;  cette  fonction  devra  satis- 
faire à  l'équation  différentielle  ordinaire 

Y  , 

dx  =z dy, 

X    ^' 

Xdx  -{-  Ydy  =  0,  (2) 

ilx  étant  ici  la  différentielle  partielle  par  rapport  à  y.  Soit 

U  =  Z.  (3) 

l'intégrale  générale  de  cette  équation,  Z,  désignant  une 
fonction  arbitraire  de  z.  Il  faut  maintenant  déterminer  Z, 

de  manière  que  la  valeur  de  la  dérivée  partielle  —  tirée  de 
l'équation 


[\[\.\  LIVRE    VII.    CHAPITRE    I. 

dUdx      f/lJ_c/Z, 
dI'd'z~^Tz~''d7 

Z 

soit  égale  à  —  —  ,  ce  qui  donne 

Si  dans  le  second  membre  de  celle  équation  on  remplace 
X  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3),  y  doit  disparaître, 
puiscpie  Z,  ne  contient  que  2.  Pour  que  la  question  proposée 
soit  possible,  il  faut  donc  que  cette  condition  soit  remplie. 
Quand  elle  sera  remplie,  on  intégrera  l'équation  (4)  entre  les 
variables  r  et  Z,  ;  soit 

A^^.Z.)  =  G  (5) 

Tintégrale  générale  de  l'équation  (4)  ;  en  remplaçant  Z^  par 
sa  valeur  U  donnée  par  l'équation  (3),  on  arrivera  à  une 
équation  de  la  forme 

Y{x,y,z)  =  C,  (6) 

C  étant  une  constante  arbitraire. 
De  l'équation  (G)  on  déduit 

^  dv 

dx  dy        dx  dz 


on  aura  donc 


ou 


dy  d\^'       dz  dF 

dx  dx 

dV  dV 

^  _  Y  7h  _Z 

dV~X'  rfF~X' 

dx  dx 

ijV      dV       dV 
dx      dy      dz 


ÉQUATIONS   AUX    DIFFÉRENTIELLES   TOTALES.  335 

Ces  deux  équations  doivent  être  vérifiées  quels  que  soient 
x,îj,z  ;  autrement,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  tirée  de 
réquation  (6),  on  aurait  une  relation  entre  y,z  et  la  con- 
stante C. 

En  appelant  p.  ces  rapports  égaux,  on  a 

—  —X      —~  .Y       — —   z 
dx  dy  '        dz 

Le  premier  membre  de  l'équation  (1  )  multiplié  par  [i  devient 
une  différentielle  exacte.  On  en  déduit  les  conditions 

f/.fxY_c?.pZ       d.ijZ_d.pX       d  ,y-X_rf.p.Y 
dz  di/  '       dx  dz   ^       dy  dx  ' 

ou  en  développant 

dY  dj.  dz  dix 

dz  dz  dy  dy 

dZ  dj.  dX  d[jL 

dx  dx  dz  dz 

dX         du.         dY         dfjL 

u. f-X— =:tz hY— . 

dy  dy         dx         dx 

Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations,  multipliées  respective- 
ment par  X,Y,Z,  et  si  Ton  supprime  le  facteur  pi^  il  vient 

/dY      dZ\  /dZ      dX\  nlX      dY\ 

Telle  est  la  condition  d'intégrabilité. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  cette  condition  est 
suffisante.  Revenons  à  l'équation  (2)  qui  admet  pour  inté- 
grale l'équation  (3)  ;  on  a 

c?U_^       du  _ 
dx  '   cly 

Nous  avons  ensuite  à  intégrer  l'équation  (4),  dont  le  second 
membre 
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)Z 

dz 

ne  doit  pas  renfermer  y,  après  qu'on  a  remplace  x  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (3).  11  faut  pour  cela  (pje  la  dé- 
rivée par  rapport  à  î/,  en  regardant  x  comme  une  fonction 
de  ?/,  soil  nulle.  On  doit  donc  avoir 


dx  dy  dij 


0, 


OU 


rrf.)X      d:.7A  Té?. /Y      d:,7A       „ 


et  en  ayant  égard  à  la  relation 

d./X     d. 


dji  d.r 

on  retombe  sur  la  condition  (7). 

524.  Lorsque  celte  équation  n'est  pas  satisfaite,  il  n'existe 
pas  une  fonction  x  de  deux  variables  indépendantes  y,z. 
susceptible  de  vérifier  l'écpiation  (1)  ;  ce  qui  revient  à  dire 
que  cette  équation  n'exprime  plus  une  propriété  dont  puis- 
sent jouir  les  coordonnées  ic,7/,2  d'une  certaine  surface. 
Cependant  l'équation  (1)  n'est  pas  dépourvue  pour  cela  de 
toute  signification,  et  rien  n'empêche  qu'elle  exprime,  par 
exemple ,  une  propriété  commune  à  une  série  de  courbes, 
dont  x,y,z  désigneraient  les  coordonnées  courantes  [263  et 
267]  :  seulement  il  n'existe  pas  de  surface  qui  soit  le  lieu 
géométriquo  de  toutes  ces  lignes.  Si  l'on  élal>lit  une  liaison 
arbitraire,  entre  y  et  x,  ce  qui  revient  à  tracer  arbitraiivuient 
la  projection  d'une  de  ces  lignes  sur  le  j)lan  .tj/,  z  devient 
fonctictn  de  la  seule  variable  indépendaute  .r,  et  l'équation 
(1),  construite  comme  uneéqnatiou  diliéreutielle  ordinaire, 
détermiue  la  projection  do  la  uièuie  ligne  sur  le  pl.in  .r:, 
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pourvu  seulement  qu'on  donne  un  point  par  lequel  cette 
projection  doit  passer.  L'intégration  de  l'équation  (1)  con- 
siste dans  ce  cas  à  trouver  entre  les  coordonnées  finies  x,y,z 
un  système  d'équations  renfermant  une  fonction  arbitraire^ 
et  d'où  l'on  puisse  tirer,  par  une  détermination  convenable 
de  la  fonction  arbitraire ,  toutes  les  lignes  dont  les  coor- 
données jouissent  delà  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 
différentielle  proposée. 

Or,  la  solution  de  ce  problème  dérive  immédiatement  do 
l'analyse  qui  nous  a  conduit  à  l'intégration  de  l'équation 
proposée  ,  lorsqu'elle  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité  ; 
car  si,  dans  le  cas  contraire,  au  lieu  de  déterminer  la  fonc- 
tion Z,  qui  entre  dans  l'équation  (3),  on  pose 

U  =  ?-,  (8) 

0  désignant  une  constante  arbitraire,  et  ensuite 

du      Z  d{] 

les  valeurs  de  x,y  en  fonction  de  ::,  qui  vérifieront  les  équa- 
tions (8)  et  (9) ,  vérifieront  aussi  l'équation  proposée,  dont 
l'intégrale  sera  exprimée  en  conséquence  par  le  système 
des  équations  (8)  et  (9),  contenant  la  fonction  arbitraire  9 
et  sa  dérivée.  En  effet,  si  l'on  différentie  l'écpiation  (8)  en 
faisant  varier  à  la  fois  x,ij,z,  on  a 

rfU  ,       rfU  ,       du  , 
—rdx-\--—dy-\ — --dz  —  fzdz  :=:  0, 
dx  dy  dz 

et,  en  vertu  de  l'équation  (9), 


Mais 


f/U  dU  Z  du  , 

—.  dx  + -- dy -{- -  -T-dz=z  0. 

dx  dy  A  dx 


du  _^  ^     rfU _  . 
dx  '    dy  ' 

T.  II.  22 
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il  en  résulte 

Xi!x-\-\ihj  +  '/Mz  =  (). 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'exprimer  que  la  ligne  dont 
les  coordonnées  courantes  sont  x^y^z,  est  déterminée  par  le 
contact  d'une  surface  conique  ayant  son  centre  au  point 
(x„,y„,z^),  et  d'une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des 
z  :  les  coordonnées  des  points  situés  sur  cette  ligne  devront 
vérifier  à  la  fois  [249  et  254]  les  équations 

PU  —  qj:  =  0,  (11) 

ch  =  pdx  -\-  qdy, 

d'où  l'on  tire,  par  l'élimination  de;>  et  de  </, 

dz                     xdx  -\-  inbi 
= '-±-J. ^_  (12) 

z  —  z^     x{x  —  ^o)  +  y{y  —  ^o) 
Cette  équation  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabililé, 
tant  que  rc„,î/o  ne  sont  pas  nuls  :  on  a  dans  ce  cas 
l  —  xix  —  x^)  +  yiij  —  ?/„), 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (8)  et  (9)  dcAdennent 

Xix  —  .Tn)  4-  ?/(?/  —  Vo) 

x^  +  y'  =  2:  =,  -^ o)-r^j\j Jo/  _  ^,^^  ^^ 3^ 

L'équatifin  (12),  ou  le  système  des  équations  (13)  qui  en 
est  récpiivalent,  apparlieunent  doue  à  toutes  les  lignes  (pii 
jouissent  de  la  propriété  géométrique  délinie  ci-dessus. 

On  aurait  \m  modifier  l'énoncé  du  uirme  problème,  en 
demandant  ([uelle  est  l'écjualion  de  la  surface  (|iii  se  trouve 
comprise  à  la  luis  dans  la  famille  des  surfaces  coni(|ues  ca- 
rartérisées  par  l'équation  (10)  et  dans  celle  des  surfaces  de 
révolution  caractérisées  par  r('(|ual  il  m  (I  I).  l/é(|uation  (12) 
à  l'upjelle  on  est  conduit  pour  exjnimer  cette  double  condi- 
tion ,  ne  satisfaisant  pas  à  la  condition  d'inlégrabilité  tant 


I 
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que  Xa,7j^  ne  sont  pas  nuls ,  il  en  résulte  que,  dans  le  cas 
général;,  ime  telle  surface  n'existe  pas.  Lorsque  x„,y„  sont 
nuls,  l'équation  (12)  s'intègre  et  donne 


c  désignant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  appar- 
tient à  tous  les  cônes  droits  qui  ont  leur  centre  au  point  de 
l'axe  des  z  dont  l'ordonnée  est  z^  ;  et  il  est  bien  évident 
qu'en  effet  ces  cônes  droits  satisfont  au  problème  ainsi 
énoncé. 
En  mettant  l'équation  (12)  sous  la  forme 

dz[x{x  —  Xo)  +  y{y  —  ?/o)]  =  (-  —  -o)  {xdx  +  ydy), 
on  voit  c[u'elle  est  satisfaite  par  récjiiation  2  —  z^  =  0,  sans 
qu'on  ait  besoin  de  supposer  nulles  les  coordonnées  x^,  ?/„. 
Ainsi  le  plan  mené  par  le  point  [x^,ij^^z^^  perpendiculaire- 
ment à  l'axe  des  z,  est  une  surface  c[ui  satisfait  à  l'énoncé 
du  problème  ;  mais  cette  solution  n'est  que  singulière, 
comme  le  montre  bien  la  forme  de  l'équation  ci-dessus,  et 
l'on  n'y  trouve  pas  la  constante  arbitraire  essentielle  à  l'in- 
tégrale complète. 

*  525.  Lorsque  l'équation  proposée  n'est  pas  linéaire  par' 
rapport  aux  différentielles  dx,dij,dz,  elle  n'est  susceptible 
de  satisfaire  à  l'équation  (7),  et  d'avoir  en  conséquence 
pour  intrégrale  complète  une  équation  entre  x,y,z  et  un 
paramètre  arbitraire,  qu'autant  qu'elle  peut  se  décomposer 
préalablement  en  facteurs  linéaires.  Cependant,  parmi  les 
équations  non  linéaires  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condi- 
tion préalable  d'intégrabilité ,  il  y  en  a  encore  qui  com- 
portent une  signification  géométrique ,  et  qui  sont  suscep- 
tibles de  s'intégrer,  avec  toute  la  généralité  requise,  moyen- 
nant l'introduction  de  fonctions  arbitraires. 

Ainsi  le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
consiste  à  intégrer  l'équation  différentielle  à  trois  variables 
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(h'  =  'Li'-j-(l,/\  (U) 

qui  ne  peut  point  se  d(5composer  en  facteurs  linéaires  ,  ni 
comporter  pour  intéaralo  une  équation  uui([ue  entre  x,j/,s 
et  une  consiante  arljitraire,  mais  dont  néanmoins  l'inté- 
grale générale  peut  s'écrire  sous  une  forme  plus  complexe. 
En  effet,  il  est  permis  de  mettre  ]\'(|iiati(in  (14)  sous  la 
forme 

ds^  =  {dx  cos  y.  —  di/  sin  a)-  +  [dx  sin  a.  +  r/y  cos  a)', 

a  désignant  un  angle  arbitraire  ;  et  par  suite  on  peut  rom- 
placer  cette  équation  par  le  système  dos  deux  autres 

ds  ==  dx  oos  a.  —  di/  sin  y.,     dx  sin  x  -{-  di/  cos  j.  =  0, 

qui  ont  pour  intégrales 

s  =x  cos '^  — y  sin  a +  ,'3,     j?  sin  ?  +  ycos  a  =  y,        (15) 

/3,7  désignant  d'autres  constantes  arbitraires.  Maintenant 
que  le  système  (15)  nous  fournit  une  solution  particulière 
de  Féquation  (14),  il  s'agit  do  généraliser  cette  solution; 
et  pour  cela,  suivant  la  méthode  déjà  appliquée  dans  le 
chapitre  VIII  du  qualrièmc  livre,  nous  poserons  d'abord 
Q  =  ça,  y  =  ^x.  puis  nous  égalerons  à  zéro  les  dérivées  des 
équations  (15)  par  rapport  à  a,  considéré  maintenant 
comme  variable.  Ce  calcul  donne 

0  =  —  X  sin^:z  —  y  cos  z  -f  f/a,  X  cos  X  —  1/  sin  3  z=  -iO, 

d'où  •|^  =  (p'a,  'i'x=oa.  Cunséqucmmoiit  ou  satisfera  à 
l'équation  (14)  parle  système  des  trois  équations 

s  ■=  X  cos,  7  —  y  sin  a  4-  -fix, 

X  sin  .-.  -f  7/  cos  a  rur  y'/, 
X  cos  a  —  y  sin  a  =z  j,"?, 

dans  lequel  la  fonction  o  reste  arbitraire,  ou  par  le  système 
suivant  qui  s'en  déduit. 
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a:  =  y'a.sill  a  -j'  (3."a.C0S  «;  j 

y  :=f'x.  COS  a  —  -/a .  sill  x,  l  (i  6) 

S  =z  ya  -f-  f"a.  y  1 

et  d'où  l'un  tire  en  effet 

dx  =  [f'ai  +  9>'"f')  COSixdy., 

dy  =z  —  {-/a.  +  f'"x)  sinadct, 

ds  =  (/a  +  '/"a)rfa, 

valeurs  qui  vérifient  bien  évidemment  l'équation  (14).  Si 
l'on  assigne  la  forme  de  la  fonction  9,  on  aura  l'équation 
do  la  courbe  plane  dont  s,x,y  désignent  respectivement 
l'arc,  l'abscisse  et  l'ordonnée,  en  éliminant  a,  si  c'est  pos- 
sible, entre  les  deux  premières  équations  (16),  et  la  valeur 
de  l'arc  en  fonction  de  a;  ou  de  y,  en  éliminant  a  entre  la 
troisième  et  la  première  ou  la  seconde  des  équations  de  ce 
groupe.  Si  l'on  donne  au  contraire  l'équation  de  la  courbe 

on  y  substituera  les  valeurs  précédentes  de  a;  et  de  y,  ce  qui 
donnera  une  équation  différentielle  du  second  ordre,  entre 
ex.  et  ©a,  dont  l'intégration  complète  doit  amener  deux  con 
stantes  arbitraires.  Or,  dans  ce  cas,  la  troisième  équation 
(16)  donnerait  aussi  la  valeur  de  s  avec  deux  constantes  ar- 
bitraires ;  tandis  que  cette  valeur  ne  comporte  essentielle- 
ment qu'mie  constante  arbitraire ,  en  raison  du  choix  arbi- 
traire de  l'origine  des  arcs.  Voici  comment  cette  difficulté  a 
été  levée  par  Poisson^  d'après  une  remarque  analogue  de 
Lagrange  [492]  : 

Quand  on  différentie  l'équation  (/*)  et  qu'on  y  substitue 
pour  dx,  dij  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  il  vient 

C^i  COS  a  -  ^  Sin  y^i  (/a  +  ^"'c.)dx  =  0, 

\dx  dy         y 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 
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df  df 

o'a  -f-  v'"«  =  0,       -f  COS  a—  -f  Sin  a  =  0. 
dx  di/ 

La  prcmitTC  s'intr.^TC  immédiatement  et  donne 

mais  cette  solution  ne  satisfait  pas  à  la  question,  puisqu'on- 
en  conclurait  s  =  co?i6/.  La  seconde  équation  ne  contient 
pas  ç)'"a,  et  elle  est  du  second  ordre  [tar  rapport  à  ç,  aussi 
bien  que  Féquation  (/').  Si  donc  on  élimine  '^"a  entre  ces 
deux  équations  du  second  ordre,  on  obtiendra  une  équation 
du  premier  ordre,  qui  sera  une  intégrale  singulière  de  (/')  : 
en  intégrant  de  nouveau ;,  on  aura  la  valeur  do  ça,  et  par 
suite  celle  de  s  avec  une  seide  constante  arbitraire. 

*526.  Le  système  des  équations  (16)  n'est  pas  le  seul 
qu'on  puisse  poser  comme  équivalent  à  l'équation  (14).  Il 
est  clair  que  l'on  satisferait  à  cette  équation  par  le  système 
de  valeurs  particulières 

.X'  =  as  -^  a,    y  t=:sy  \  —  «'^  4-  .5, 
dans  l'expression  desquelles  rt,  a,  /5  désignent  des  con- 
stantes. Donc  on  satisfera  aussi  à  l'équation  (14)  par  le  sys- 
tème de  formules 


dans  lesquelles  9,  ^  désignent  des  fonctions  arljitraires  de 
la  variable  a,  assujetties  à  vérifier  les  éciuations  dérivées 

0  =  .V-+1,      0=:--4=4^^+/..  (18) 

Les  équations  (17)  et  (18)  peuvent  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

C  —  o.  1 

0,     /a  +  -=:0. 


.r  —  a 


ÉQUATIONS   AUX   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES.  343 

par  oïl  l'on  voit  que  la  première  s'identifiera  avec  la  qua- 
trième, si  l'on  détermine  la  fonction  ©  de  manière  à  satis- 
faire à  la  relation 


y.=    _^'«.^1_(fi_fj 


En  même  temps  la  seconde  équation,  qui  est  la  dérivée  de 
la  première  par  rapport  à  a,  s'identifiera  avec  la  dérivée  de 
la  quatrième  ou  avec  la  seconde  dérivée  de  la  troisième  :  la 
fonction  ©  se  trouvera  éliminée,  et  l'on  aura,  pour  satisfaire 
à  l'équation  (14),  le  système  des  trois  équations 

X-«-f(y-^a)faz=0,  (19) 

à  l'inspection  desquelles  on  reconnaît  que  a,  <]>a  et  s  dé- 
signent les  coordonnées  parallèles  aux  x  et  aux  y,  et  le  rayon 
de  courbure  de  la  ligne  qui  aurait  pour  développée  celle 
dont  x,y  sont  les  coordonnées  courantes  [190  et  suiv.,  344 
et  492]. 

Si  l'équation  (14)  était  remplacée  par  cette  autre  plus 
générale 

fdx  dy\  

\ds'  dsj 

la  même  analyse  donnerait,  au  lieu  des  équations  (19), 

fx—o,    y—hy\  d¥       ^     rf^F      ^ 

'^ ^)  =  0,   —  =  0,    -r-,  =  0. 

s  s      /  dx  ax* 
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o27.  On  a  vu  [100  cl  suiv.]  commuiit  se  praliciiic  IV'li- 
iiiinalion  des  fondions  arbitraires  entre  une  équation  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes  et  ses  dérivées  ;  et  comment, 
par  cette  élimination,  on  tombe  sur  une  équation  aux  diffé- 
rences partielles,  cpd  a  autant  de  généralité  (pie  l'équation 
primitive,  et  dont  cette  équation  primitive  est  rinlégrale. 
Ce  sujet  a  été  repris  avec  plus  de  détails,  en  vue  des  appli- 
cations à  la  théorie  des  surfaces,  dans  les  chapitres  VII  et 
YIII  du  quatrième  livre.  Maintenant  il  s'agit  d'exposer  les 
procédés  les  plus  généraux  (]u  on  emploie  pour  remonter 
d'une  équation  aux  différences  partielles  à  son  intégrale  ; 
quand  cette  intégrale  peut  s'exprimer  sous  forme  unie,  ou 
en  séries  convergentes  d'un  nom})re  infini  de  termes  ,  avec 
les  si^ïnes  renis  (înns  l'analyse.  D'ailleurs  les  équations  aux 
dillérences  partielles,  considérées  en  elles-mêmes,  indépen- 
damment des  accidents  déforme  qui  l'ont  qu'elles  admettent 
ou  qu'elles  n'admettent  pas  des  intégrales  analylicpies,  ont 
une  siirnificaliiin  cl  une  valeur  propres  qui  doivent  faire 
Tobjet  (l'iuie  élude  particulière  et  d'une  discussion  directe: 
c'est  par  cette  discussion  que  nous  terminerons  le  présent 
livre. 

§  I".   De.  rinli'grjlioa  des  équations  linéaires  du  premier  ordre. 

52.S.   1/intégralion  des  équations   aux  différences  par- 
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lielles  du  premier  ordre,  linéaires  par  rapport  aux  dérivées 
partielles  qu'elles  renferment,  a  été  ramenée  par  Lagrangc 
à  dépendre  de  l'intégration  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles simultanées.  Soit  l'équation  aux  diiférences  par- 
tielles 

du  du  du  du  ,.  .  , 

X— +Y-  +  Z-  +  T  -+etc.  =  lJ.  («) 

dx  dy  dz  dt 

U,X,Y,Z,T,  etc.  désignant  des  fonctions  quelconques  des 
n-\-\.  variables  u,Xyy,z,t,  etc.  Il  s'agit  de  trouver  une  fonc- 
tion u  des  n  variables  indépendantes  x,  y,  z,t...,  qui,  sub- 
stituée, avec  ses  dérivées  partielles,  dans  l'équation  (a),  vé- 
rifie cette  équation,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  n 
variables  indépendantes.  Pieprésentons  par 

F{u,x,y,z^t, )  =  0  (a') 

l'équation  intégrale  donnant  la  valeur  de  ii. 

Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  ii  sont  données  par 
les  équations 

dF      f/F  du  dF      dF  du  dF      dF  du       ^     ^ 

—  +—.-=0,      ^p-|---.-  =  0,     — +  — .-  =  0,etc.; 
dx       du  dx  dy       du  dy  az       au  dz 

si  Ton  substitue  dans  l'équation  (a),  il  vient 

dF  dF  dF  dF  dF 

U-J--I-X-  +  Y---I-Z  — +T--i-etc.  =0;        (^) 
du  dx  dy  dz  dt 

cette  équation  doit  être  vérifiée,  quelles  que  soient  les  n  va- 
riables indépendantes  x,y,z,l ,  après  qu'on  a  remplacé 

u  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  [a').  Nous  cherchons  en 
ce  moment  les  solutions  pour  lesc^uelles  l'équation  (b)  est 
vérifiée  identiquement',  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les 
;i-j-l  variables  u,x,y,z,t...,  sans  qu'on  remplace  u  par 
aa  valeur  tirée  de  l'équation  (a').  La  question  revient  à 
intégrer  l'équation  (b)  dans  laquelle  F  désigne  une  fonc- 
tion de  n-\-\  variables  indépendantes  i*,x,î/,z,^... 
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Concevons  qu'on  ait  intégré ,  avec  toute  la  génériditc 
rccjuiso,  le  systùme  dos  n  équations  cliiVérentielles  simul- 
tanées, 

(/u       ilx       ihj      dz       (It 

dans  lesquelles  il  n'y  a  qu'une  variable  indépendante,  on 
pouiTa  mettre  les  intégrales  sous  la  forme 

f.('i'.';y,-.^  •  •  •?')  =  «.;     Ux,y,z,t, . .  .?/)  =  tti,  •  ■  ■ 

rt,,  «,,. . .  a„  désignant  les  n  constantes  arbitraires  amenées 
par  l'intégration  ;  et  l'on  aura  par  conséquent 

^„„  +  £irf.  +  ^</y  +  ^</:  +  ^<''  +  elc.  =  0, 
du  dx  dy  dz  dt 

dï,  ,        dU  ,     .    dU  ,         dï,  ,       dU 

du+-^dx-^-^dy  +  --dz  +  — dt  + etc.  =0, 
du  dx  dt/  dz  dt 

dL  ,        dL  ,         dL  ,     ,  dl  ,     ,  d\\  ^    , 

du-\-~dx-{-—d>/i-—dz  +  —  dt  +  e[c.=0; 
du  dx  dij  dz  dt 

OU  bien,  en  vertu  des  équations  (c), 

r/f,  ^/f  df.  ^/f.       ^^/f, 

U-^  +  X-i  +  Y-^+Z--^  +  T-^  +  etc.=0, 
du  dx  dy  dz  dt 

dU         dU  dU  dï,  dU    , 

dï„  dL  dï„  (IL       ,.,r/i; 

U— +  \-— +  Y  _  +  Z_  +  T—  +etc.  =  0. 
du  dx  du  dz  dt 

Ces  équations  ((/')  doivent  être  vériliées  ideuticpiemcnt. 
c'est-à-dire  (pii'Ues  (jue  soient  w, a:, t/,z,f...  ;  car  si  IVin prend 
l  pour  variable  indépendante,  rien  n'empcchc  de  sup- 
poser que  ces  constantes  sont  les  valeurs  u^,Xo,y„yZ„. . . . 
de  u,ic,î/,2...,  [tour  (  =  /„  ;  si  donc  on  fait  /  =  /<,  dans  les 
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équations  {d')  on  aura  des  relations  entre  les  n  -f  1  quan- 
tités arbitraires  K,it,,Xo,yo,^o--- ,  ce  qui  est  impossible. 
On  voit  par  là  que  les  n  fonctions  fijfj, . .  .  f„  satisfont  à 
l'équation  {b)  et  fournissent  autant  d'intégrales  particulières 
de  cette  équation. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  fonction  arbitraire  ^P  des 
quantités  fi,  f,, . .  .f,.  satisfait  pareillement  à  l'équation  {b)  ; 
car  si  l'on  ajoute  les  premiers  membres  des  équations  [d'), 
après  les  avoir  multipliés  respectivement  par 

d^    d^        d<i> 
dîj'dïr"'dïn 

il  vient  identiquement 

,d'^         d^î>  rf'i>  rfl'  d4>  .     . 

U-  +  X--  +  Y-  +  Z-  +  T-  +  etc.  =  0. 
du  dx  dij  dz  at 

Donc  on  a  pour  intégrale  générale  de  l'équation  (t),  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  de  l'équation  (a), 

$(f,,f„f3...f„)  =  0,    ou    f,=#„f3..-i), 

*:,  o  étant  des  caractéristiques  de  fonctions  arbitraires. 

529.  Appliquons  cette  analyse  à  l'équation  à  trois  va- 
riables 

X^-|-Y^=Z,    ou    X>+Yfy  =  Z,  (1) 

dx  dy 

et  supposons  en  premier  lieu  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  se 
réduisent  à  des  nombres  constants  P^  Q,  R  :  les  équations 
(c)  deviennent 

^dx  —  Pf?::  =  0 ,    ^dy  —  Qdz  r=  0, 

et  elles  conduisent  aux  intégrales 

Rx  —  P-  =  a, ,    %  —  Q2  =  02  ;  (2) 

de  sorte  que  la  proposée  (1)  a  pour  intégrale  générale 
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Wx  -  Vz  =  y{\{y  -  ne). 

Celle  équation  caractérise  la  famille  des  surfaces  cylin- 
driques, et  les  équations  (2)  sont  celles  des  droites  généra- 
trices [247]. 

Conservons  à  X,  Y  leurs  valeurs  constantes  P^,  Q,  et 
posons  Z  =  :  :  on  aura  pour  équations  différentielles  à  in- 
tégrer 

Pdij  —  Qdx  =  0,     zdx  —  Vdz  —  0, 

d'oîi 

X 

p 

Vy  —  Qx  =  a  1 ,     c  =  Oje  ; 

ce  qui  met  l'intégrale  de  la  proposée  sous  la  forme 

X 

Zr=l  .',{Vxj-^£).  (3) 

Enfin,  si  nous  prenons  pour  dernier  exemple  l'équation 
-px -\- qy  ^=  n\/ X' -Y  if- ^  (4) 

nous  aurons  à  intégrer  les  équations  diiférentielles  à  deux 
variables 

xdz  =  ndx  \/ x"-  -f-  y"' ,     xdy  —  ydx  =  0  : 

la  seconde  donne  ?/  =  fli.T,  et  la  première  devient,  par  la 


uLstitution  de  celte  valeur  de  y, 


dz  =  ndx  yi  +('],     d'où     ZT=n\/\  +  aj  .a:  +  Oj, 
et  en  remettant  pour  rt,  sa  valeur, 


z  —  n  \/ x' -\-  y' =  Oi. 
Kn  consé(|iu'n(e  l'intégrale  est 

iino.  L(   propre  des  intégrales  conq)lètes  (</)  est,  comme 
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nous  l'avons  expliqué,  de  satisfaire  aux  équations  (c)  immé- 
diatement, en  ce  sens  que  les  valeurs  de  du,dx,dy,dz,  etc., 
tirées  des  dérivées  des  équations  {d),  rendent  les  équations 
(c)  identiques,  sans  qu'on  ait  besoin  de  revenir  aux  liaisons 
établies  entre  les  variables  îi,x,y,z,  etc.,  par  les  mêmes 
équations  {d).  Inversement,  et  par  une  raison  contraire,  si 
les  équations  (c)  admettent  des  intégrales  singulières 

les  dérivées  de  celles-ci  ne  vérifieront  les  équations  (c)  qu'au- 
tant que  l'on  tiendra  compte  des  liaisons  exprimées  par  les 
équations  [è);  ou,  en  d'autres  termes,  il  faudra  combiner 
les  équations  [§)  avec  leurs  dérivées,  pour  satisfaire  au  sys- 
tème des  équations  (c).  Cela  posé,  chacune  des  équations 
(è)  satisfera  à  l'équation  (ft),  ou  a  l'équation  (a)  dont  celle- 
ci  est  une  transformée  ;  mais  on  ne  satisferait  pas  à  l'équa- 
tion [h)  en  prenant  pour  F  nne  fonction  arbitraire  des  quan- 
tités (^^,  92)-  ••?,.?  011  une  fonction  arbitraire  dans  laquelle 
entreraient,  en  totalité  ou  en  partie,  les  quantités  ^i,'--^i,...o„, 
associées  aux  quantités  fi,  fo, . . .  f„,  prises  aussi  en  totalité 
ou  en  partie.  Donc  l'équation  (a)  n'admet  pas  d'autre  inté- 
grale complète  que  celle  oii  les  quantités  fi^fj,. .  .f„  entrent 
exclusivement  sous  le  signe  de  fonction  arbitraire,  mais 
elle  est  satisfaite  par  chacune  des  équations  [à)  ;  et  ces  équa- 
tions sont  des  intégrales  singulières  de  l'équation  (a),  puis- 
qu'elles ne  sont  pas  renfermées  dans  l'intégrale  complète. 

Prenons   pour  exemple  l'équation  linéaire  du  premier 
ordre  à  trois  variables 

V—q{i+x-  Vx^  +  y+z)  =z=  I  —  a:  +  Vx'  +  y  +  ^,  (5) 

dont  l'intégration  est  subordonnée  à  celle  des  équations 
différentielles  simultanées 
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que  l'on  peut  remplacer  par 

et  qui  ont  pour  intégrales  complètes, 

La  seconde  do  ces  intégrales  donne  naissance  à  l'intégrale 
singnlière 

a3'  +  ,v  +  =  =  0.  (6) 

Chacune  des  équations 

-  —  ,/;  —  //  =  «,,     —  X  -\-  Vx^  -j-  y  -f  c  =  0-1 

donne  pour  p  cl  q  des  valeurs  qui,  mises  dans  l'équation 
(5),  la  rendent  identique  :  en  conséquence^  l'équation  (5) 
a  pour  intégrale  complète 

—  :r  +  Vx^  +  y  +  z=  liz  -X-  y), 

4^  étant  une  caractéristique  de  fonction  arbitraire.  Au  con- 
traire, l'équation  (G)  donne  pourp  et  q  des  valeurs  qui,  sub- 
stituées dans  l'équation  (;i),  ne  satisfont  à  cette  é(piation 
qu'autant  qu'on  tient  compte  de  l'équation  (G)  pour  sup- 
primer le  radical  qui  entre  dans  l'équation  (5).  Dès  lors 
l'équation  (G)  ne  satisfait  à  la  i)roposée  (5)  qu'en  qualité 
d'intégrale  singulière. 

Si  l'on  met  l'équation  (4)  sous  la  forme  é({uivalente 
dV         flF  - (II- 

on  trouvera  d(,'  uirmc  (pi'elle  aduirl  pour  intégrale  singu- 
lière l'écpiation 

.-/;«  + y  =  0, 

(»u  le  système  des  éfpiations  x  =  0,  u=^0. 


ÉQUATIONS    DU   PRExMIER    ORDRE.  351 

*531.  Soient  x,  y,  z,  etc.,  des  variables  indépendantes 
en  nombre  n  ;  «,  v,  tu,  etc.,  des  fonctions  de  ces  variables 
en  nombre  m  -j-  1 ,  qui  doivent  vérifier  le  système  des 
m  +  1  équations  aux  différences  partielles^,  linéaires  et  du 
premier  ordre  : 

du  du  du 

U^X— +  Y---I-Z—  +etc;, 

dx  dij  dz 

dv  du  du 

div         dw      „d?v 

W=:X  — +  Y— -+  Z  — +  etc.,] 

dx  dy  dz 

etc. , 

dans  lesquelles  U,  V,  W,  etc.  ;  X,  Y,  Z,  ete.,  désignent  des 
fonctions  quelconques  de  toutes  les  variables  dépendantes 
et  indépendantes.  Soient 

des  fonctions  des  mêmes  variables,  qui,  mises  à  la  place 
de  F,  rendent  identique  l'équation 

dF  d¥  d¥ 

du  dv  dw 

f/F  dF  dF 

+  X-+Y-  +Z--  +  etc.  =  0;  (B) 

dx  dy  dz 

OU  bien  des  fonctions  telles  que  le  système  d'équations  dif- 
férentielles simultanées 

du dv div dx dy dz 

ait  pour  intégrales  complètes 

f.  =  «n  fî  =  «2î  U  =  «3  V  -^m+n  =  %^n   ' 

le  système  des  éciuations  (A)  aura  pour  intégrales  complètes 
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«i'/f..M.-.f,.  +  .)  =  o,    <i.(f.XX,...f,,  +  ,)  =  o,...j 

•••<'•,„ +i(f.AX,...f„,  +  „)  =  o,  (  ^'' 

<I>,,  «l'g, . . .  *„,+i  l'tant  (les  caractéristicjiies  de  fonctions  arLi- 
traires.  Voici  comment  ce  tliéorème  remarcpiable  a  ùié 
établi  par  JacoLi  : 

Désignons  par  ).,,  h. .  .  .  ).„,^,  des  quantités  auxiliaires 
telles  que  les  rapports  de  l'une  d'entre  elles  à  toutes  les 
autres  soient  déterminés  i)ar  le  système  d'érjuations  linéai- 
res, en  nombre  m  : 


d\',  </<l>2  f'''m  +  1 

dv  de  ^        dv 


dw  div  ^        dw 


</i',    ,    .    (/lî    ,  .    ,  ^''m  +  ^        „  }  (0 

etc.; 
et  posons  pour  abréger 

du  du  ^         du 

nous  aurons,  en  ditrérenliant  successivement  cbacuno  des 
é(iuations  ('!')  par  rapport  à  la  variable  indépendante  x, 

di'  d'l\       du    .     <-/l',       dv         d]>        div 

_     '       I       l \-   !      . [_   L L  Q[Q  -— (■) 

dx  du      '  dx         dv      '  dx        dw     '  dx  '        ' 

d'.,  (/l'a        du         d«        dv         rf.1.3       dw 

dx  'lit        dx         dv        dx        dw        dx  V,;,') 

d''„,  +  1  ,  d\'„,  +  ,    du      d'.;„^,    dv    _  rfiy,^,     f/?r 
dx  du       dx         dv        dx         au-      dx 

Mulliidions  lesequalions(A)  respcclivement  par  ~  , — ,  etc., 

dx  dx 

du 
l'éipialion  (A)  par  —  ,  et  aiduloiis.  eu  Icu.int  couiph'  des 

éijualions  (•!'')  :  il  viendra 
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clu_         /      (i^  dJ2,  ,    .  'f'K  +  'i\   ' 

'^ Tx-  ~  V'  dx  ^'"  dx^'"'^ '- -^'^"dT")' 
On  trouverait  de  même 

du  r   dA>         dA^.  ^^»  +  A 

du  /     d<i>,   ,      f/<i>2  ,  .  d'^. 


1'',) 


du  (      d'i>  (14^,  «"^;«  +  A 


etc. 

Mais,  parce  que  les  fonctions  f,  et  par  suite  les  fonctions  4>, 
mises  à  la  place  de  F,  vérifient  l'équation  (B)^  on  a  identi- 
quement 

d<î>.  d'i>,  d<i>,  d<t>. 

U  T^     +    V  -j-^    +etc..+   X— i     +   Y  — ^    +etc-0, 
du  dv  dx  dy 

U  T^     +    V  -i    +etc.+    X  -i     +    Y  — :•    +etc.=0, 
du  dv  dx  dy 

U%±<  +  V %+J.  +  etc.  +  X%tJ  +  y  "^H- etc.=0. 
du  dv  dx  dy 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  ^^A^,...  \^_^^^ 
et  ajoutons,  en  ayant  égard  aux  équations  (¥^  :  il  vient 
du  du  du 

c'est-à-dire  que  nous  retombons  sur  la  première  des  équa- 
tions du  système  proposé,  et  l'on  prouverait  de  même  que 
toutes  les  autres  équations  sont  vérifiées. 

*§  2.  De  l'ititégration  des  équations  non  linéaires  du  premier  ordre. 

532.  La  méthode  exposée  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre  a  été  étendue  par  La  "-ranime 
aux  équations  quelconques  du  premier  ordre,  mais  à  trois 
variables  seulement,  puis  par  M.  Cauchy  aux  équations 

T.  H.  23 
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renrermaiil    un    iicnnbnj   quelconque  de    variables.    Nous 
allons  exposer  la  mélliode  de  M.  Caucliy  ('). 
Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Vi^r.y.z, ,t,ujj,q,r, ,s)  =  0,  (I) 

dans  laquelle 

du            du            du  du 

''  =  Tx'    ''  =  dy'    '  =  - '=-'  '■^' 


_du 

~~7z'" 

du 

■'=dt' 

,s 

c'est  trouver  pour 

des  fonctions  de 

^>y>") *> 

qui  vérifient  simultanément  l'équation    (1)  et  l'équation 

multiple 

du  =  pdx  +  qdy  +  rdz  + +  sdt,  (3) 

quelles  (jue  soient  les  valeurs  des  n  variables  indépendantes 

x,y,z, t.  L'équation  (3)  comprend  les  équations  (2), 

quand  on  fait  varier  une  seule  des  variables,  en  laissant  les 
autres  constantes. 

Pour  préciser  la  question,  nous  assujettirons  en  outre  la 
fonction  cherchée  u  à  se  réduire  pour  1  =  1^,  à 

u  =  f{x,y,z, ),  (4) 

/'désignant  uue  fonction  donnée  des  n  —  1  autres  variables 

indépendantes  a:,»/, 2 

La  méthode  d'intégration  de  M.  Caucliy  repose  sur  un 

changement  de  variables.  Imaginons  que  i\]j,z soient 

des  fonctions  de  (  et  de  n  —  1  nouvelles  variables  indé- 
pendantes ç,yi,Ç On  pourra  remplacer  le  système  des 

n  variables  indépendantes 


(')  Kzcrcices  ij'anahjse  et  de  physique  mathémaliqiie,  l.  Il,  p.  261 
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^a7,y,z, 

par  le  suivant 

^j^}^}^} 

Nous  désignerons  par  la  lettre  cl  les  différentielles  qui  se 
rapportent  à  la  variable  t  dans  ce  nouveau  système  et  par 
la  lettre  ^  celles  qui  se  rapportent  à  toutes  les  autres  va- 
riables ^,-/], ?,....  A  ce  point  de  vue,  Féquation  (3),  qui 
tient  lieu  de  n  équations,  se  décompose  en  deux,  l'une  simple 

du  =  pdx  +  qdy  ■{•rdz-\- +  sdt,  (5) 

l'autre  multiple 

8u=zpSx  +  qSy  -{■rSZ+ ,  (6) 

et  tenant  lieu  deu — 1  équations. 
On  a  identiquement 

d{Su  —  pôx  —  pSy  —  rôz. . , . ,) 

=  Mu  —  pMx  —  q§dy  —  rSdz 

— dp.  Sx—dq  .6y  — dr6z... 

De  l'équation  (5)  on  déduit 

0  ::=  âdu  —  2^odx  —  qôdy  —  r-Ms 

—  dx.^p —  dy.^q —  dz.or — df,os.  ; 

en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il  vient 

d{'ju  —  pox  —  q^y  —  râz ) 

=  — dp.èx  —dq.oy — dr.âz — 

+  dx.Sp  -\-dy.3q-\-dz.dr-{-   -\-dt.rls. 

Eliminons  as  au  moyen  de  l'équation  (^) 

D,F.(?x  +  J),¥.ây  +  D.F..J-  + +  DJ?.^ 

+  D,F.c?jo+D,F.<?î  + aF.(?r4- 4-D.F.(?s=0, 

déduite  de  l'équation  (1)  par  la  différentiation  ;  nous  aurons 


(')  M.  Cauchy  désigne  par  la  lettre  D  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule  va- 
riable, et  par  D,;,  D, ,  D,  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plusieur» 
variables  x,  y,  z. 
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il  {Su  —  par  —  (jâi/  —  ro:. ) 

n,.F  /,     ,  D.F    ,  \,         /^     ,  E),F 


Supposons  maintenant  que  les  2  «  —  1  quantités 
x^y,z, ....  îi,p^q^r, ....,  fonctions  de  /,  satisfassent  aux  2  n — 2 
équations  simultanées 

cu=^.^u,  <v-^^/^  ^/^=i^^/^ 

'  D.F  '     ^  D.F  l),l- 

auxquelles  on  joint  l'équation  (5) 

du  =pdx  -j-  qdy  -\-  rdz  -\- -|-  sdt^ 

équations  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

dt        dx dy  dz (lu 

Û;F^dJ^'^D^~d1^~ ~p\),\^-\-q\},V+ +AF 

dp  dq  dv 

^  -(D,F+;>D.F)^— (D,F-f^/I)„F)~-(D.F-frD.F)^ '  ^^^ 

et  que  les  mômes  quantités  admettent  pour  /  =  /„les  valeurs 
initiales  ic„,î/oj^o)««-«  «o5/^o)^yo?'o,--;l'équalion(7)  deviendra 

d^^iV.  —  y  Sx  —  q'hj  —  rSz ) 

D.F 

=  -  iTp-^'^'  ~  ^'^^^  T  ^  ■'  ~  '''' ^'''  ' 

d'oîi  en  intégrant  ]iar  raj)porl  .-i  /,  /'*'  D,F 


I  'IKV 
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L'équation  (6) 

Su  =  pâx  -j- qây  -\- rSz -\- 

sera  vériiiée  si  l'on  a 

oUo  =PoSXo  +  Qo^'Jo  +  ''o^^Su  + (y) 

Dans  le  système  des  2n —  1  équations  simultanées  (8), 
nous  supposons  que  la  fonction  s  a  été  éliminée  au  moyen 
de  ré(|uation  (1).  Admettons  que  l'on  ait  intégré  ce  système 
d'équations  différentielles  dans  lesquelles  t  est  la  seule  va- 
riable indépendante,  et  mis  les  équations  intégrales  sous  la 
forme 

X=Xo,    Y  =  yo.    Z  =  Zo, U  =  Mj,j 

P  =Po>    Q  =  ^o»    R  =  ''o. i) 


(10) 


en  résolvant  par  rapport  aux  constantes  arbitraires,  qui  sont 
ici  les  valeurs  initiales  des  fonctions  x^ij^z,....  u,p,q,r,.... 
pour/=^o.  D'après  cela,  X,Y,Z,...  U,P,Q,R,....  sont  des 
fonctions  des  2  ïi  quantités  t,x,ij,z,,...u,p,q,r,....  qui  jouis- 
sent de  la  propriété,  quand  on  y  fait  t  =  to,  de  se  réduire 
respectivement k  x,îj,z,....u,p,q^r. 

Cela  posé,  établissons  entre  les  constantes  arbitraires  les 
«  relations  suivantes 

Wa=/'(^o.yo.-o )  I 

_df  _df  _df_  [\\) 

^'^-dT;  ^'-df;  ''^-dz/ M 

/■  désignant  la  fonction  initiale  donnée.  Entre  ces  relations 
et  les  équations  (10),  éliminons  Xo,yo,Zo,.-..u^,pQ,qo,rQ,....\ 
nous  obtiendrons  les  n  équations 

\]  =  f{X,Y,Z, ),  I 

V  =  ÎL,    0  =  ^,    n  =  !!L^ ,  (^^) 

UX'     -^      dY  dZ'  '1 

qui,  jointes  à  l'équation  (i),  détermineront  les  n  +  i  fonc- 
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lions  cherchées  u,p,q.r,....  s.  Enfin,  si  entre  les  équations 

(12)  on  élimine  les  71 — 1  cfuantiiés  ;;/y,r, on  arrivera 

à  une  équation  entre  les  seules  quantités  t,x,y,z,...  u,  qui 
donnera  la  fonction  cherchée  ii. 

533.  Pour  démontrer  cette  proposition  importante,  re- 
marquons que  des  écjuations  (10),  jointes  aux  relations  (il), 
on  pourra  tirer  les  valeurs  de  x,y,z,....  en  fonction  de 
t,Xo,yo:Zo,....;  imaginons  donc  que  l'on  prenne  pour  le  nou- 
veau système  de  variables  indépendantes 

'^>'^o?yo'*'o? > 

faisant  ainsi 

Dans  les  équations  simultanées  (8)  le  signe  cl  a  bien  la  si- 
gnification que  nous  lui  avons  attribuée.  11  est  évident  d'abord 
que  l'équation  (5)  est  vérifiée,  puisque  cette  équation  est 
l'une  des  équations  (8). 

D'un  autre  côté,  on  a  identiquement 

dxa  di/o  dz^ 

et,  en  vertu  des  relations  (11), 

âu^  =  p^Sxo  +  ^o%o  +  ^o''-o  + ; 

ainsi  l'équation  (9),  et  par  suite  l'équation  (G),  est  aussi 
vériiiée.  On  a  d'ailleurs  tenu  compte  de  féquation  (1)  dont 
on  s'est  servipour  éhminer  s  des  équations  (8). 

Remarquons  en  passant,  qu'au  lieu  d'éliminer  &  au  moyen 
de  l'équation  (1),  on  aurait  i>u,  pour  plus  de  symétrie,  écrire 
à  la  suite  des  é(|uatioi)S  (8)  le  iap])ort  égal 

(h 
—  (L),K  +  *L)-F)' 
et  joindre  aux  équations  Unies  MO)  Ifciuation 
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à  la  condition  que  les  constantes  satisfissent  à  l'équation 

F(-^o^yo.Zo>'  •  •^»«oj/'o»^oj^'ov  •  -So)  =='0- 

11  reste  à  faire  voir  que  la  condition  initiale  est  aussi  vé- 
rifiée. Or,  si  l'on  fait  ^  =  ^0,  les  fonctions  X,  Y  jZ,....  U.  se  ré- 
duisant à  x,y,z,...u,  on  a  évidemment,  d'après  la  première 
des  équations  (12) 

^  =  f{x,y,^> ). 

534.  La  méthode  si  ingénieuse  que  nous  venons  d'exposer 
convient  très  bien  aux  questions  de  mécanique  et  de  physique 
mathématique ,  parce  que  dans  ces  questions  la  fonction 
cherchée  doit,  non-seulement  satisfaire  à  une  équation  dif- 
férentielle, mais  encore  admettre  une  valeur  initiale  donnée. 
La  question  se  trouve  ainsi  résolue  par  une  seule  opération, 
ce  qui  est  un  grand  avantage,  tandis  que,  si  l'on  avait 
introduit  des  fonctions  arbitraires  quelconques ,  il  aurait 
fallu  les  déterminer  ensuite  pour  satisfaire  aux  conditions 
initiales. 

Il  est  facile  toutefois  de  modifier  cette  méthode  de  manière 
à  se  rapprocher  du  point  de  vue  géométrique  de  Lagrange. 
Lagrange  appelle  intégî^ale  complète  de  l'équation  aux  dif- 
férentielles partielles  (1),  une  intégrale  particulière  renfer- 
mant n  constantes  arbitraires.  Si  dans  l'intégrale  géné- 
rale que  nous  venons  de  trouver  et  qui  renferme  une  fonction 
arbitraire  f(£c,y,z,....),  on  remplace  cette  fonction  par  une 
fonction  déterminée  dex,y^z^ contenant  ?<  constantes  ar- 
bitraires a,jS,7, oj,  on  obtiendra,  en  procédant  de  la  même 

manière,  une  intégrale-  complète  de  l'équation  différentielle. 
Une  même  équation  différentielle  admet  évidemment  une 
infinité  d'intégrales  compté  tes.  Parmi  ces  intégrales,  M.  Cau- 
chy  en  a  signalé  une  qu'il  est  bon  de  remarquer. 

Revenons  aux  équations  finies  (10)  ;  rien  n'empêche  de 
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laisser Xo,})o,Zo, . . ..Uo,  constantes, et  de  prendre poiu'  intégrer 
l'équation  aux  différentielles  partielles, 

comme  nouveau  système  de  variables  indépendantes  :  on 
auraoî/o^O,  00^^=0,  ^j»/„=0,  (Jzo=:0,....  et  par  suite  l'é- 
quation (9)  sera  vérifiée.  Il  résulte  de  là  que  si  entre  les  n 
équations 

X  =  x„     Y  =  y„     Z  =  z„ U  =  Uo,  (13) 

on  élimine  les  n —  1  quantités  p,q,r, ,  on  obtiendra  une 

intégrale  particulière  renfermant  n  constantes  arbitraires 
^o>yo»2ov-Wo;  ce  sera  donc  une  intégrale  complète  que  nous 
représenterons  par 

De  cette  intégrale  complète  (14),  il  est  aisé  de  déduire 
l'intégrale  générale,  telle  que  nous  l'avons  trouvée  d'abord. 
Supposons  que  la  constante  m„  soit  une  fonction  arbitraire 

Ua=f{xQ,y^,z^,...)  (15, 

des  n  —  1  autres.  Considérons  les  n —  1  équations 

du /'  dv\       /  dy  \    df 

dx^~\dxj      \duj  dx^~    'l 

Si  entre  les  équations  (14)  et  (16)  on  élimine  x^,tj„,  2„, 

on  obtiendra  l'intégrale  générale  avec  une  fonction  arbi- 
traire /'.  Kn  ciret,  ({uand  ou  regarder.,,  7/„,  : non  plus  comme 

des  conslaules,  mais  comme  dos  fonctions  de  .r,î/,z, . . .  /, 
données  par  les  é(]uations  (16),  les  dérivées  partielles  de 
la  fonction  ii  soiil.  les  mûmes  que  si  x„,  !/„,  r„,. . .  étaient  con- 
stantes, en  vertu  des  équations  (16)  rllos-méuies  ;   et  par 
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conséquent   l'équation   aux    différentielles   partielles    est 
encore  vérifiée. 

Une  intégrale  complète  quelconque 

conduit  de  la  même  manière  à  l'intégrale  générale.  On 
posera 

puis  on  éliminera  les  n  constantes  entre  ces  équations  et 
les  suivantes 

dx      cIm  dx 

d^~^d»d3'~  ' 

535.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation  aux  diffé- 
rentielles partielles 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  qXxj.  On  intégrera  les  équations  simultanées 

dx        dy  dz  dp  dq 

D^~Dj~;jD,F+gD,F^-(D,F+;jD-.F)"~-(D,F  +  ^D.F)' 

Soient 

les  intégrales  mises  sous  la  forme  indiquée^,  yo^^o?po,qo^  étant 
les  valeurs  dey,z,p,q,  pour  x  =  x„;  ces  constantes  satis- 
faisant d'ailleurs  à  la  condition 

F(>2^o,i/o5-o.'y>o/yo)  =  o. 

On  établira  ensuite  les  relations 

=o  =  ///o).   q,  —  —j — , 


362  iiviîi:  vil.  —  cnAPiinr  ii. 

entre  les  constantes,  et  l'on  obtiendra  ainsi  les  deux  équa- 
tions 

df'Ci) 

qui  jointes  à  l'équation  proposée  détermineront  les  trois 
fonctions  inconnues  z.p.q.  Eliminant  p  et  q  entre  ces  trois 
équations,  un  aura  Tintégralc  générale  ::  fonction  de  x  et 
de  y. 
Si,  entre  l'équation  proposée  et  les  deux  équations 

on  élimine/;  et^,  on  obtiendra  une  intégrale  complète 

avec  deux  constantes  arbitraires  y^  et  r„.  Posant  z,  =  /({/„) 
cette  intégrale  complète  s'écrira 

et  si  l'on  élimine  tj^  entre  cette  équation  et  la  suivante 
^/.\      /(h\   (If 


\duJ       \dzJ  iuj. 


on  aura  l'intégrale  générale. 

Il  est  visible,  quand  on  se  reporte  à  la  théorie  de  l'enve- 
loppement des  surfaces  [liv.  IV,  cbap.  VIII],  que  l'équation 
(18)  est  celle  des  surfaces  enveloppées  t[ni  ont  la  projtriété 
de  satisfaire  à  la  proposée  ;  tandis  que  les  surfaces  envc- 
lopj)es  c^ui  y  satisfont  d'une  manière  plus  générale,  à  cause  de 
l'indélermination  de  la  liaison  établie  enire  les  deux  para- 
mètres variables  de  l'cuM'loppée,  sont  re[)résentées  par  le 
système  des  équations  (18)  et  (19). 

Les  faniillrs  de  surfaces,  caractérisées  par  des  équations 
aux  (lillérences  parlielli'S  du  premier  ordre,  à  trois  varia- 
bles, se  disirilinent  donc  esscnliellenienl  en  deux  groupes. 
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L\in  se  compose  des  surfaces  dont  l'équation  différentielle 
caractéristique  est  linéaire  par  rapport  aux  coeflicientsp,g: 
en  sorte  que  l'intégrale  générale  est  donnée  par  une  équa- 
tion unique  comprenant  une  fonction  arbitraire,  et  que  la 
surface  est  défmie  par  le  mouvement  d'une  ligne  généra- 
trice qui  peut  varier  de  forme  en  même  temps  qu'elle  se 
déplace.  L'autre  groupe  comprend  les  surfaces  dont  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  n'est  plus  linéaire  :  d'où  il 
résulte,  d'une  part,  que  l'intégrale  générale  est  donnée  par 
le  système  de  deux  équations  où  entrent  à  la  fois  la  fonction 
arbitraire  et  sa  dérivée  ;  d'autre  part ,  que  les  surfaces 
qu'elle  représente  peuvent  être  considérées  comme  autant 
d'enveloppes.  Selon  que  les  équations  différentielles  simulta- 
nées, à  l'intégration  desquelles  on  ramène  celle  de  l'équa- 
tion proposée  aux  différences  partielles,  ont  ou  n'ont  pas  d'in- 
tégrales algébriques,  les  lignes  génératrices  ou  caractéristi- 
ques sont  ou  ne  sont  pas  des  courbes  algébriques  :  mais  cette 
circonstance  accessoire  ne  change  rien  à  la  distribution  dont 
nous  parlons. 

536.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  quelques  cas  par- 
ticuliers oii  l'on  peut  arriver  à  l'intégrale  plus  rapidement 
qu'en  suivant  la  méthode  générale.  Soit,  par  exemple, 

l'équation  proposée  qui  appartient  à  une  famille  de  surfaces 
développables  [245  eL  266],  caractérisée  par  la  forme  de 
la  fonction  donnée  11  :  on  a 

dz  =  Uq.dx-{-  qdij .  (20) 

Il  s'agit  de  trouver  deux  fonctions  zetq  des  variables  x  et  y 
satisfaisant  à  cette  équation  aux  différentielles  partielles 
qui  tient  lieu  de  deux  équations.  De  l'expression  de  q  on 
peut  déduire  y  en  fonction  de  a;  et  deq  et  remplacer  les 
flenx  variables  indépendantes  .r  et  //  par  .r  ei  q.  .\ffei:tanl 
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à  ce  puiiil  de   vue  la  lellre  t/  à  ia  variable  x,  la  lettre  c» 

à  la  variable  q,  re(juation(20)  se  décomposera  dans  les  deux 

suivantes: 

dz=.nq.dx-\-qdy,  (21) 

<^z=q>jy.  (22) 

La  première,  dans  laquelle  q  doit  être  regardée  comme  une 
constante,  admet  pour  intégrale 

zt=xUq^qy-{-r^q,  (23) 

(^q  désignant  une  fonction  arbitraire  de  q.  En  diflérenlianl 
z  par  rapport  à  ^,  on  a 

riz  =  [xu'q  H-  y  4-  ?q>^q  -^q^y  ; 
pour  satisfaire  à  l'équation  (22),  on  posera 

xn'q+y-\-9'q=0  (24) 

Les  deux  équations  (23)  et  (24)  déterminent  :  et  q  ;  en  éli- 
minant q,  on  aura  z  en  fonction  de  x  et  y. 

La  méthode  générale  conduit  au  môme  résultat.  On  a  à 
intégrer  les  équations  simultanées 

dx         dij    dz        dq 

\    ~  —\\'q~  vq—q\['q~~  ()^ 

dans  lesquelles  ;)  a  été  remplacée  par  sa  valeur  \\q.  Ces 
équations  admettent  pour  intégrales 

rj-]-x\\'q=y^, 

z  —  x[wq  —  qW'q)=.Zo, 

q  ='/o» 

en  désignant  par  î/o,^o?(/o  les  valeurs  initiales  de  î/,2,7  pour 
a:z=().  Supposons  (jue  pour.rr=0,on  ait  c  =/'({/);  la 
fonction  cherchée  ::  sera  donnée  pai'  Téliniinalion  de  q  entre 
les  deux  équations 

z  -  ^(1 IV  -  <n^'q)  =  fiy  +  ^n'q),  (25) 

q=r{y-\-.X\\'q).  (26) 
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Ces  deux  équations  ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mûmes 
(fuc  les  équations  (23)  et  (24).  Il  est  facile  do  les  ramener 
à  la  môme  forme.  Posons 

a  et  |3  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  il  en  résulte 

et  les  deux  équations  (25)  et  (26)  se  réduisent  à 
z  —  x[Uq  —  qn'q)  =  y-ij  -\-  o^xn'oc  +  p, 

ce  qui  par  l'élimination  de  q  conduit  à  l'intégrale  complète 

z=zxn(x  +  «?/-[- /3, 

L'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

Z:=XU(x-\-ay  ^  fy, 

0  =  xn'<x-{-y  +  f'<x, 

donne  la  surface  enveloppe  ou  FintégTale  générale. 
Soit  encore  l'équation 

f{p,x)  =  i[q,y)  : 
on  pourra  poser 

f(j),x)  =  «  =  î[q,y), 

d^où 

dz  =  f,{x,'x)dx  +  f,{y,a)dy.  (27) 

Si  l'on  remplace  les  deux  variables  indépendantes  x  et  y 
par  X  et  a,  l'équation  (27)  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

dz  =  f^{x,cc)dx  +  î,{y,cc)dy, 

riz  =  îXx,^)§y. 

De  la  première  on  déduit 

;s=X  +  Y+7«,  (28) 

quand  on  pose,  pour  abréger, 
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X  =J  fXx,c>.)dx,     Y  =fî,{y,c^)dy. 

Kn  diirérentiaat  ;  jtar  rapport  à  a,  ou  a 

oz  =  --Ja  +  —-  ây.  +  l,{tJ,y.)'J>/  +  ?  CL. 
dy.  dy. 

Pour  satisfaire  à  la  seconde  équation,  il  faudra  poser 

^  +  '-7^  +  'A  =  0.  (29) 

a  y.         dy. 

Donc  l'intégrale  générale  consiste  dans  le  système  des  deux 
équations  (28)  et  (29)  ,  oà  9  désigne  une  fonction  arbi- 
traire. 

Enfin,  si  l'on  avait  l'équation 

sa  forme  indiquerait  qu'elle  admet  pour  intégrale  complète 
l'équation 

a,  /3  désignant  des  constantes  arbitraires  :  donc  l'intégrale 
générale  est  donnée  par  le  système 


i^OBkO^I  '» 


ciïAPnuE  m. 


DE  l'intégration,  EN  TERMES  FINIS,  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIF- 
FÉRENCES PARTIELLES  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS,  A  TROIS  VA- 
RIABLES.        REMARQUES    SUR    LES    INTÉGRALES    SINGULIÈRES 

ET    SUR   LES    INTÉGRALES    PARTICULIÈRES   DES    ÉQUATIONS    AUX 
DIEFÉUENCES    PARTIELLES. 


§  4*'.  De  l'intégration,  en  termes  finis,  des  équations  aux  différences  par- 
tielles du  second  ordre,  à  trois  variables. 

538.  Considérons  d'abord  l'équation  du  second  ordre 

Rr  4-  Ss  +  T^  =  V, 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre  r,s,t  : 
R,S,T,V  désignant  des  fonctions  quelconques  des  variables 
x,y,z,  et  des  dérivées  p,q.  L'élimination  de  r,t^  au  moyen 
des  équations 

dp  =  rdx  -f-  sdt/,     dq  =  sdx  -|-  tdy,  (  a) 

donne 

Rdpdy  +  Tdqdx  -  ^dxdy  =  s{Vy.d}f  —  Sdxdy  -\-  Tdx^). 
Posons  séparément 

l^dpdy  +  Tdqdx  —  Ydijdx  =  0,  (b) 

Rdy-  —  Sdxdy  -f-  Trfx^  =  0  ;  (c) 

joignons-y 

dz  =  pdx  -\-  qdij  ;  (d) 

et  admettons  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  trois  équations 
entre  les  cinq  variables  x,y,z,p,q,  par  des  équations  de  la 
forme 
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lY'qiialion 

satisfera  à  la  proposée  dont  elle  sera  une  intégrale  du  pre- 
mier ordre;  et,  à  cause  de  l'indétermination  du  signe  c, 
cette  intégi^ale  aura  toute  la  généralité  qu'elle  comporte. 

Pour  établir  cette  proposition,  mettons  l'équation  (c) 
sous  la  forme 

R/y'"^  -  S^'  +  T  =  0,  (c.) 

et  désignons  par  ?/',  l'une  de  ses  racines  :  l'équation  (h) 
devient 

^y\dp^^dq-\y\dx  =  ^.  (^j 

Les  équations  (e)  ont  pour  dérivées 

(/f,   ,      ,   (/f,    ,     ,    c?f,    ,     ,    f/f.  ./f,    , 

_.^  +  _.,,  +  ^^,,  +  _.,,,+_^,,^o. 

ax  ay  r/^  dp  dq 

ou  Lien,  en  remplaçant  dij  par  ?/',f/a;,  et  en  chassant  r/:.  ^Z^, 
au  moyen  des  équations  [d)  et  (/;,), 

+(|-^|)"-o. 

Ces  dcrnir'res  équations  (loi^ cul  (Mre  identiques ,  puis- 
fpio,par  hypollu^se,  les  équations  (c)  vérilient  le  système 
(/>),  {c\(d)  ;  et  ainsi  l'on  a  séparément 
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dp         T    'dq         ' 
dî,        ,  dî.  dU  ,  yy\  dh  }  -^'^ 

dp      ~T~'dq~    ' 

D^ autre  part,  réquation  (/")  donne 

dî.       ,  f/f,         dî.      ,  dU  ,       f/f, 
-—  rfx  +  —  rf?/  +  —  o?5  +  —  6?;;  +  --.  rfj 
ax  dy  dz  dp  dq 

fdl,  dî,  ,        rff,  ,        dL  di       \ 

et  celle-ci,  quand  on  y  met  pour 

,^  dî,  dî,  d_U  dU 
dx    dp'  dx'  dp* 

les  valeurs  tirées  des  équations  [d)  et  (e'),  devient 

Ry\dp  +  Tdq  —  Y7j\dx  =  {dy--y\dx)^,  (g) 

en  posant,  pour  abréger, 

[dU  ,     dU      fdi,  ,     c?f,\     ,.  -1    \  fdU     dl,    ,^  \ 

Remettons  dans  l'équation  ((/)   pour  dp^dq^  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (a),  et  nous  aurons 

(%\r  +  Ts  -  Yy\  +  <l.?/\)rf^+  (Ry',s  +  T/  -  «1.)^?/  =  0. 

Puisque  les  variables  a;,î/  sont  indépendantes,  il  faut  qu'on 
ait  séparément 

Ry'.r  +  Ts-V/, +*/,  =  0,     R?/V  +  T^-<t  =0. 

Mais  de  là  on  conclut  que  l'équation  ((/)  satisfait  à  la  pro- 
posée, quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  o  qui  n'entre 
que  dans  0  ;  car,  si  Ton  tire  des  équations  précédentes  les 
T.  u.  2i 
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-valeurs  de  r,t  en  fonction  de  s,  pour  les  substituer  dans 
la  proposée,  <I»  disparaît,  et  il  reste 

équation   identique;,   puisque  y\  désigne   une  racine  de 
l'équation  (c,). 

539.  Pour  éclaircir  ce  calcul  par  quelques  exemples,  sup- 
posons d'abord  que  les  coefficients  R,S,T  se  réduisent  à 
des  constantes,  et  qu'on  ait  V=:0  :  les  racines  de  l'équa- 
tion (c,)  seront  aussi  des  nombres  constants  77î,,?ïIj;  en  em- 
ployant la  première  racine,  on  aura  pour  intégrales  des 
équations  (c)  et  [b), 

};/—  m^x-^a^,     Rm^p  -[- Tq  :=  a^, 

d'oîi  Ton  conclut  que  la  proposée  a  pour  intégrale  première 

Rm,;i  -\-Tq  =  'j?,(//  —  )n^x). 

L'emploi  de  la  racine  r?i.j  donnerait  de  même 

Rm^p  +  Tq  =  f^ij/  —  i>k_x). 

A  cause  de  la  relation  m,7«3  =  0  ?  ces  deux  intégrales  pre- 
mières peuvent  être  mises  sous  la  forme 

1  4 

et  l'on  en  déduit 

en  posant,  pour  plus  de  simplicité. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  ;;,7  dans  l'équation  ((/),  il 
vient 

c/i  =:  (d\j  —  iii^d.r).dij  —  vi ^x]  —  [dy  —  m^dx).-^{y  —  m^x). 
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d'oîi,  en  intégrant  et  en  désignant  par  ^,W  les  fonctions 
qui  ont  pour  dérivées  les  arjoitraires  ^p  et — ^, 

Les  deux  fonctions  arbitraires  cpii  entrent  dans  cette  inté- 
grale de  la  proposée,  lui  donnent  toute  la  généralité  qu'elle 
comporte. 
Soit 

la  proposée  de^dent 

d'-z        .  d'z 

et  elle  a  pour  intégrale  complète 

z=^{y  —  ax)  +  T(2/  +  ax).  ■  (2) 

L'équation  (1)  qui  exprime  la  loi  des  vibrations  transver- 
sales d'une  corde  élastique,  et  celle  de  la  propagation  du 
son  dans  un  tuyau  cylindrique ,  est  la  première  équation 
aux  différences  partielles  dont  on  ait  trouvé  l'intégrale 
générale.  Les  recherches  des  géomètres,  à  propos  de  cette 
équation,  sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  les  chapitres 
suivants,  ont  fondé  la  physique  mathématique,  et  créé  une 
branche  nouvelle  de  l'analyse. 

Si  le  terme  V  n'était  pas  nul,  et  s'il  renfermait  seule- 
ment la  variable  indépendante  x,  on  serait  conduit  h  ajou- 
ter aux  premiers  membres   des  équations  (h)  le  terme 

—  -  1  \dx,  et  à  la  place  de  l'équation  {i)  l'on  aurait 


-IH 


Mdx  +  *(2/  —  m,x)  +  M(y  —  m,T). 


540.  Cette  analyse  demande  à  être  modifiée,  dans  le  cas 
où  le  terme  V  contient  à  la  fois  les  deux  variables  x,y,  et 
dans  celui  où  les  racines  m„ms  sont  égales  ;  ce  qui  fait  que 
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les  deux  fondions  arbitraires  <1>,4^  se  confondent  en  une 
seule,  et  que  la  valeur  de  z  n'a  plus  la  généralité  requise. 
Considérons  d'abord  le  premier  cas  :  nous  aurons  pour 
Tune  des  intégrales  premières 

L'intégrale/VJx  est  prise  dans  l'hypothèse  oîi  l'on  a 
dij — m,c?x  =  0,     d'où    y  —  m^x=:  y^; 

en  sorte  qu'il  faut  d'abord  substituer  dans  V  cette  valeur 
de  y,  intégrer  ensuite  par  rapport  ii  x,  puis  remettre  pour 
a,  sa  valeur  y  —  ?n^x  ;  ce  cpii  donne 

-  I\dx=.flx,y  —  Tn^x\ 

/*  étant  une  fonction  connue,  qui  se  tire  de  V  par  une  simple 
quadrature. 

La  valeur  dep,  substituée  dans  (rf),  donnera  donc 

dz  =  q{dy  —  rn^dx)  +  f[x,y  —  m^x).dx  +  ?(y —  m^x).dr, 
équation  qui  s'intégrera  si  Ton  peut  intégrer  conjointement 
les  deux  équations  différentielles  ordinaires 

dy  —  711  ^dx=  0, 
dz  =  [f{x,y  —  m^x)  -f  '^{y  —  m^x)]dx. 

La  première  donne 

y— m,x  =  a,;  (k) 

au  moyen  de  quoi  la  seconde  devient 

et  elle  a  pour  intégrale 

z  —  F(^,a,)  —  <!'[»,  +  (m,  —  m^)x'\  =  ^„  {m) 

/3,  désignant  une  constante  arbitraire,  <I>  une  fonction  arbi- 
traire, et  F  une  fonction  connue,  qui  se  tire  de  f  au 
moyen  d'une  quadrature.  L'intégrale  de  la  proposée  sera 
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i6,=^'«j,  OÙ  il  faudra  substituer  pour  «a./Sj,  leurs  valeurs 
fournies  par  {k),(m)  :  or,  cette  suLstitution  donne 

z  =  F{x,y  —  m^x)  +  ^y  —  m^x)  +  '¥{y~  m^x). 

541 .  Passons  au  cas  d'égalité  des  racines  m,,7?7j,  et,  pour 
simplifier,  prenons  ¥  =  0  :  on  a,  en  supprimant  les  indices 
qui  deviennent  inutiles,  y  —  îw^c  =  «,  dij  =  mdxj 

p  -\-  mq  ■=! -f  {y  —  mx)  =  ©a,  " 

et  réquation  (d)  devient 

dzz=<px.dx,    d'où    s— j:?a  =  /3; 
en  sorte  que  la  relation  /3  =  -^a  donne  pour  l'intégrale 

-  =  ^?(y  —  mx)  +  Uy  —  mx)  ;  (n) 

et  comme  les  fonctions  arbitraires  '-f,'^  ne  se  confondent  plus, 
cette  intégrale  a  la  généraUté  requise. 
Ceci  s'applique  à  l'équation  [251] 

BV  —  2AB5  -f  A^^  =  0, 

qui  est  celle  des  surfaces  réglées  dont  la  génératrice  reste 
constam^ment  parallèle  à  un  plan  directeur  Ax  -\-By=0  : 
on  a  pour  l'intégrale  complète 

z  =  Xf{kx  +  By)  4-  -MA-r  +  B^). 
Les  mêmes  surfaces  ont  pour  équations  aux  différences 
partielles,  quand  le  plan  directeur  est  celui  des  xy, 

çV  —  2pqs  -\-  p-t  =  0. 

Les  équations  (c)  et  {h)  deviennent  alors 

pdx  -f-  Qdy  z=:  dz  =  0,     qdp  —  pdq  =:  0  : 

on  a,  en  les  intégrant ,  z  =  «,  p  :=:  /3ç  ;  ce  qui  donne  pour 
intégrale  première  de  la  proposée  p  =  qfZ.  Afin  dépasser 
à  l'intégrale  seconde,  on  substitue  cette  valeur  de  p  dans 
l'équation  {d),  et  il  \-ient 

di—q[-z.dx  4-  dy], 
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formule  dont  rinlégralioii  se  ramené  à  celle  des  équations 
différentielles  ordinaires 

dz  =  0,     fZ.  dx  -{•  d>/  =-:  0. 

Mais  celles-ci  ont  pour  intégrales  z=a^,  x-.a.^'\-y=z(i^  ; 
ce  qui  donne  pour  l'intégrale  seconde  de  la  proposée, 

XfZ-\-y  =  -^z.  (o) 

542.  Enfin  nous  avons  trouvé  [250]  pour  l'équation  aux 
différences  partielles  qui  caractérise  l'ordre  des  surfaces 
réglées  à  directrices  rectilignes, 

x^r  +  9xys  -{-  y'^t  =  0. 

Les  équations  (c)  et  (b)  deviennent,  dans  ce  cas, 
xdy  —  ydx  =  0,     xdp  +  ydq  =  0, 

et  elles  ont  pour  intégrales  y  =  ax,  p-\-aq  =  B,  d'oîi  l'on 
tire 

pour  l'intégrale  première  de  la  proposée.  En  substituant, 
comme  à  l'ordinaire,  la  valeur  de  p  dans  l'équation  (d), 
on  a 

dx=zrj>(-\dx  -\-  q  idy dx  j  ; 

ce  qui  conduit  à  intégrer  les  équations  différentielles 

xdy  —  ydx  =  0,     dz — (^y-\.dx=.Q. 

L'intégration  donne  î/  =  ajX,z  —  x-^a^  =  &^  ;  et  l'on  trouve, 
en  conséquence,  pour  l'intégrale  stconde  de  la  proposée, 

On  peut  remarquer  l'analogie  de  forme  des  équations 
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{71),  {0),  (7;),  (|ui  toutes  trois  rentrent  dans  le  cas  d'égalité 
des  racines  de  l'équation  (c,). 

543.  La  méthode  exposée  ci-dessus  d'après  Monge,  et 
dont  nous  venons  de  faire  diverses  applications,  tombe  en 
défaut  lorsque  le  système  des  équations  {h),[c),{d),  dans 
lesquelles  entrent,  en  général,  les  cinq  variables  x,y,z,i),q, 
et  c[u'on  ramène  par  l'élimination  à  une  équation  différen- 
tielle entre  trois  variables,  ne  satisfait  pas  aux  conditions 
d'intégrabilité.  Soit,  par  exemple,  l'équation  proposée 

X 

les  équations  (c)  et  [h)  dépendront  pour  «i^  =  dt  1 , 
dy  zp  dx  =  0,     dp  zpdq =  0 ; 

mais,  quel  que  soit  le  signe  adopté,  l'équation  en  dp,dq,dx 
ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité  [523].  Cepen- 
dant l'équation  {q)  a  pour  intégrale  en  termes  finis 

z  =  ^(y -\.  X) -\-  ^[y  —  X)  —  xy{y  -h  x)  —  ^'{y  —  x)], 

comme  on  s'en  assurerait  a  posteriori  ;  et  la  théorie  de  la 
construction  des  écpiations  aux  différences  partielles  mon- 
trera que  cette  intégrale  a  toute  la  généraUté  requise,  à 
cause  des  deux  signes  de  fonctions  arbitraires  c^,^. 

§  2.  De  l'intégralioD  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles,   à 
trois  variables  et  d'un  ordre  quelconque. 

544.  Parmi  les  équations  aux  différences  partielles,  d'un 
ordre  plus  élevé  que  le  second,  nous  nous  bornerons  à  con- 
sidérer ici  l'équation  linéaire  à  trois  variables 

d":  d"z  d"z 

"  dx"  dx"~^dy  dx"~My^ 
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A.BjC;,. . .  G, H  dési'jnaiit  des  coelficients  constants.  Prenons 
z  =  y  (î/  -\-mx)  :  il  viendra 

d'z  d"z 

-—  =  m'f'Xi/  +  mx),  —  7n-'-J-:(y  -f-  mx),  etc.  ; 

ax  dx"~^ay 

et  l'on  satisfera  à  la  proposée,  pourvu  que  la  constante  m 
soit  une  des  n  racines  ??îi,  ?»,,... m,,  de  l'équation  algé- 
brique 

Am-  +  Bwr-'  +  Cm"-'  + +  Gwz  +  H  =  0.  (r) 

Donc  on  pourra  prendre,  à  cause  de  la  forme  linéaire  de  la 
proposée, 

o,,  Ça...  o,.  étant  employées  comme  caractéristiques  de  fonc- 
tions arbitraires  distinctes.  On  s'assurerait  d'ailleurs  que 
cette  valeur  de  z  a  toute  la  généralité  que  peut  comporter 
l'intégrale  de  l'équation  proposée. 

545.  Il  n'en  serait  plus  de  même  si  l'équation  (r)  avait 
des  racines  égales,  par  exemple,  7ïi,  =  7??.j,  car  alors  les 
deux  fondions  9,503  se  confondraient  en  une  seule  :  mais  si 
1  on  pose  dans  ce  cas 

on  a 

j^^^  =  "^-'L?,'"»  +  x?,^"  ]  +  (n  -  1)m,"-V,'-",  etc.  ; 

en  sorte  que  la  rAibstilution  dans  la  proposée  donne 
[Am,-  +  Bm/-'  +....+  Gm,  -f-  H]  [p/"'  +  a-p.^"'] 

et  il  devient  évident  que  celte  valeur  de  z  satisfait  h  la- 
propoi-éc  ,   puis(]uo  ,  par  liypotliè-so  ,   m,    est  une  racine- 
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double  de  l'équation  (r).  Donc  on  peut  prendre  dans  ce  cas 

+  ?z{y  +  m^x)  +••••+  7'.(2/  +  "»"^). 
le  nombre  des  fonctions  arbitraires  distinctes  restant  égal 
à«. 

§  3.  Remarques  sur  les  intégrales  singulières  et  sur  les  intégrales  parlicu- 
lièros  des  équations  aux  différences  partielles, 

546.  Considérons  une  équation  aux  différences  partielles 

du  premier  ordre 

f{x,y,z,p,q)  =  0,  if) 

délivrée  de  radicaux  et  de  dénominateurs  :  et  soit 

^=i{x,y)  (f) 

une  solution  de  cette  équation,  dans  laquelle  n'entre  pas 
de  fonction  arbitraire,  et  qui  peut  être,  ou  une  intégrale 
particulière,  ou  une  intégrale  singulière.  Si  c'est  une  inté- 
grale particulière,  il  sera  permis  de  représenter  l'intégrale 
générale  par 

2=f(a?,?/)  +  £^,  (y) 

9  désignant  une  fonction  de  x,]},  s,  qui  ne  s'évanouit  ni  ne 
devient  infinie  quand  on  y  fait  e  =  0  [477].  En  substituant 
dans  la  proposée,  on  trouve,  pour  déterminer  la  partie  do 
ç  indépendante  delà  constante  f,  Téquation 
df      df  dv      df  d'à 
^  dz^  dp  dx^  dq  dij        '  ^^'^ 

dans  laquelle  les  différences  partielles 

df    df    df 
■    dz*    dp^    dq 

S2  rapportent  à  la  valeur  2  =  f(a;,y).  D'ailleurs  on  peut 
s'assurer  que  la  partie  de  o  indépendante  de  £  doit  renfer- 
mer le  mcme  nombre  de  fonctions  arbitraires  que  la  valeur 


sans  qu'il  en  résulle 
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complète  de  9  ;  en  sorte  que  la  consid(''ration  de  cette  partie 
suffit  pour  reconnaître  la  nature  de  la  solution  (f). 
Cela  posé,  si  la  valeur  :  =  f  [x^y)  donne 

on  ne  peut  satisfaire  àFéquation  (o,)  (pi'en  prenant  0=  0; 
de  sorte  que  la  solution  (f)^  n'étant  pas  susceptible  de  se 
compléter  comme  l'indique  l'équation  (ç>),  constitue  une 
intégrale  singulière  de  la  proposée. 

Ainsi  la  recherche  des  intégrales  singulières  consiste  à 
déterminer  les  valeurs  de  z  en  x,ij^  qui  satisfont  à  la  fois 
aux  équations  (f)  et  (7^,7),  en  éhminant  p,q  entre  ces 
mêmes  équations.  11  faut,  de  plus,  s'assurer  que  ces  valeurs 
de  z  ne  vérifient  pas  l'équation  (z). 

Appliquons  ceci  à  l'équation  des  surfaces-canaux 

on  aura  pour  les  équations  {p,q),  z^p  =  0,  z''q=0.  On  ne 
peut  pas  en  tirer  2  =  0,  car  la  proposée  ne  serait  pas  satis- 
faite, et  au  contraire  l'équation  (2)  serait  vérifiée  ;  mais  les 
solutions  p=i  0,  (/  =  0,  conduisent  à  l'intégrale  siuguUère 
z'  —  Y{'  =  0. 

547.  Si  l'on  donnait  une  équation  du  second  ordre 

le  même  calcul  mènerait  aux  é(piations  de  condition  {}>.q)^ 

et  en  outre  à 

(If         df         df 

(Ir  Ils  fit 

de  manière  ({ue  l'éUinination  de  j>,q,r,s,t  entre  les  équa- 
tions (/'.7),('";''>,0  ''^  '^^  [iroposée  donnerait  une  valeur  de  z 
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en  x,y,  qui  serait  une  solution  singulière,  pourvu  que  cette 
même  valeur  de  z  ne  vérifiât  pas  l'équation  (z).  Si  la 
valeur  (f)  vérifiait  seulement  les  équations  {r,s,t),  on  aurait, 
pour  déterminer  la  partie  cf>  indépendante  de  s^  l'équation 
{<f^)  aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  dont  l'inté- 
grale ne  pourrait  renfermer  qu'une  fonction  arbitraire  :  en 
sorte  que  la  solution  (f),  n'étant  pas  susceptible  de  se  com- 
pléter par  l'adjonction  de  deux  fonctions  arbitraires  , 
comme  le  requiert  l'ordre  de  l'équation  proposée,  ne  serait 
qu'une  valeur  particulière  provenant  de  l'intégration  d'une 
solution  singuKère  du  premier  ordre. 

On  conclut  de  là  que,  si  l'on  trouve  une  équation  du 
premier  ordre  qui  satisfasse  à  la  fois  à  la  proposée  et  aux 
équations  (r,s,t),  cette  équation  sera  une  intégrale  sin- 
gulière du  premier  ordi^e. 

Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 


'-y^{^^-T^]  =  '^ 


,3_(2r^_3^)^^,___j^0,  (3> 

qui  ne  contient,  ni  s,mt  :  le  système  des  équations  {r,s,t) 
se  réduit  à 


-î(''-7Tl)="- 


On  satisfait  à  cette  équation ,  ainsi  qu'à  la  proposée,  en 
faisant 


=  0, 


1  -i-x 
équation  du  premier  ordre,  qui  a  pom^  intégrale 

zz=z{i  +  x)f!/, 

y  désignant  une  fonction  arbitraii'c.  Par  conséquent  cette 
dernière  équation  est  une  intégrale  singulière  de  la  pro- 
posée. 

548.  On  peut  aussi,  dans  certains  cas,  assigner  des  inté- 
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grales  particulières  à  des  équations  aux  différences  par- 
tielles dont  les  intégrales  générales  ne  sont  pas  connues^ 
ou  môme  ne  pourraient  exister  sous  forme  finie  ;  et  les  inté- 
grales ainsi  obtenues,  quoiqu'elles  n'aient  pas  toute  la 
généralité  requise  pour  la  solution  analytique,  peuvent 
résoudre  avec  une  généralité  sufTisante  le  problème  qui  a 
conduit  à  l'équation  aiLx  différences  partielles.  Admettons 
que  cette  équation  soit  du  second  ordre,  de  la  forme 

f(p,?.''AO  =  o, 
de  manière  qu'elle  ne  contienne  point  les  variables  a:,î/,2; 
et  supposons-la  en  cuire  liomogène  en  7',s,t  :  malgré  ces  res- 
trictions ,  elle  ne  pourra  s'intégrer  généralement  que  pour 
de  certaines  formes  de  la  fonction  f  ;  mais  si,  parmi 
toutes  les  surfaces  susceptibles  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion, on  n'a  en  vue  que  les  surfaces  développables  pour 
lesquelles ;j=llg,  on  pourra  poser 

s  =  tn'q,     i^=zsn'q=:.t{\l'qy; 
en  sorte  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs  de  s  et  de  r 
dans  la  proposée;,  qui  est  homogène  en  r,s,t,  la  dérivée  t 
s'en  ira.  Il  restera  une  équation  différentielle  ordinaire  en 

q,  Ilq^  ïl'q,  onq.p,  —,  par  laquelle  on  déterminera  la  fonc- 
tion n  avec  une  constante  arbitraire.  L'équation  p  =  Uq 
étant  ensuite  intégrée,  donnera  une  équation  primitive 
avec  une  fonction  arbitraire,  laquelle  équation  primitive 
caractérisera  une  famille  de  surfaces  développables ,  jouis- 
sant de  la  propriété  exprimée  par  la  proposée. 
Par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

qui  appartient  aux  surfaces  pour  lesquelles  les  deux  cour- 
Itures  principales  sont  égales  et  de  sens  contraires  [28i], 
et  dont  Taire  est  un   mi)ii?nuin  entre  les  limites  données 
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[391],  ne  comprend  que  les  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordi^e ,  et  elle  est  homogène  en  r,s,t.  Si  donc  l'on 
cherche  quelles  sont,  parmi  ces  surfaces,  celles  qui  peuvent 
se  développer  sur  un  plan,  on  sera  conduit  à  l'équation 

(  1  +  qyp''  —  'ipqdpdq  +  (  I  +  fW  =  0.  (4) 

Pour  l'intégrer,  on  fera  p=mq  -|-  n,  m,n  désignant  des 
constantes,  et  il  viendra  1  +  »ï'4~"^  =  0,  ce  qui  donne 

p  =  mg  +  (  1  +  m-) ''  V  =^  (o) 

D'ailleurs  les  équations  p  z=z  a,  q=b  satisfont  aussi  à 
l'équation  (4)  et  conduisent  à  l'équation  générale  du  plan 

zt=zax-\-bi/  -^  c.  (6) 

En  appliquant  à  l'équation  (5)  le  procédé  du  n'  536,  on 
obtient  une  intégrale  exprimée  par  le  système 


Mais  il  est  impossible  d'en  tirer  un  résultat  réel  à  moins 
de  poser  l-|-m^=0,  ^a  =  c,a — c,  et  alors  on  a  simple- 
ment 2  =  c  :  solution  moins  générale  que  celle  qui  est 
donnée  par  l'équation  (6),  quoiqii'en  apparence  le  système 
(7)  ait  ime  généralité  plus  grande,  à  cause  de  la  présence 
du  signe  de  fonction  arbitraire  9.  Au  reste,  puisque  les  sur- 
faces développables  ont  l'une  de  leurs  courbures  principales 
nulle,  il  est  bien  évident  que  l'autre  doit  s'évanouir  aussi, 
pour  satisfaire  à  l'une  des  propriétés  géométriques  expri- 
mées par  l'équation  proposée;  et  qu'ainsi  le  plan  seul, 
parmi  les  surfaces  développables,  peut  fournir  une  solution 
réelle  de  cette  équation. 


CHAPITRE  IV. 

DE  l'intégration  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES,  ET  EN  PARTICULIER  DE  l'iNTÉGRATION  DES 
ÉQUATIONS  LINÉAIRES,  A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES,  ET 
A    COEFFICIENTS  CONSTANTS. 


549.  Le  chapitre  précédent  a  mis  en  évidence  l'imper- 
fection des  procédés  par  lesquels  on  détermine,  sous  forme 
finie,  les  intégrales  des  équations  aux  différences  partielles 
d'un  ordre  supérieur  au  premier ,  dans  les  cas  peu  étendus 
011  cette  détermination  est  possible.  D'ailleurs  le  problème 
de  Tintégration  n'est  effectivement  résolu  que  lorsqu'on  a 
déterminé,  d'après  les  conditions  propres  h  chaque  ques- 
tion, et  sans  les  restreindre,  les  fondions  arbitraires  qui 
entrent  dans  la  composition  des  intégrales  ;  ce  qui  est  sou- 
vent impossible,  même  lorsque  le  sigTie  de  fonction  arbi- 
traire ne  porte  que  sur  les  quantités  réelles,  et  à  plus  forte 
raison  lorsque  les  procédés  d'intégration  ont  fait  arriver 
sous  ce  signe  des  quantités  rompliipiécs  de  facteurs  imagi- 
naires. Aussi,  quand  les  progrès  de  In  physique  mathéma- 
tique ont  exigé  que  le  calcul  aux  diltércnces  partielles  fût 
cultivé  dans  un  autre  but  (jue  celui  de  caractériser  et  de 
classer  des  familles  de  surlare*; ,  les  géomètres  ont  dû 
essayer  de  résoudre  d'une  autre  manière  les  problèmes 
d'intégration  qui  s'offraient  à  eux  ;  et  il  était  naturel  qu'ils 
recaurussent  d'abord  an  pnicédé  le  i>lus  ordinaire  de  l'ana- 
lyse, à  celui  <lu  (l<'vrln|i|i(in('ul  en  séries. 
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En  général ,  soit  une  équation  aux  différences  partielles 
de  l'ordre  ?i  entre  la  fonction  u  et  les  variaLles  indépen- 
dantes x,y,z,i,  etc.  Prenons  une  variable  auxiliaire  0,  com- 
posée d'une  manière  quelconque  en  x,7j,z,t,  etc.  :  on  peut 
supposer  la  fonction  u  développée  en  série  de  la  forme 

«  =  06«  -f-  ©//•  +  026"'  +  etc.  ;  (0) 

de  manière  que  les  exposants  a,  forment  une  suite  crois- 
sante ou  décroissante  de  nombres  constants,  tandis  que  les 
coefficients  0,.  sont  des  fonctions  inconnues  de  variables  in- 
dépendantes, en  nombre  inférieur  au  moins  d'une  unité  h 
celui  des  variables  dont  u  dépend.  Si  l'on  substitue  cette 
valeur  de  u  dans  l'équation  proposée,  que  l'on  ordonne  le 
premier  membre  suivant  les  puissances  de  B,  et  qu'on  égale 
séparément  à  zéro  les  coefficients  de  chaque  terme  du  dé- 
veloppement, on  aura  une  suite  infinie  d'éqiiations  diffé- 
rentielles aux  différences  partielles,  dont  chacune  renfer- 
mera une  variable  indépendante  de  moins  que  la  proposée, 
et  si  l'on  parvient  à  obtenir  les  valeurs  les  plus  générales 
de  0,.,  a,,  propres  à  vérifier  cette  suite  d'équations,  la  série 
(6)  satisfera,  aussi  de  la  manière  la  plus  générale,  à  l'équa- 
tion proposée.  En  prenant  successivement  pour  0  chacune 
des  variables  x,\j,z,t,  etc.,  ou  des  fonctions  différentes  de 
ces  mêmes  variables,  on  peut  assigner  à  w  plusieurs  déve- 
loppements distincts  :  bien  entendu  que  ces  développe- 
ments seront  illusoires ,  toutes  les  fois  cpi'il  ne  conduiront 
pag  à  des  séries  convergentes. 

Dans  ces  divers  développements  ,  les  coefficients  0,.,  dé- 
terminés de  la  manière  la  plus  générale,  pourront  néan- 
moins renfermer  des  fonctions  arbitraires  en  nombres  iné- 
gaux, selon  qu'on  aura  choisi  pour  0  telle  des  variables 
indépendantes,  ou  telle  fonction  de  ces  mêmes  variables. 
Le  nombre  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  la 
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composition  de  ces  coellicients  ne  peut  pas  surpasser  71, 
mais  il  pourrait  (Mrc  moindre.  Nous  établirons  ce  principe 
d'une  manière  fort  simple  en  traitant  de  la  construction 
arithmétique  des  équations  aux  dillérences  partielles,  cl  il 
se  vérifiera  sur  les  exemples  que  nous  discuterons  dans  ce 
chapitre. 

iioO.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  le  développement 
en  série  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  a  pour 
but  de  donner  à  la  théorie  toute  la  généralité  désirable  ; 
mais  ordinairement  il  suffit  de  recourir  pour  le  développe- 
ment aux  théorèmes  de  Taylor  ou  de  Maclaurin.  Les  expo- 
sants oc.  suivent  alors  la  progression  des  nombres  naturels. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

du         du 
dt'^^dx' 

la  formule  de  Maclaurin  donnera 

t    /di(\  t^   /d^n\  P      /d'ii\ 

(^x  étant  ce  que  devient  la  valeur  de  u  quand  on  y  fait 
/=  0  ,  et  — -.]  désignant  la  valeur  de  la  dérivée  —  pour 

la  môme  valeur  particulière  i  =  0.  En  vertu  de  l'équation 
proposée,  on  a 

t)=''('^)=<-/ 


( 


/d'u\  /  d'il  N  /</'»\         ,  „ 

moyennant  quoi  la  série  (1)  devient 

iMais  le  second  membre  de  cette  équation  n'est  autre  chose 
que  le  développement  de  la  fonction  <f{x-\-  at)  suivant  les 
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puissances  de  at  :  on  retrouve  donc  de  cette  manière  riiit»»- 

grale  sous  forme  finie 

u  =  y(.r  +  at),  (2) 

telle  qu'dii  l'aurait  <il)leiuie  par  la  ni(jtliode  du  n"  1)'1S. 
L'éfpiation  proposée  laisse  la  l'onction  o  arbitraire,  comme 
relad(»it  être. 

Nous  aurions  pu  développer  la  fonction  u  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  suivant  les  puissances  de  t  —  /„,  en  lais- 
sant la  constante  /„  indéterminée,  de  manière  à  éviiev 
l'exception  à  laf{uelle  est  sujette  la  formule  de  Maclaurin, 
lorsque  le  développement  de  la  fonction  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  la  variable  cesse  d'être  pos- 
sible, zx  désignerait  alors  la  valeur  de  la  fonction  u  ipii 
correspond  à  la  valeur  particulière  t  :^/„.  Mais,  pour  la  plus 
grande  simplicité  des  calculs  ,  nous  ferons  toujours  usage 
de  la  série  de  .Maclaurin  :  d  sera  facile  de  sidjstituer,  si  Ton 
veut ,  aux  développements  obtenus ,  des  développements 
ordonnés  suivant  les  puissances  de  la  variable ,  (bminuée 
d'une  constante  arbitraire. 

5ol.  Passons  a  Téquation 

du       d^u 

'di'^d?''  ^^^ 

en  développant  l'intégrale  siuvant  les  puissances  de  ^  et 
en  conservant  les  mêmes  notations  que  ei-dessus.  ou  aura 

d'où 

u  =  ,a:+  ^/'.r  +  ^.'/V  +  ~'?--r  +  otc.  (4) 

On  ne  peut  plus,  comme  tout  à  T  heure,  revenir  de  la  série 
.à  une  intégrale  sous  forme  finie,  du  moins  de  la  nature  de 
celles  «pie  nous  avons  rencontrées   justfaici  ;  mais,  toutes 
T.  II.  25 
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les  fois  que  la  série  est  convergente,  elle  détermine  la 
valeur  de  u  en  fonction  des  varial)les  indépendantes  x^t  ; 
et  cette  valeur  ne  dépend  que  de  la  fonction  arbitraire  9 
qui  doit  être  assignée  dans  chaque  cas  particulier. 

Par  un  procédé  absolument  semblable  on  trouverait  pour 
la  valeur  de  u,  développée  suivant  les  puissances  de  x, 

„=-j,+  f.(  +  ^.f.  +  ^..'r  +  ^./.  +  etc.(5) 

Les  fonctions  '^t,  rd  restent  toutes  deux  arbitraires,  et  dé- 
signent respectivement  ce  que  deviennent  les  valeurs  de 

u,~,  quand  on  y  fait  x  =  0. 

Pour  montrer  que  les  intégrales  (4),  (o)  rentrent  l'une 
dans  l'autre,  quoique  la  première  ne  renferme  que  la  fonc- 
tion arbitraire  '^x  et  ses  dérivées,  tandis  que  la  seconde 
dépend  des  deux  fonctions  arbitraires  '\>t,  r.t,  Poisson  dé- 
veloppe les  fonctions  '^t,  r.t  suivant  les  puissances  de  f,  et 
il  pose  en  conséquence 

t  /'  /' 

^f=A  +  B--|-C H  D h  etc. 

1  1 .2  1 .2.3 

t  f  /' 

rf  =  A'  +  B'-  -f  C —  H-D' h  etc. 

t    '       1.2  1.2. 3 

L'équation  (5)  devient  alors 

u  =  A  +  A'-  +  B  — -f  B'— ^^^ f-G — '■ f-etc. 

^      1  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

4-  -  (B  +  B'  -  +  G  ^^ — f-  C'  — ^  +  etc.) 
^r  1^     1.2  1.2.3  ' 

-i-^(G-i-G''^  +  ctc.)+ntc. 

Maintenant,  si  l'un  désigne  par  r^x,  comme  cela  est  per- 
mis, la  fonction  arbitraire 
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A  +  A'-  +  H hB' \-C. h  etc., 

I  1.2  1.'2.;J  1  .2.3.4  ' 

le  sorond  membre  de  IV'qualion  précédente  se  confondra 
avec  la  série  (4). 

552.  Le  théorème  de  Maclaurin  donne  encore  pour  l'in- 
tégrale de  l'équation 

iléveloppée  suivant  les  puissances  de  t, 

'^  =  r-^  -1-  :[./?^^^+ râ"/^"'"''^'"^  r^Tâ J^^'^''"^''"^^*^''  ^^^ 

et,  sous  cette  forme,  Fintégrale  no  semble  dépendre  que  de 
la  fonction  arbitraire  zx  qui  représente  la  valeur  de  u  pour 
f  =  0.  Mais  il  faut  observer  que  chacune  des  intéi^rations, 
en  nombre  infini,  indiquées  dans  le  développement,  intro- 
duit une  constante  arbitraire,  et  que  le  système  de  ces  con- 
stantes ,  multipliées  respectivement  par  des  facteurs  va- 
riables, équivaut  à  une  autre  fonction  arbitraire.  En  effet 
l'on  peut  écrire  : 

7ar  =  A4-ç),x, 

/ça:rfi;  =  B  +  A-  +  7»/:, 
1 

ff^xdx'=  C  +  B^4-  A^+  ?^x, 
1  I  .  z 

ffftxdx'  =  D  +  c  ^  +  B  —  -f  A  — —  +    ,.r, 
'  1  1.2  1.23 

etc., 

A,B,C,D,  etc.,  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  p.T, 
o,j:,93aj,  etc..  des  fonctions  qui  s'évanouis.sent  avec x.  Par  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  il 
vient  : 
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.  /        xt        x-r 

H  =  ki  \A \ f 


{\f      {\Mf      (1.2.3)' 


H-  etc. 


+  ?.^  +  ;^ •?^^  +  —  .?3X-  +  ;p-^  .  iu  +  etc. 

,      t           /'              t' 
-f  B  -  +  C \-b h  etc. 

+  etc. 
Or,  si  l'on  pose 


on  aura 


ti  /3  f*  ^l 

D7-7:+  C7-:;7-.  +  D^  ^  ^  ,+ctc.  ^  /   ■i,tdt  =  -p^t, 


1.2  1.2.3  1.2.3.4 


/3  /»  ^r,  p 

1.2.3  1.2.3.4  1.2.3.4.5     Jo 

etc., 

les  fonctions  lif/liZ/lj/,  etc.,  s'évanouissanl  toutes  avec  l  ; 

el  l'on  donnera  au  développement  de  Tintégrale  la  forme 

symétrique 

/  xf         xV^  xH' 

+  ? I  ^  +  j  •  ?»^ +;j-^  •  ?vr  + -^p^ .  04.r  f  ctc . 


•'•.1 


Quand  la  constante  A  et  les  fonctions  ç,,»]',  aiuunl  été  assi- 
gnées arlntiaircniciil,  toutes  les  fonctions  ç)„vj/„©„<|/j,  etc., 
s'obtiendront  jiar  des  (piadratures.  A  est  la  v.ilciii-  uiiiiié- 
ri(jue  de  ii  jumh-  le  système   de    \aleiirs  .r  =  0.    /  =  0: 
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A  -|-  (ftX,  A  -f-  ^,1  sont  les  valeurs  de  u  en  fonction  de  x  ut 
de  l,  (fui  correspondent  l'une  à  l  =0,  l'autre  à  ^  =  0. 

553.  Les  équations  aux  diflércnces  ])artielles,  traitées 
daus  les  n"  précédents,  étaient  linéaires;  considérons 
maintenant  l'équation  (3)  du  n°  547, 

\d?)  '^  '\~d2-'lhj'~  -^  )  \dx  ""  1  +x/  ~    ' 
à  laquelle  nous  avons  trouvé  pour  intégrale  singulière 

z  =  [\J^x)<fy.  (8) 

Son  intégrale  générale,  développée  par  la  formule  de 
Maclaurin  suivant  les  puissances  de  x,  est 


+  etc.  ; 
et  si  on  la  développe  suivant  les  puissances  de  j/,  il  vient 

z  =  yx -{--.— '— l-etc;  (9) 

en  sorte  qu'elle  dépend  dans  le  premier  cas  des  deux  fonc- 
tions arbitraires  '|,  tt,  et  dans  le  second  de  la  seule  fonction 
arbitraire  x 

Si  Ton  considère  l'intégrale ,  au  point  de  vue  géomé- 
trique, comme  l'équation  d'un  ordre  ou  dune  famille  de 
surfaces ,  on  pourra  dire  que  l'intégrale  singulière  (8)  a  au- 
laiU  d\'lcn(hic  que  l'intégrale  générale  donnée  par  la  série 
(9)  :  car,  pour  particulariser  l'équation  (8),  il  faut  se  don- 
ner la  courbe  z=  ^y  suivant  latjuelle  la  surface  coupe  le 
plan  des  \ji  ;  et  de  même  pour  particulariser  l'équation  (9) , 
il  suffit  de  se  donner  la  courbe  z  =  yx  qid  est  l'interscc- 
lion  de  la  surface  avec  le  plan  des  xz.  Les  deux  é(iuations 
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caractérisent  donc  duux  l'aiiiillcs  (listinclfs  de  surfaces, 
dans  cliacune  desquelles  les  surfaces  individuelles  sont 
déterminées  par  des  conditions  de  même  nature  et  en 
même  nombre. 

554.  Le  développement  des  intégrales  en  séries,  par 
l'emploi  des  formules  de  Taylor  ou  de  Maclaurin  .  ou  ]>ar 
la  uiélliude  plus  générale  des  coefûcienls  indéterminés, 
indi(]uée  en  premier  lieu,  mène  pour  l'ordinaire  à  des 
calculs  pénibles  ou  même  inextricables ,  lorsque  l'équation 
qu'il  s'agit  d'intégrer  n'est  pas  linéaire,  ainsi  qu'on  en 
jugerait  d'après  l'exemple  du  n°  précédent,  si  l'on  voukiil 
prolonger  le  développement  au-delà  du  troisième  terme. 
Au  contraire,  le  développement  de  l'intégrale  en  série  prend 
une  forme  aussi  simple  que  remarquable ,  lorsque  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  est  linéaire,  à  trois  variables 
indépendantes,  à  coefficients  constants',  et  quand  elle  ne 
contient  pas  les  variables  indépendantes  dans  un  dernier 
terme,  indépendant  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  par- 
tielles. I 

Désignions  en  effet  par  ii  la  fonction,  et  par  j:,t  les  va- 
riidjles  indépendantes  :  si  l'on  substitue  dans  l'équation 
proposée  la  valeur 

u  =  Ce^^+'-'S  (C) 

C  désignant  une  constante  arbitraire  et  a,  /3  des  paramètres 
indéterminés,  l'exponentielle  et  la  constante  C  qui  la  nuil- 
tiplie  s'en  iront  comme  facteurs  communs  :  il  restera  um 
équation  algébrique 

f(^n^)  =  0,       •  (f^ 

;i  liiipicllc  devront  satisfaire  les  indéterminées  a, /S  puin-  cjuc 
l'équation  (C)  soit  nue  iiilégralc  particulière  de  la  jiroposée. 
Celle-ci,  à  cause  de  sa  forme  linéaire,  sera  donc  satisfaite 
qu.uid  on  y  substitiier;i  pour  »  la  somme  d'un  nonibn»  in- 
fini de  valeurs  particulières  telles  (pie  (C),  ou  la  série 
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0.6"'^+ -•'  +  C^''*'^+'^'>'  +  C,e^''+-''  +  etc.. 
que  nous  désignerons  ordinairement,  pour  abréi^er,  par 

et  dans  laquelle  il  n'y  aura  d'arbitraires  que  les  coefficients 

C,  oc  ;  les  nombres  /3  se  trouvant  déterminés  en  fonction  des 

nombres  a,  au  moyen  de  l'équation  (f). 

553.  Appliquons  ceci  à  l'équation  linéaire  du  premier 

ordre 

du         du 

—  =  n [-  ou  : 

dt         dx 

l'équation  (f)  aura  la  forme  /ô  =  «a  _f-  ^  ;  de  sorte  qu'on  sa- 
tisfait iÀ  la  proposée  en  prenant 

Pour  f  =  0,  cette  série  donne 

Soit  donc  cx  une  fonction  telle  que^  si  on  la  développait  en 
série  d'exponentielles  [114],  on  aiu-ait 

la  valeur  générale  de  u  sera,  sous  forme  finie, 

comme  cela  résulte  par  un  changement  de  lettres  de  la  for- 
mule (3)  du  n''529.  La  fonction  y  reste  arbitraire,  à  cause 
de  l'indétermination  des  coefficients  C,  «  :  elle  sera  déter- 
minée, si  l'on  assigne  la  valeur  de  m  en  fonction  de  x,  pour 

Quand  on  fait  /v  =  0,  on  retombe  sur  l'équatiun  ^2).  En 

général,  si  l'on  a  une  équation  aux  dilfércnces  partielles  dQ 

la  forme 

du 
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[u]  (lési^iKiiit,  pour  abréijer,  une  fonction  linéaire  des  dé- 
riv(5es  parlielles  de  u,  pcU"  rapport  aux  variables  x,y,z,... 
autres  que  t,  on  posera  u  =  ve*',  et  l'on  aura  la  transformée 
en  V 

dv 

556.  Soit  l'équation  du  second  ordre 

d^u  d'il 

^  =  ''d?'  (<^ 

l'équation  (f)  devient  /3*  =:  a'a\  d'où  ces  deux  valeurs  de 
|3  :  /3'  =  aci.  /3"  =  —  au.  A  chaque  valeur  de  /S  corres- 
pondent deux  séries  distinctes ,  propres  à  vérifier  la  pro- 
posée, et  qui  en  sont  des  intégrales  particulières  :  la  somme 
de  ces  deux  séries  compose  l'intégrale  générale 

équivalente  à  l'intégrale  sous  forme  finie 

u=o{x-\-at)+^x  —  at\  (11) 

qui  ne  diffère  que  par  le  choix  des  lettres,  de  la  fornude  (2) 
du  n"  539. 

D'après  cette  analyse,  l'intégrale  générale  de  la  proposée 
doit  s'obtenir  sous  forme  finie  et  renfermer  n  fonctions  ar- 
bitraires distinctes,  lorscjue  ï{oc,B)  se  décompose  en  n  fac- 
teurs linéaires  /3  —  («a-j-^),  et  en  particulier  lorsque  la 
fonction  f  est  homogène  par  rapport  aux  indéterminées  a,/3, 
ou  lorsque  l'équation  Hnéaire  aux  différences  partielles  ne 
renferme  que  des  différences  partielles  du  même  ordre  [544]. 

Les  deux  fonctions  arl)itraircs  o,  ^  (\m  ejitrent  dans  l'in- 
tégrale (H  ).,  se  déterminent  sans  diftlcidté  lorsqu'un  assigne 
deux  fonctions  /ir,  fx,  dont  la  première  représente  la  videur 

de  u  et  la  seconde  celle  de  —,  pour  i  =  ().  Kllectivement, 
d'après  ces  données  nu  ,i 
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1 

(^X-\-^X^=Z  fx^      f'x  —  ^'x  z=:-.ÎX. 

a 

Par  l'intégration  de  la  seconde  de  ces  équations,  il  vient 

4  r 

fX  —  -^x  =  -  I  ixdx  =  Fx  -{•  c, 

Fx  désignant  une  fonction  connue  de  a;,  et  c  une  constante 
arbitraire. 
De  là  on  tire 

fX  :=  ^iifx  +  Fx  -I-  c),     ^px  =  ^ifx  —  F^  -  c), 

et  par  suite 

u  =  {lf{x  +  af)  +  f(x  —  nt)  +  F{x  +  "0  -  H^  -  «OJ,    (< 2) 

la  constante  arbitraire  c  ayant  disparu. 
557.  Reprenons  l'équation  déjà  traitée 

du      d'u 

Tt^d?'  ^^^ 

pour  laquelle  l'équation  (f)  se  réduit  à  /3  =  a\  Suivant 
qu'on  se  sert  de  cette  équation  pour  chasser  les  coefficients 
/3  ou  les  coefficients  a,  on  a  les  deux  développements 

M=v.ce<"+»'',  (13) 

u  =  v.C'e'^^+^''  +^-.C"e-''^^'  +  ^■''.  (14) 

Si  l'on  développe  la  série  (13)  suivant  les  puissances  de  t. 
il  vient 

u  =  ï.O*^  +  -.V .cA"  +  -!-  .i.cA"  +  etc., 
1  4.2 

développement  qui  se  confond  avec  la  série  (4)^  quand  ou 
pose  ^.  Cr"^  =:  (pa-,  la  fonction  arbitraire  '^x  désignant  tou- 
joiu's  la  valeur  de  »,  pour  f  =  0. 

On  Irouveniil  de  uu'-uu',  en  développant  le  second  nuui- 
bre  de  l'écpiation  (1  i)  suivant  les  puissances  de  x  : 
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1 


X- 


1.2 


'r.i2'/         V    P"/:". /c"«3"'' 


+  — — .  (1 .  C',e V  /5'e^  '  —  1 .  C"i3 ViS'V  '^  '  )  +  etc . 
Si  niaiutenant  on  pose 

:rt=z. CyJ'e^ ''-1. G"  \/J"/'' , 

on  retombera  sur  la  série  (5).  Pour  montrer  que  les  deux 
fonctions  ^,-  sont  arbitraires  et  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  nous  ferons 

d'où 

,pt  =  m-{-nt,  (15) 

7r/=4-,f— n/.  (16) 

A  la  place  de  cette  dernière  équation  l'on  peut  écrire 

nt=  M7  —  m,  (17) 

TT  étant  une  fonction  qui  dérive  de  ::  par  une  opération 
inverse  de  celle  au  moyen  de  laquelle  les  fonctions  ^,,n^, 
dérivent  respectivement  des  fonctions  M ',11  (').  On  tire  des 
équations  (15)  et  (17)  : 


(')   De  rt'(|iiatioii   i.CV'^'' ::- '1/  on  lirr 
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VU  surti;  ([uc.  (jnclli-s  (|ae  soient  lus  foiictiuiis  ^,  r.  (jui 
jieiivcnt  vMiv  tlioisics  arbitrairement,  les  fonctions  M', II,  iH 
par  suite  les  sérius  l.Ç.'e'-^,l.Ç,'c'  'se  li-n-ivriil  ((.nioiirs 
(létenninées. 

Si  l'iui  a\ail  drvuloijjié  la  s('rie  (1-i)  siiiv.iiil   1<'S  jiiiis- 
saucey  de  x,  on  aurait  eu 

î<=z.Cc'«''  +-.^.C.e**'  +— .v.C.V  +otc.  ; 
1  1.2 

et  ce  dt'velo[)penîL'nt  coïncide  encore  avec  la  série  (•'l'i  quand 
on  pose 

mais  alors  les  deux  fonctions  ^j^,-  ne  sont  plus  indépen- 
dantes :  on  a  entre  elles  une  relation  qui ,  suivant  la  nota- 
tion ci-dessus  employée,  s'exprimerait  par  T.l^=.^t,  ou 
;rV  =  '^t\  ce  qui  revient  aussi  à  supposer  nulle  la  fonction 
Il  dans  les  équations  (15)  et  (17).  Conséquemment  la  série 
(13)  doit  être  considérée,  ou  comme  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (3),  ou  simplement  comme  une  intégrale  parti- 
culière, selon  que  cette  série  est  conçue  ordonnée  suivant 


n  désignant  un  nombre  positif  et  entier  quelconque.  On  peut  rcriie  par  ana- 
logie 

et,  en  vertu  de  rctte  notation,  remplacer  les  équations  (<6)  et  (H)  par  les  sui- 
vantes . 


\\t. 


Le  calcul  des  dillércnticlles  el  des  inlé^iralcs  à  indices  fractiunmires,  admis 
comme  une  conséquence  du  développement  des  fonctions  en  séries  d'exponen- 
tielles,  8st  l'objet  d'un  mémoire  important  de  M.  Liouvillc ,  inséré  dans  lo 
21*  cahier  du  ./(/Hrna/  de  l' Ecole  pohjleclitiique. 
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les  puissances  de  /  ou  suivant  les  puissances  de  x  :  ce  qui 
revient  à  déterminer  les  paramètres  arbitraires  qu  lille  ren- 
ferme, au  moyen  de  la  valeur  de  u  en  fonction  de  x  pour 

^  =  0,  au  moyen  des  valeurs  de  w  et  de  —  en  fonction  de 

tl^OUTX  =  0. 

Nous  ignorons  si  l'on  a  remarqué  cette  singulière  pro- 
priété de  certains  développements,  de  représenter  à  la  fois 
une  intégrale  générale  et  une  intégrale  particulière.  Cette 
remarque  contredit  même  l'assertion  avancée  par  mégarde 
par  Poisson  ('),  que  l'on  peut  développer  la  série  (13)  de 
manière  à  la  rendre  identique  avec  la  série  (5). 

558.  Reprenons  aussi  l'équation 


dxdt 
(]ui  donne  pour  (t'),a/3=:l  d'oîi 


(6) 


OCX  +  — 

et  en  développant  suivant  les  puissances  de  f , 

Comme  on  peut  poser  90;  ^^^.Ce"^',  il  est  émlent  que  ce 
dévelo[>pement  rentre  dans  la  série  (7).  Seulement ,  quand 
la  fonction  (^  a  été  assignée,  et  que  les  coefficients  C,a  sont 
par  cela  même  déterminés,  tous  les  termes  des  séries 

y.  a 

se  trouvent  aussi  «léterminées  complètement  ;  en  sorte  que 
les  constantes  .irliilraircs  qui   entrent  dans  les  intégrales 

(')   Théorie  de  In  ihaliui,  y.   1J'.». 
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/'..r(/x,y7cpx(/.r*,  etc.,  sont  t'Ilus-nnjiiiL'sroiMiilétoiiiciit  détt-r- 
minéus.  Par  conséquent,  la  série  (18)  ne  duiiiic  (|ii'une 
iiilém-ale  pal•liculi^rc  de  Ti-qualion  (0) ,  et  non  pas  une 
intégrale  générale  ou  complète,  comme  on  le  lit  à  la  jjage 
149  de  l'ouvrage  cité  tout  à  l'heure. 

lVéf[iiation  (0)  serait  également  vérifiée  si  Ton  [irciiait 

n  =  A  sin  (y.r  +  r.t)  +  B  cos {-^x  +  pt), 

pourvu  qu'on  eût  entre  les  jiaramL'tres  a,/3  l'équalioii  de 
condition  a/3-[-l:=0.  Donc  on  satisfera  à  l'équation  (6) 
en  posant 

uz=.i\  Asinf  -jj- j  +  B  cos  Ux- — j    ; 

mais  ce  ne  sera  encore  qu'une  intégrale  particulière  de  la 
proposée;  et  lors  même  ipi'on  écrirait 

u  =  i.k  sinT^'x ^  j  +  i.B  cos  TaV -\ 

l'intégrale,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  n'aurait 
pas  plus  de  généralité. 

559.  En  général,  comme  les  constantes  arbitraires  C,a,|3 
peuvent  être  supposées  imaginaires  aussi  bien  que  réelles  , 
il  est  clair  qu'à  toute  série  d'exponentielles  il  est  permis  de 
sid)stituer  luie  série  de  sinus  et  de  cosinus  ,  et  récipro- 
quenit'ul.  La  nature  du  prol>lènie  déternuue  la  nature  des 
fonctions  qui  doivent  rester  dans  la  solution  finale  ,  après 
(ju'on  a  déterminé  toutes  les  constantes  arbitraires  et  fait 
évanouir  les  signes  d'imaginarité. 

Si  l'équation  (f)  était  telle  que  les  paramètres  x,^  ne 
pussent  pas  être  réels  en  même  temps,  on  serait  par  là 
même  averti  de  la  nécessité  d'introduire  dans  la  série  des 
fonctions  circulaires  à  la  i»lace  de  certaines  exponentielles. 
Ce  cas  s'oll'rirait  pour  l'équation 
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à  laquelle  se  réduit  l'équation  (10)  f[iiaiid  on  donne  .à  la 
constante  a  la  \aleur  V — 1 .  On  y  satisfait  en  posant 

u  =  z.{k'  sin  y.'x  +  B'  cos  y/a,>"'' 
+  s. (A" sin  y."x  +  B"  cos  ^."x)e-«"'. 

d¥x 

Désignons  par  fa;  et  par  ïx  =  -i—  les  valeurs  de  u  et  de 

du 

■j-  pour  ^  ^  0  :  on  aura 

--.(A'  sin  ^x  +  B'  cos  y.'x)  =  i  (/x  +  Fx  +  c)A 

2 . (A" sin y!'x  +  B" cos -/x)  =  \{fx —  Vx  —  c),\         ^ "  ^ 

c  indiquant  une  constante  arbitraire  ;  et  quelles  que  soient 
les  fonctions  /",  F,  mathématiques  ou  empiriques,  pourvu 
(pi' elles  ne  deviennent  point  infinies,  on  pourra,  d'après 
les  formules  du  chapitre  XII  du  cinquième  livre,  déter- 
miner tous  les  coefficients  A',B',a';  A',B',a',  de  manière  à 
satisfaire  aux  équations  précédentes ,  au  moins  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  des  limites  données. 

L'intégrale  sous  forme  finie  de  l'équation  (19)  serait, 
d'après  la  formule  (12), 

u  =  -  f[x-^ty~\)-{.f{x-t\/-\) 

¥{x + «  v/ — 0 — F(^ — ^  v^y 


+ 


]' 


la  caractéristique  F  ayant  la  même  signification  que  dans 
l(!S  é([ualions  (20);  et  celte  intégrale  devient  illusoire,  du 
moins  ]»our  le  calcul  numéri(iu('  des  valeurs  de  w,  lorsque 
les  fdiiclious  /"jF  n'ont  |ias  d'expressions  algébriques  dans 
les([uelles  on  puisse  substituer  les  valeurs  x±:t\X — 1,  de 
manière  à  faire  disparaître  les  signes  d'iniaginarité. 
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oGO.  Les  équations  aux  dillLTences  partielles,  linéaires  et 
?i  coerficients  coustants  ,  s'appliquent  surtout  à  dos  pro- 
blèmes de  mécanique  et  de  pliysiquc  mathématique,  rlans 
la  résolution  desquels  il  est  permis  de  négliger,  à  cause 
de  leur  petitesse,  les  produits  et  les  puissances  supérieures 
de  certaines  quantités  variables.  Pour  déterminer  les  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales,  il  faut  assi- 
gner les  valeurs  initiales  de  certaines  fonctions  dans  l'éten- 
due limitée  d'un  système  matériel  à  une^,  deux  ou  trois 
dimensions  :  rien  n'assujettit  d'ailleurs  ces  fonctions  h 
comporter  une  expression  mathématique  ;  elles  doivent 
seulement,  dans  l'étendue  du  système  matériel  pour  lequel 
elles  sont  données,  conserver  des  valeurs  déterminées  et 
finies,  parce  qu'elles  mesurent  des  grandeurs  physiques, 
essentiellement  finies  et  déterminées  Les  formules  du  cha- 
pitre XII  du  cinquième  livre,  et  toutes  celles  qui  sont  pro- 
pres à  représenter  dans  une  étendue  limitée  une  fonction 
quelconque,  mathématique  ou  empirique,  s'appliquent 
donc  essentiellement  au  développement  des  intégrales  des 
équations  aux  différences  partielles,  dans  lescpielles  les 
fonctions  arbitraires  doivent  être  déterminées  d'après  des 
données  physiques.  Au  contraire ,  les  développements  en 
séries  d'exponentielles  ne  sont  applicables  que  quand  les 
fonctions  arbitraires  initiales  comportent  une  expression 
analytique  ;  et  alors,  sauf  rexcejilion  résultant  de  la  diver- 
gence des  séries,  ils  représentent  les  fonclittus  développées 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  variables. 

561.  L'équatiun  la  plus  simple  à  la([ui'lle  on  puisse  ap- 
plicjucr  ce  (pie  nous  venons  de  ilire  sur  la  détermination 
des  fonctions  arbitraires  d'après  des  données  |ihysiques, 
est  ré(jnalion  des  cordes  vibrantes  [539] 
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dans  laquelle  t  désigne  le  temps,  x  l'abscisse  d'un  point  de 
la  corde  en  mouvement,  u  l'ordonnée  de  ce  point  qui  serait 
nulle  dans  l'état  de  repos,  et  a  un  coefficient  qui  dépend 
de  la  tension ,  du  poids  et  des  dimensions  de  la  corde.  Les 
deux  extrémités  de  la  corde  vibrante  ayant  pour  abscisses 
x=^0  ci  x=  l,  ci  ces  deux  extrémités  étant  fixes,  les  va- 
leurs de  u  et  de  -r.  sont  nulles  pour  x  =  0  et  x=  l,  quel 
que  soit  t  :  à  l'origine  du  mouvement ,  et  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  0  et  /,  on  a  m  =  fx,  -n  ==  ïx,  les  fonc- 
tions fx,  ïx  étant  assujetties  à  la  condition  d'avoir  des  va- 
leurs finies  et  déterminées. 

On  satisfait  à  l'équation  (21)  en  prenant 

u  t=  i{k  sin  aoit  +  B  cos  nJ)  sin  vx  ;  (22) 

et  si  l'on  pose 

«  =  |,  (23) 

i  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  on  satisfait  à  la 
condition  que  les  fonctions  u,  -^s'évanouissent  pour  x^O 
etpoura;=/,  quelque  soitL  L'équation  (22)  devient 

/      .    izat  iTzat\    .    iTrx 

u  =  2(  Asm  — - — f-  B  cos  — —  j  sm— , 

et  il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients  A,B 
en  fonction  de  l'indice  i.  Pour  indiquer  cette  dépendance 
nous  écrirons  A„B,  au  lieu  de  A,B. 

Or,  d'après  les  conditions  exprimées,  il  vient 

in.C  .  ?7ra  l.-.f 

1 .  B,  sm  —  :=  /a ,     1.  -—  A.  siii  —  =.  1>  ; 
et  l'on  satisfera  [430]  à  ces  dernières  équations  entre  les 
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limites  x=(),  .x=/,  quelles  ({ue  soient  les  fonctions  /j-, 
iv,  si  Ton  prend 

\\  =         sin  — . A-'/;,     A.  =  —  /   sin  — \  ï^d-. 

.H62.  L'équation 

qui  se  confond  avec  l'équation  (3)  quand  on  prend,  pour 
plus  de  simplicité,  a  =  1 ,  a  lieu  entre  la  température  ii 
de  la  section  droite  d'une  Larre  cylindrique  homogène,  le 
temps  t  et  l'abscisse  x  de  cette  section,  comptée  de  l'une 
des  extrémités  de  la  barre.  On  désigne  par  a  un  coefficient 
tpi  dépend  de  la  conductibilité  de  la  barre  et  de  sa  capa- 
cité pour  la  chaleur ,  par  /  la  longueur  de  la  barre  ;  et  l'on 
prend  pour  zéro  de  l'échelle  thermométrique  la  tcmpéra- 
tiu-e  (supposée  constante)  du  miheu  dans  lecpiel  elle  est 
plongée.  En  conséquence  il  faut  que,  pour  a?  ^  0  et  a;  =  /. 
on  ait  M  1=0,  quel  que  soit  t.  Il  faut  de  plus  que,  pour 
f  =  0,  IL  se  réduise  .'i  une  fonction  fx,  arbitrairement  don- 
née entre  les  limites  a;=:0,  x  =  U  et  qui  exprime  l'étal 
initial  dos  températures  de  la  barre. 
On  satisfait  ?i  l'équation  (24)  par  la  série 

«  =  i; .  A  sin  axe"*'"''  ;  (25) 

et  si  l'on  prend,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

^  =  7,  (23) 

on  aura  tenu  compte  des  conditions  qui  se  rapportent  aux 
deux  extrémités  de  la  barre.  Il  suffira  ensuite  de  faire 


2  ri  .   j-| 


T.  n  2G 
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pour  que  la  valeur  de  tu  qui  répond  à  /r=:Oj  représente 
l'état  initial  des  températures  de  la  barre. 

5G3.  Dans  les  deux  applications  qui  viennent  d'être 
faites,  on  peut  considérer  les  valeurs  du  paramètre  a  don- 
nées par  la  formule  (23) ,  comme  les  racines,  en  nombre 
infini,  de  l'équalion  transcendante  sin5:i  =  0:  en  général 
on  a  pour  déterminer  la  série  infinie  des  valeurs  de  a  une 
équation  transcendante,  mais  de  forme  plus  compliquée  et 
telle  qu'on  n'en  peut  déterminer  que  par  tâtonnements  les 
racines  consécutives. 

Supposons  les  mêmes  données  que  dans  le  problème 
précédent,  si  ce  n'est  que  la  fonction  ii^  au  lieu  d'être  con- 
stamment nulle  pour  x=^l^  devra  à  cette  limite,  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  t,  vérifier  l'équation  différentielle 

^r^hu=0.  (26) 

dx 

Ce  nouveau  problème  se  rapporte  à  la  détermination  des 
températures  d'une  sphère  homogène;,  plongée  dans  un 
milieu  dont  la  température  est  constante,  et  primitivement 
échauffée  de  manière  que  tous  les  points  à  égale  distance 
du  centre  aient  la  même  température.  La  variable  x  dé- 
signe la  distance  d'un  point  au  centre  de  la  sphère  ;  la 
fonction  ii  est  le  produit  de  la  température  du  point  dont 
il  s'agit  par  la  distance  x  ;  l  est  le  rayon  de  la  sphère.  La 
condition  d'avoir  îf  =  0,  pour  x  =  0,  quel  que  soit  f,  ré- 
sulte de  ce  que  la  température  du  centre  ne  peut  pas  de- 
venir infinie  [458]  ;  et  l'existence  de  l'équation  (26),  dans 
laquelle  h  exprime  un  coefficient  constant ,  est  mie  consé- 
quence de  la  déperdition  de  chaleur  qui  s'opère ,  par 
rayonnement  et  par  contact,  il  la  surface  de  la  sphère. 

La  valeur  de  u  sera  toujours  donnée  par  la  formule  (25): 
mais,  en  vertu  de  l'écjuation  (26),  les  paramètres  <x  devront 
être  les  racines  de  l'équation  transcendante 
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a  cos  oil  +  k  sin  ixl  =  0.  (27) 

Admettons  qu'on  ait  calcul»^  ces  racines  :  il  s'agit  de  déter- 
miner les  coefficients  A  do  manière  que,  pour^  =  0,  use 
réduise  à  une  fonction  /'r.  assignée  arbitrairement  entre 
les  limites  x=(i,  a'r=/.  Voici  la  méthode  donnée  par 
Poisson  pour  effectuer  cette  détermination,  et  pour  dé- 
montrer en  mt^me  temps  que  l'équation  (27)  ne  comporte 
pas  de  racines  imaginaires. 

564,  Multiplions  par  smaxdx  les  deux  membres  de 
l'équation  (24),  et  intégrons  entre  les  limites  x  =  0,x  =  /: 
il  viendra 


.  1   M  sin  ;: 

—  —a'i'  sin  yx  '^  dx.  (58) 

./  0  dx^ 


■■''^'-  ^>  d^u 


du 

cos  -jx  —  dx, 
0  dx 


L'intégration  par  parties  donne 

C        d'y        [du  .y       n 

\    sin  C/.X  —  r/.c  =    —  sm  a:c     —  al 
J  0  dxr  \_dx  Jo         J  0 

n        du        r  y       r    ■      _. 

1    cos  yx  —  dx  z=\  ucos  yx\   +  «  /    "  Sin  axax, 
J  0  dx  L  Jo        J  0 

d'oîi 

1    sui  yx——  dx=i   —  sm  ax  —  au  cos  yx\   —  ^   l    «  sm  yxdx 
J  0  dx^  Ldx  Jo         J  0 

Pour  x  =  0,  on  a  u  =  0,sinax  =  0  ;  pour  a- =  /,  on  a,  en 
vertu  de  l'équation  (26), 

du 

— -  sm  ctx  —  2M  cos  ex  =  —  u{h  sin  >/  +  '  cos  »/), 
dx 

quantité  nulle  à  cause  de  l'équation  (27).  En  conséquence 
l'équation  (28)  se  réduit  à 

d.  1    u  sin  ?xdx 

/     0  / 

—  =  —  v'o'  j     «  sin  yxdx, 


dt 


40i  LIVBE   Vli.    —   ciiAiariŒ   JV. 

et  elle  a  pour  intégrale 

u  sin  yxdx  =  Ce~'^'"'^, 


.1 


0 


C  désignant  la  valeur  du 


fn  sin  7xdx, 

qui  correspond  à/:=0,  c'est-à-dire  Tintégiale 

ri 

I    fx.sinocxdx. 

On  aura  donc,  par  l'élimination  de  la  constante  C. 

/  u  sin  yxdx  =  c~'*'"''  l    f x. sin  axdx.  (29) 

0  J    0 

Si  nous  substituons  dans  cette  dernière  équation  la  va- 
leur de  u  en  série,  donnée  par  la  formule  (25),  il  faudra, 
pour  l'identité,  qu'il  ne  reste  dans  le  premier  membre  que 
le  terme  correspondant  à  la  racine  a.  employée  dans  le 
second  membre.  En  conséquence ,  pour  toute  autre  racine 
x',  numériquement  différente  de  a,  on  aura 

I    sin  î-arsin  ci^xdx  =  0,  (30) 

et  l'é({uation  (29)  donnera  simplement 

p  ri 

A  I    sin^:)Xdxz=  j    fx.sin  yxdx, 

ou  bien,  après  la  première  intégration  effectuée, 

C 
2/  I     /.i-.siii  yxdx 

^   _  J    0 

jI  —  sin  >/  cos  A 
d'dîi 

y    I       /'./-.  si  M  yxdx 

n^  21.  ^-;^-~--— -sin  .x.-^'",  (31) 

71  —  Sin  .7  cos  5/ 

ce  (jui  (lélerniiuc  i"ini|tlt'lt'niciil  Vj  valeur  de  11. 
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11  faut  remarquer  ijue,  si  a  est  une  racine  de  IV-qualiou 
(27),  — a  en  est  une  autre  ;  mais  on  ne  donnerait  pas  plus 
de  généralité  à  la  solution  en  tenant  compte  dos  ra.inos 
négatives,  puisque  la  somme  de  deux  termes 

A.  sin  yx.e-"-''''  +  A^siu  (-  yx).c-^''''' 

i'({uivaut  à 

(A,  —  As)  sin  ^jc.e-"''"''  =  A  sin  yx.e""'"'', 

le  paramètre  a  ne  devant  plus  recevoir  maintenant  ({ue  des 
valeurs  positives. 

565.  Au  moyen  de  Féquation  (30)  on  prouve,  comnu' 
nous  l'avons  annoncé,  que  l'équation  (27)  n'admet  point 
de  racines  imaginaires.  Soit  en  effet  a  =  a  -j-  y  t^ —  i  uno 
racine  imaginaire  de  l'équation  (27)  :  celle-ci  am-a  une 
autre  racine  imaginaire  conjuguée  x=ij. —  vlX — i  ;  et 
l'équation  (30)  deviendra ,  après  les  transformations  ordi- 
naires, 

\  r  [sinVa:(e^^  +  e-'')^  +  cos'  xfe"'  -  e-^'Y^c  =  0. 

*J  0 

équation  impossible,  jiuisque  tous  les  éléments  de  1  inté- 
grale qui  en  constitue  le  premier  membre  sont  essentiel- 
lement positifs. 

On  trouve  en  eirectuant  l'intégration  : 


/: 


.                  sin(.  — .')/      sinu  +  a')/. 
sm  yx  sm  z'xdx  =  — ; —— : — r- 

0  2(a— /)  2(a4-a') 

a' sin  ?/ COS  :'// — tSIUt^'I  cosyl 

: .        (J2) 


Comme  a, a'  désignent  des  racines  de  l'équation  (27),  le  nu- 
mérateur de  cette  dernière  fraction  est  nul  ;  et  l'on  vérifie 
ainsi  ré(]uatiôn  (30),  déjà  démontrée  par  un  raisonnement 
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indépendant  de  la  forme  particulière  de  la  fonction  soumise 
au  signey) 

Pour  a'r=:a,  le  dernier  membre  de  l'équation  (32)  se 
présente  sous  la  forme  J,  et  sa  vraie  valeur,  trouvée  par  la 
méthode  ordinaire,  est 

ol —  Sin  :lC0S7.l 

comme  on  l'a  obtenue  en  calculant  directement  l'intégrale 
y  sin  'axdx. 

566.  Faisons  dans  l'équation  (31),  f=0  :  la  fonction  a 
devra  se  réduire  à  fx  entre  les  limites  x  =  0,  m  =  /,  et 
l'on  aura,  en  remplaçant  pour  plus  de  netteté  sous  le  signe 
d'intégration  la  variable  x  par  une  variable  auxiliaire  ^, 


/: 


/"Ç.sinafrf; 


fx=1Z.—^ : ; -.sinorX. 

al  —  Sin  17  COS  cU 

Ce  sera  une  nouvelle  formule  de  développement  de  la  fonc- 
tion fx,  analogue  à  celles  du  chapitre  Xil  du  cinquième 
livre,  et  aussi  rigoureusement  démontrée,  quoique  d'une 
manière  indirecte.  Les  formules  de  cette  espèce  peuvent 
être  indéfiniment  multipHées  comme  les  équations  linéaires 
aux  différences  partielles  auxquelles  elles  correspondent  ; 
mais  elles  ne  peuvent  être  employées  avec  sécurité  (ju'après 
qu'on  a  établi  rigoureusement  la  convergence  des  séries 
qu'elles  engendrent. 

567.  S'il  y  avait  trois  variables  indépendantes  x,y,t  dans 
r('(|uation  aux  différences  partielles ,  linéaires  et  à  coeffi- 
cients constants,  on  pourrait  jirendi'e  pour  intégrale  parti- 
culière 

et  l'on  aurait  entre  a,p,7  une  équation  de  condition 

f(7,/3,7)^0,      ou      v:=y(a,/5), 
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qui  laisserait  deux  de  ces  paramt^trcs  indétermiués.  En 
conséfiuoncc  on  pourrait  prendre  pour  inlé^a^ale  générale 

le  double  signe  2i  indiquant  qu'il  faut  combiner  successi- 
vement toutes  les  valeurs  possibles  de  a  avec  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  /3.  La  valeur  précédente  de  u  subirait 
des  transformations  analogues  à  celles  cpii  ont  été  exposées 
dans  le  courant  de  ce  chapitre,  à  propos  du  développement 
des  fonctions  de  deux  variables.  Mais  en  général  de  tels 
développements  ,  quand  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes surpasse  deux ,  sont  inapplicables  à  cause  de  leur 
prolixité.  U  faut  substituer  alors  à  Temploi  des  séries  infi- 
nies celui  des  intégrales  définies ,  et  cette  substitution  sera 
l'objet  du  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  V. 

DK   l'intégration    DES     ÉgUATIONS    LINÉAIRES   AUX   DIFFERENCES 
PARTIELLES,    PAR    LE    MOYEN    DES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 


568.  Nous  avons  trouvé  [551]  poui-  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

du       (Pu 


dt~dx^'  ^^^ 


la  série 


u=:yx-^-  .rf"x  +  — .  ff^x  4-  — -^./'x  +  etc.  :  (2) 

cette  série  à  son  tour  est  susceptible  d'être  sommée  ou 
exprimée  sous  forme  finie,  pai^  une  intégTale  définie. 
En  effet,  d'après  les  formules  connues  [40!^^] 

r    c-^'rfv=V/^,     {a)     r    e-'^'J'^'d'o^O,         (b) 
r     —'2,;        1.3.5.  ..(2^-1)  .,- 

l'équation  (2)  prend  la  forme 


(2.vty  .,, 


+  Ot( 


.le-*"V., 


^TT']       v(-^ •  + 2'VZ>-"V..  (3) 

V/;r  J   _oc 

On  aurait  aussi 

V  -  J  -  ' 


INTKGRATKtN    l'AK    I-F:s    INTÉGHALKS     Dtl-IMES.  U)0 

cl.  i>ar  conséciucnt, 

En  mettant  l'expression  sous  cette  forme,  on  voit  mieux 
qu'elle  s'applique  aux  valeurs  négatives  de  t  comme  aux 
valeurs  positives  :  les  termes  affectés  d"imat;inarité,  pour  t 
négatif,  se  détruisant  mutuellement  sous  le  signet;  et  en 
effet  rien  n'empêche  de  donner  à  t  des  valeurs  négatives 
dans  la  série  (2),  d'où  l'expression  (3)  est  dérivée. 

Celle-ci  se  tire  encore  très  simplement  de  la  formule 
[557] 

car  réquation  {a)  donne ,  quand  on  y  remplace  r.)  par 
d'Où  ^  -^ 

V/r  J.-Go 

et  par  suite 

V  -  J  — » 

formule  qui  coïncide  avec  (3)  lorsqu'on  remplace,  comme 
cela  est  permis, 

Pour  remploi  de  cette  formule,  la  fonction  o,  (pioique  arbi- 
traire ;,  doit  cependant  être  supposée  telle  que  le  produit 
9(x  +  IfùV  t)  c~"'  s'évanouisse  pour  o^rfc  x  .  quels  que 
soient  l  et  x,  afin  que  l'intégrale  conserve  toujours  une 
valeur  finie.  Au  moyen  de  cette  restriction  on  peut  recon- 
naître, par  un  calcul  direcl ,  (jue  l'équation  (3)  satisfait  à 
la  proposée. 
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5G' 

[552] 


5G9.    L'équation   -^^=:  u  a  pour  intégrale  complèle 


+  ?,-^  +  ;j--?.^  +  — .'P3^  +  y-^2.?,x  +  elc. 

+  V+'f.-M+^^.V+7;|^.^^+etc. 

Désignons  par  ox,  ^t  les  dérivées  des  fonctions  cpjic,  ^,t  :  on 
aura 


1 


^'•^  —  Tirz — z — r\  I  i^  —  ^^)'"'?wrf6., 


1.2. 3... (2-1) 


/> 


^•'=r 


En  effet,  l'intégration  par  parties,  répétée  i  fois,  donne 

+  (i— 1)(2  — 2)(jc  — ou)'-V^+...-|-(i_1)(ï_2)...3.2.1?,..; 

à  la  limite  w  =  0,  toutes  les  fonctions  9,.  w  s'évanouissent 
en  vertu  de  la  définition  ;  à  la  limite  cûz=x,  tous  les  termes 
du  second  membre  qui  ont  x  —  w  pour  facteur  s'évanouis- 
sent aussi,  et  l'on  trouve  pour  (p,x  la  valeur  écrite  plus  haut. 
Le  même  calcul  s'applirpic  à  la  fonction  ^|/.7. 

il  viendra,  en  conséquence  de  cette  transformation. 

En  désignant  toujours  par  /  un  nombre  entier  positif,  on 
a  [404] 
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OU 

)2i+1 


=: I     sin  ^dy.. 

I.2.3...;)-'      1.2.3...2iJ  0 

On  peut  donc  mettre  la  première  partie  de  la  valeur  de  u 
sous  la  l'orme 

2  .    ri/       V.xt  .   ,     ,    2*..tV'    .        ,     .    \  , 

icj    0 

Pour  les  deiLv:  autres  parties  de  la  valeur  de  u.  dont  la 
composition  est  analogue ,  il  sera  plus  simple  de  changer 
les  exponentielles  en  cosinus  ,  et  l'on  aura  définitivement  : 

-J    0 

+  -  I        \     cos(2\/  /(-,.  —  x)s\\\^x)d<  Wd'.s 

H — /       /     cos(2\/x(&)  —  f)sin'3t)rfa  1  -^dr,. 

Nous  tombons  ici  sur  des  intégrales  définies  doubles,  tan- 
dis que  nous  avions  obtenu  l'intégrale  de  l'équation  (l), 
evj3rimée  par  une  intégrale  définie  simple. 

570.  Afin  de  donner  un  exemple  de  l'intégration  des 
équations  linéaires  à  coefficients  variables,  prenons  Técpia- 
tion 

du       d'^n       ku  .-v 

(il       iLr       X* 
qui  admet  pour  intégrale  particulière  ït=ri/c*',  pourvu  qui' 
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ij  <lL'ï;ii;nc  uni'  Ibniliou  de  la  seule  variable  ic,  assujettie  à 
vérilier  l'équation  dillérontielk' 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  renfermera  deux 
constantes  arbitraires  A,B  ;  et  l'on  peut  prendre  pour  inté- 
.yrale  complète  de  l'équation  (5),  u^=^.  î/c"',  la  somme 
s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  constantes 
A,B,a. 

Pour  la  commodité  du  calcul,  remplaçons  a  par  a'  et  /^par 
m  [m  —  1)  :  l'intéirrale  complète  de  l'équation  (6)  sera, 
d'après  la  formule  (17)  du  n"  471, 

J    0  J    0 

Substituons  cette  valeiu?  de  ij  dans  l'équation  u  =  ^.yC"''. 
et  remplaçons-y  ensuite  c*''  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
(4),  en  accentuant  les  w  qui  entrent  dans  cette  dernière 
équation ,  pour  éviter  de  les  confondre  avec  ceux  (jui 
entrent  dans  l'expression  de  y  :  il  viendra 

V  ~  J    —xj    0 

V  -  J     —00  J     0 

cl  si  l'on  pose 

1  I 

un  aura  jiliis  simplement 

n=x"'  r      r.,(./  cosr.  +  2.,V/>-"'"  sin-"-V.r/-.///.. 
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D'ailleurs  Poisson  a  démontr<5  (')  que,  nouoljslant  la  pré- 
sence (les  deux  siimcs  de  fonction  ^,  ^,  rinlé.Lrrale  ne 
dépend  que  delà  fonction  arbitraire  de  a:,  qui  représente 
la  Videur  de  u  pour  /  =  0. 

571.  Les  artifices  do  calcul  à  l'aide  desquels  on  vient 
d'exprimer,  par  des  intégi'ales  défniies,  les  intégrales  com- 
plètes de  diverses  équations  aiLX  différences  partielles .  ne 
procèdent  point  d'une  méthode  uniforme  :  on  peut  recourir, 
comme  Fourier  l'a  fait  le  premier,  à  d'autres  considéra- 
lions  qui  se  rattachent  plus  étroitement  à  la  propriété  fon- 
damentale des  équations  linéaires. 

Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

du     d^u 
Jt^d?' 

à  laqueUe  on  satisfait  par  la  valeur  particulière 

u  ■=.  Ac~°-*'  cos  y{x  —  ç), 

A,  a,  ^  désignant  des  paramètres  indéterminés.  Au  lieu 
d'attribuer  à  ces  paramètres  des  valeiu's  séparées  par  des 
intervalles  finis ,  rien  n'empêche  de  supposer  qu'ils  passent 
sans  discontinuité  par  une  infmité  de  valeurs  ;  et  même 
on  peut  établir  entre  les  paramètres  A,|  une  dépendance 
arbitraire 

qui,  loin  de  restreindre  la  généralité  de  la  solution,  lui  don- 
nera au  contraire  la  généralité  requise  par  l'introduction 
d'un  signe  de  fonction  arbitraire  dont  on  poiura  disposer 
selon  les  exigences  du  problème.  On  doit  remarcpier  l'ana- 
logie de  cet  artifice  avec  celui  dont  Lagrange  et  Monge  se 
sont  servis  pour  tirer  d'une  intéiii-ale   particulière,   mais 


(')  Journal  de  l'Ecole  polytechniquCy  19'  caliicr,  pag.  ?t1 
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pourvue  de  constantes  ailjili'aires  en  noniljre  suffisant,  le 
système  d'équations  propre  à  représenter  l'intégrale  géné- 
rale, en  vertu  des  fonctions  arbitraires  qu'il  renferme  [o2o 
el  535]. 

Ainsi  l'on  satisfera  à  la  proposée,  à  cause  de  sa  forme 
linéaire,  en  prenant 

it  =fje~  ""''  cos  7.{x  —  ^) .  niDdidy, 

quelles  cpie  soient  la  fonction  t.  et  les  limites  des  intégra- 
tions. Admettons  de  plus  que  la  fonction  u  doive  se  réduire 
à  ça;  pour  /  =  0  :  d'après  la  formule  de  Fourier  [435],  il 
suffira  de  prendre 

en  assignant  aux  intégrales,  pour  limites  supérieures  -j-  ^  > 
pour  limites  inférieures  —  go  ;  et  Ton  aura  en  conséquence 


u  =  --  i         f      e-  **'  cos  y.  {X  —  I)  f?dc,dy^. 


(7) 


Nous  avons  déjà  obtenu  la  valeur  de  u,  exprimée  par  une 
intégrale  définie  simple  :  pour  retrouver  cette  valeur,  il 
n'y  a  qu'à  effectuer,  dans  la  formule  précédente,  l'intégra- 
tion indiquée  par  rapport  à  a.  On  a  en  effet,  d'après  la  for- 
mule (A)  du  n''410, 

I  €     *    cos 7 (x  —  l)dy.:= e         *<    , 

J    -ce  ^  ^'  \/  t 

d'oïl 

et  il  ne  s'agit  plus  qur  de  changer  sous  le  signe  la  variable 
auxiliaire  en  posant 

,,      =•■%    ou     ^  =  x  +  %Vt, 
pour  rclombfr  sur  la  forniule  (3). 
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Si  l'on  avait,  au  lien  de  la  (iroposc'O,  l'équation 
du,        ,  d*u 

il  faudrait  évidemment  clianirer  dans  les  formules  (7)  et  (3), 
t en  at,  ce  qui  donnerait 

1    r^^  -, 

V  ~J  — «> 

572,  Les  équations  précédentes  expriment  les  lois  de  la 
transmission  de  la  chaleur  dans  une  barre  cylindrique ,  à 
section  di-oite  infiniment  petite,  indéfiniment  étendue  dans 
le  sens  de  sa  longueur  ;  lorsque  la  déperdition  de  la  chaleur 
par  rayonnement  et  par  contact,  à  la  surface  latérale  de 
laharre,  est  supposée  nulle  ou  insensible.  La  barre  étant 
considérée  comme  indéfiniment  allongée ,  il  n'y  a  plus  de 
conditions  relatives  aux  valeurs  extrêmes  de  a:  :  ce  qui  dis- 
lingue en  général  les  problèmes  pour  lescpiels  on  emploie 
les  intégrales  définies  prises  entre  les  limites  infinies,  de 
ceux  pour  la  résolution  desquels  on  développe  l'intégrale 
en  séries  dont  les  termes  sont  donnés  par  la  suite  des  ra- 
cines d'une  équation  transcendante. 

Soit  maintenant  l'équation  à  quatre  variables  indépen- 
dantes 

du  /d'u       d'il      d'ics 

dF  ~  "'  \d7'  "^  ^^  "^  ^V  ' 

qui  se  rapporte  à  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  so- 
lide homogène ,  illimité  en  toiks  sens,  la  fonction  m  devant 
se  réduire  à  9  (a:,  î/,  2)  pour  /  =  0  :  si  nous  posons ,  dans  In 
vue  de  simplifier  l'écriture , 
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la  formule  de  Fourier,  étendue  aux  fonctions  de  trois  va- 
4'iables,  donnera 

1 


"  =  — 3  y  //y //^"'  •  COSad— $) .  COS îî(î/— T)) .  COS  y(;r— ;) .  Jldr,dUoui^dy . 

Par  une  analyse  telle  que  celle  qui  vieul  dètre  employée, 
l'intégrale  sextuple  se  réduit  à  une  intéi^rale  triple,  et 
l'on  a 


7Tî    _ 00 

Les  barres  placées  au-dessus  et  au-dessous  des  signes  d'in- 
tégration;, indiquent  que  toutes  les  intégrales  sont  prises 
entre  les  mûmes  limites. 
573.  Passons  .-i  l'équation 

d-u  d-u 

à  lacpielle  on  satisfait  par  les  valeurs  particulières 
A  COS  Bucit  COS  oi{x  —  t),     B  sin  état  cos  «(.t  —  £)  ; 

et  admettons  que^,  pour  /  =  0,  les  fonctions  ii,  —  doivent  se 
réduire  respectivement  à 

(If  dx 

On  satisfera  à  Féqualion  (8)  et  à   la  condition  (0),  en  pre- 
nant 

«  =  —-  I  I         COS  (xat  COS  y[x  —  :)fid;dx  ; 

Z.T^/     —00^'      —oc 

du 
mais  celle  valeur  de  M  d( tune -TT  =  0.  [Mnir  /  =  0.  etconsé- 

(|ii(iiiiiirnl  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (10).  Au  ((tnlraire 
1,1  \;ilt'iii' 
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'"*     sin  yat 


'■=-r  f 


C0S7(x  —  l)Ud.d%, 


d'où  l'on  lire 

—  =  —  /  /  CQS  (xat  COS  -A X — :)[:diay, 

dt       2-J  _ooJ  --« 

satisfait  à  l'équation  (8)  et  à,  la  condition  (10),  mais  non  pas 
à  la  condition  (9),  puisqu'elle  donne  «  =  0  pour  f  =  0. 
Donc  l'on  satisfera  ;i  la  fois  à  la  proposée  et  aux  conditions 
(9),  (10),  en  prenant 

1     /•»      r^ 

U  =  —     I  I  COS  vot  COS  y{x  —  ^)f:_d;dx 

M-  J      —<X>J     —30 

1     /•«      /•«    sin^af         ,  ^,    ,   , 

+  • —  COS  y{x  —  i)irdldy.. 

On  sait  que  l'écpaation  (8),  qui  est  celle  des  cordes  vi- 
brantes et  des  ondes  sonores  dans  un  tuyau  cylindrique,  a 
une  intégrale  sous  forme  finie,  dont  l'intégrale  précédente 
doit  être  une  transformation.  En  effet,  la  première  partie 
de  la  valeur  u  peut  être  mise  sous  la  forme 

\     /»»      /»» 

—  I  I         [cos  y{x  -\-  at  —  c)  -}-  cos  v^x  —  at  —  c)]f^dldx, 

fy- J  —xj  -00 

et  par  le  théorème  de  Fourier  elle  se  réduit  à 

M'i-  +  «0  +  A'i--«O]. 
La  seconde  partie  de  la  valeur  de  u  devient,  par  une 
transformation  semblable. 


—  r     r    rsin^(J  +  Q^-4)_sin.(x-fl/-.:)1  ^^^^ 
Kr.aJ  —xj  — «)  L  a  "^  J      ' 


(H) 


L'intégrale 


/:.[ 


sin  7(x  +  nr — ç)      sm-'ix—nt  — 


se  réduit  [413]  ù  r  ou  à  — r,  suivant  qu'on  a 

T.   II.  2; 
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et  par  suite  t  >  0,  uu  au  conlraire 

ç'^ X  -\-  at,     t<^x  —  at, 

ce  qui  su}ij>ose  f  <  0.  Elle  s'évanouit  pour  les  valeurs  de  ^  qui 
tombent  hors  des  limites  ^=a;  —  at,  ^  =  x+at,  et  qui 
donnent  le  môme  signe  aux  facteurs^  -|-  "'  —  ^5  «^  —  "'  —  ?• 
Donc  l'intégrale  (1 1  )  a  pour  valeur 


—  îcdz 

"iaj  x-at 


■.-[F{x-^at)-F{x  —  at)]. 


En  réunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  de  ?/,  on  re- 
tombe sur  l'intégrale  (12)  dun"  556. 

On  trouve  sans  difficulté,  pour  l'équation 

d'ht  /d^u       d'^u       d-u\ 

d?  ^  ^"^  kTû-  '^d]f~^  ThO 

qui  renferme  les  lois  de  la  propagation  des  ondes  dans  un 
milieu  dont  l'élasticité  est  la  même  en  tous  sens,  ou  dans 
un  milieu  non  cristallise,  une  intégrale  de  forme  analogue 
à  celle  de  l'équation  (8).  Soient  f(x,y,z),  f  (x,7/,2)  les  fonc- 

du 
tions  auxquelles  doivent  se  réduire  u  et  -7-  pour  1  =  0,  et 

posons 

«V  +  A'  +  7')  =  ^A 


siii  0( 

f{l,r>,t)  COS  fjt  +  [(£,»,,?)  -— -  =  «  : 
0 


l'intégrale  sera 


g„^  ■  /■  /.  /■//,/ 

Mais  cetlo  intégrale  sexliii>l('.  dans  lafjucllo  il  «n-ait  dif- 
ficile de  lire  l'expression  des  i-.i';  .In  j.li<'iii.iuéne.  se  trans- 
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forme .  comme  Poisson  Ta  iail  voir  (') ,  en  une  intégrale 

iloultlc 

]      rn  pin 
"  —  —   I      1      f(*  +  a(cosO,i/  +  at  sin  0  sin  w,;;  -|-  at  sin  6cos  w){  sinOdOdw 

1    (/  r^i  ri- 

+  -—.—  /      1      /(x +atcos  0,1/ +  a(sio  Osin  w,;; +at  sin  ecoswJtsinOt/Orfw. 

477    rf^J     0./    0 

En  général,  la  difficulté  consiste  à  abaisser,  autant  que  la 
nature  du  problème  le  comporte ,  l'ordre  de  l'intégrale 
multiple  à  laquelle  conduit  immédiatement  l'application 
du  théorème  de  Fourier  ;  et  cette  réduction  ne  paraît  point 
encore  soumise  à  des  règles  crénérales. 

574.  Considérons  en  dernier  lieu  l'équation 

qui  se  rapporte  à  la  propagation  des  vibrations  transver- 
sales d'une  verge  élastique,  dont  nous  supposerons  la  lon- 
gueur indéfinie  de  part  et  d'autre  du  centre  de  l'ébranle- 
ment primitif.    On   admet  toujours  que  l'on  doit  avoir 

(lu,      „ 
u  ^=zjxQ\  j=\x  pour  /  =  0. 

La  proposée  est  satisfaite  par  la  valeur  particulière 

//  =:  A  cos  o?at  COS  a(x  —  ç)  : 

donc,  un  calcul  entièrement  semblable  à  ceux  qui  \\\x- 
cèdent  donnera  pour  l'intégi'ale  complète  : 

1  tZC  100 

La  première  partie  de  la  valeur  de  u  se  ramène  à  une  infé- 


^')  Nouveaux  tneinnirfs  (le  rArailénue  (les  sciences,  toiii.   III. 
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grale  définie  simple  ;  car,  d'après  la  première  équation  (i) 

du  n°  4 1 1 ,  on  a 

COS  y*at  COS  a(jC  —  ç)rfï 

et  si  l'on  pose  en  conséquence 

ç  =  x  +  2..Vfl^  (12) 

la  première  partie  de  la  valeur  de  n  prendra  la  forme 

1     r^  - 

— ^  I        (sin  o:.'  +  COS  u*)f(x  +  -i'.)  y/at)dv. 

Donc,  si  la  fonction  ïx  est  nulle,  ou  si  les  molécules  de 
la  verge  élastique  ont  été  écartées  à  l'origine  de  leurs  posi- 
tions d'équilibre,  sans  recevoir  de  vitesses  initiales  dans  les 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  la  verge,  on  aura  sim- 
jjlement 

u  = 1        (sin  '..*  H-  COS  '.^)f{x  +  1:>  Vat)dr.>, 

formule  remarquable  par  son  analogie  avec  l'équation  (3). 
Pour  les  plaques  vibrantes,  de  nK^-me  élasticité  en  tous 
jens,  l'équation  des  vibraliuiis  normales  est 

dru  /d\i  dUi         d*u\ 

dt'  ^      \d.c'  dxhbf  ^  liifj 

Admettons  qu'à  l'origine  du  temps  la  fonction  %i  se  réduise 
h  f[x,y)  et  que  la  fonction  -j.  soit  uulli^  ;  (ni  exprimera  la 
Viileur  de  u  jiar  l'intégrale  quadruple 

.  —  ar 

M  =r   — ;    ////'U!^  (^'    *    P*)«'  fOS  9(1  —  Ç\  COS  pi»/  —  r,)f(l,n)(ildr,d'xdS. 

————  •■  » 

L'intégrale  double 
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00 

/7cos  (a*  +  [■i*)at  cos  <x{x  —  ç)  cos  f:(y  —  ri)dy.d} 

.00 

=   //[cosa'at  cos  p*a«  -  sin  a'at  sin  p«ai]  cosaCz—  $)  cos  (3(1/  —  r.)dadp  (13 

— 00 

peut  être  obtenue;  car,  si  l'on  efleclue  d'abord  l'intégra- 
tion relative  à  a,  en  employant  les  formules  (j)  du  n"  41 1 , 
on  trouve 

/•KO 

I         [cos  x^at  cos  p^at  —  sin  x-at  sin  5*at]  cos  y{x  —  ^)dx 

«/     — 00 

=  1/    — .  cosp^û^sinT-  -\-'"^j  —  sin  i^atsmi- — w' j  L 

w  ayant  la  valem*  donnée  par  l'équation  (12).  Ainsi  l'inté- 
grale (13)  devient 

1/   — .  sin  [y  H-  '.>■  I  1         cos  p^at  cos  ^{y  —  >;)c?3 
—  1/  — .  sin  I — f-  t.j' I   /        sin  p*a/  cos  p{]i  —  r)d^. 

Mais ,  dans  cette  dernière  expression ,  les  intégrations 
relatives  à  /3  s'effectuent  de  la  même  manière ,  et  si  l'on 
pose 

il  vient  pour  la  valeur  de  l'intégrale  (13) 

'âh  G + "0  '""  (i + '-")  -  *"'  (i  -  "')  ^'"  G  -  "")] 

=  -sin('..»  +  o/M. 
at 

Donc  la  valeur  de  m  prend  cette  forme  aussi  simple  qu'élé- 
gante, 

"=:)         /        sin('.>'4-'.>")./'(a:H-2'^\/a/,    y+i'^'v'at)dcod<^'. 
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DE    LA    CONSTULCTION    DES    ÉQUATIONS    AI  X    DIFFÉRENCES 
PARTIELLES. 


575.  Considérons  d'abord  rcqualion  aux  diflérences  par- 
tielles du  premier  ordre  et  à  trois  variables 

Hx,y,^,P,q)  =  0,     ou     q=f{x,y,z,p),  {a) 

et  soit  <s^x  la  valeur  de  z  en  fonction  de  x  quand  la  variable 
y  est  nulle  ;  on  aura,  pour  y  =  0, 

q  =  f{x,Q,jx,f'x)     ou     —  =:  'VX. 

Par  conséquent,  si  la  fonction  <I>j;  reste  finie  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,  et  si  ^y  désigne  une  quantité  tri'S  jietite  du 
premier  ordre,  on  aura,  aux  quantités  prt's  du  second  ordre, 
^z=z^Vx.à.y  ;  de  sorte  que,  à  ce  degi'é  d'approximation, 

est  l'expression,  en  fonction  de  x,  de  la  valeur  de  z  (pii  ré- 
pond iiy=zAy.  On  déterminerait  de  mémo  l'expression 
z  =  z.rX  qui  répond  à  y=z21y,  et  ainsi  indéfiniment. 

Concevons  que   x.y,z  désignent  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  d'une  surface  : 

z  =  fX  (b) 

sera  l'équation  de  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  avec 
le  [ilan  xz.  Le  plan  tangent  à  la  surface  suivant  celte  ligne 
Tiir.i  pour  trnce  n\  .rz  la  l.iiigciilc  .-i  la  courbe  {h).  Kn  vrrlu 
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de  celte  condition  et  de  l'équation  (a),  la  direction  du  ])laii 
tangent  se  trouve  complètement  déterminée  pour  chaque 
valeur  de  x  ;  en  sorte  qu'on  peut  tracer  dans  l'espace  la 
surface  cylindrique  qui  enveloppe,  suivant  la  courbe  arbi- 
traire {h),  la  surface  cp'il  s'agit  de  construire  au  moyen  de 
l'équation  («).  Si  l'on  coupe  la  surface  enveloppe  par  un 
plan  parallèle  à  celui  des  xz,  et  dont  la  distance  à  ce  plan 
est  une  quantité  très  petite  du  premier  ordre ,  l'ordonnée 
de  la  section  de  l'enveloppe  ne  diffère  que  par  une  quantité 
très  petite  du  second  ordre,  de  l'ordonnée  de  la  trace  de 
l'enveloppée  sur  le  môme  plan  :  la  section  de  l'enveloppe 
peut  donc  être  prise  pour  la  ligne  de  contact  de  la  surface 
avec  une  seconde  enveloppe  que  l'on  construira  comme  la 
première,  et  ainsi  de  suite. 

Au  lieu  d'assigner  arbitrairement  l'équation  de  la  courbe 
d'intersection  de  la  surface  et  du  plan  xz,  on  aurait  pu 
donner  celle  de  la  section  de  la  surface  par  tout  autre  plan 
parallèle. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  peut  assigner  une  expression 
de  z  en  x,y,  qui  satisfasse  à  l'équation  («),  cette  expression, 
pour  avoir  le  même  degré  de  généralité  que  l'équation  aux 
différences  partielles  à  lac[uelle  elle  satisfait,  doit  contenir 
une  fonction  arbitraire  dont  on  puisse  disposer  pour  faire 
passer  la  surface  par  une  courbe  donnée. 

576.  On  arrive  au  même  résultat  quand  on  substitue  à 

la  construction  d'une  surface  dans  l'espace,  la  construction 

sur  un  plan  horizontal  de  la  série  de  ses  lignes  de  niveau 

[126].  Supposons  qu'en  outre  de  l'équation  [a),  on  dopne 

la  trace  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  des  xy,  ou  l'é- 

(juation  de  cette  trace 

y  —  fx:  (B) 

on  aura,  pour  tous  les  points  de  la  surface  qui  appariicn- 
uent  à  la  courbe  (B),p-{-q(f'x  =  0.  Cette  é(piation.  jointe 
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à  la  proposée  (a),  donne  en  fonction  de  x,tj  les  valeurs  de 
p,q  et  celle  de  //  -j-  <y'  pour  chaque  point  de  la  surface  ap- 
partenant à  la  ligne  de  niveau  (£).  Menant  des  normales  à 
chaque  point  de  cette  courbe,  et  prenant  sur  chaque  nor- 
male une  longueur  égale  à  la  quantité  très  petite  du  pre- 

mier  ordre  ,  ,  ,- ,  on  tracera  sur  le  plan  jcy  (aux  quan- 
tités près  du  second  ordre)  la  projection  d'une  seconde  ligne 
de  niveau,  pour  laquelle  l'ordonnée  z  aura  la  valeur  Az. 
En  suivant  le  mémo  procédé,  on  se  servira  de  cette  courbe 
pour  tracer  la  projection  d'une  troisième  ligne  de  niveau, 
dont  l'ordonnée  z  aura  la  valeur  2A2,  et  ainsi  de  suite. 

577.  Ces  considérations  s'étendent  aux  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre ,  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Soit  l'équation 

/  du  du  du\  du  du  dus 

avec  laquelle  il  faut  construire  la  fonction  n  des  trois  va- 
riables indépendantes  œ,y,z.  A  cet  cilet,  il  est  nécessaire 
qu'on  assigne  la  fonction  u  =  ç{x,îj)  pour  une  valeur  par- 
ticuhère  de  z ,  telle  que  2  =  0.  On  aura  ensidte ,  pour 
z  =  Az,  quantité  très  petite  du  premier  ordre, 

du  r  d'j  d^l 

d'où,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  Aj/  =  fI>(.r,j/).A2, 

u  —  ',(x,.y)  +  ■J«(.r,?/) .  Sz  =  y.G'^.'.y)- 

On  délenuinerait  de  même  la  valeur  «  =  ^^(.r,//),  (|ui  cor- 
respond ?!  i=:2A2,et  ainsi  indélinimenl. 

Dour.  si  l'on  [Kiut  assigner  une  expressidu  de  u  en  XyijjZy 
([ui  satisfasse  à  récjuation  (c),  cette;  expression,  pour  avoir 
le  inriiic  dc-n'  (II'  p'-néraHli'  «juc  rr(|u;ilifiu  ;uix  dilféreiu'cs 
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partielles  à  la([uelle  elle  satisfait,  doit  foiittiiir  une  fonction 
arbitraire  de  deux  quantités  variables  ,  dont  on  puisse  dis- 
poser pour  que  la  fonction  ii  se  réduise  à  une  fonction  don- 
née de  deux  des  variables  x,y,z,  lorsqu'on  assigne  à  la 
troisième  variable  une  certaine  valeur  particulière. 

La  même  chose  se  voit  par  la  considération  des  surfaces 
de  niveau  [129].  Concevons,  en  elFet,  qu'on  ait  tracé  dans 
l'espace  une  première  surface  de  niveau 

-  =  y  (^,y).  (v) 

pour  laquelle  la  fonction  u  ait  une  certaine  valeur  particu- 
lière, telle  que  zéro  :  on  aura,  pour  les  points  {o[:,y,z)  qui 
appartiennent  à  cette  surface, 

i   (lu      du       i   du  . 
p  ax      dz      q  dy 

p,q  désignant  les  valeurs  de  --,  -^,  qui  se  tirent  de  l'équa- 
tion (r").  Les  équations  (c)  et  (7')détermineront  donc,  pour 
les  points  en  question,  les  valeurs  des  trois  dérivées  par- 

..  ,,     du  du  du  .         „     _        -.    , 

ticiies  ^,  -^  -t:,  et,  par  suite,  celle  du  radical 

Si  maintenant  on  élève  en  chaque  point  de  la  surface  (?) 
une  normale  à  celte  surface,  et  qu'on  prenne  sur  chaque 
normale  une  longueur  égale  à  la  quantité  très  petite  du 

premier  ordre  p-,  on  tracera  dans  l'espace  (aux  quantités 

près  du  second  ordre)  une  seconde  surface  de  niveau,  pour 
laquelle  la  fonction  u  aura  la  valeur  Au  [129,  131  ei  238]. 
Par  la  continuation  du  même  procédé,  on  construira  la 
fonction  u,  en  construisant  la  série  de  ses  surfaces  de 
niveau. 
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578.  Une  équation  aux  ditlérences  partielles  du  second 
ordre,  entre  la  fonction  %  et  les  variaLles  indépendantes 
.r,?/,  est,  dans  le  cas  le  plus  général,  de  la  ibrme 

Admettons  d'abord  qu'elle  se  réduise  à 

F(a:;î/,s,M^r)=:0:  [d] 

si  on  la  met  sous  la  forme 

on  s'en  servira  pour  construire  comme  précédemment 
[575]  la  fonction  z,  après  avoir  assigné  arbitrairement  la 
valeur  z  =  (^x,  pour  y  =  0. 

Mais  si  l'on  résout  la  même  équation  ((/)  par  rapport  à 
r_,  et  qu'elle  devienne 

on  construira  de  proche  en  proche  les  valeurs  de  z  pour 

x  =  Ax,  X  =r-  2Aa',  X  =  3Ax,  etc.,  en  se  donnant  arbitrai- 

trairement  les  fonctions  de  y  qui  expriment  les  valeurs  de 

dz 
2  et  dep  =  T-pour  a;  =  0.  Car,  soient  ^y  et  r.y  ces  deux 

fonctions  arbitraires,  on  aura,  pour  x  =  0, 

(te 
d'où,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 

àp  =  <!>?/ .  /^x,      p  -\-  àp  :=  Tvy  -h  «!'// .  A.r  =  ^:^y. 

D'ailleurs,  les  fonctions  z  et  q,  qui  ont  pour  valeurs  ^y  jet 
^'y,  (juand  x  est  nul,  deviennent,  pour  x=::AXj  toujours 
au  môme  degré  d'approximation, 

z-^-  ^zt=  yij  -)-  p^.r  =  ^//  4-  vy .  ^x  =  T//,y , 


CONSTRICTION    DES    ÉQUAT.    AI  X    Ull  »• .    l'AUTlKU.KS.  'i  11 

Maintenant.  |Miui'.r=:2A.r,  la  valouidc  :  est 

et,  vu  cunfiuuanl  de  lU'Oclic  en  proche  le  nirnic  calcul,  ou 
délci'iuiuL'rait  la  série  tics  valeurs  de  z. 

On  voit  donc  que  réiinalinn  en  x,y,zi[m  satisfait  avec 
toute  la  généralité  possible  à  l'équation  [d],  peut  contenir 
une  ou  deux  fonctions  arbitraires,  selon  ({ue  ces  fonctions 
arbitraires  doivent  être  déterminées  par  des  conditions  re- 
latives aux  valeurs  initiales  de  x,  ou  par  des  conditions  rela- 
tives aux  valeurs  initiales  de  y.  Ce  fait  d'analyse,  qui  a  pres- 
que semblé  paradoxal,  la  première  fois  qu'on  en  a  fait  la  re- 
marque sur  ré(pialion  r  =  q  [551]  ,  s'explique  donc  très 
simplement  par  la  nature  des  éfp.iations  aux  dillerences 
partielles. 

579.  Admettons  présentement  que  la  dérivée  s  entre 
dans  l'équation  proposée  cjui  aura  la  forme 

S'il  s'agit  de  construire  la  fonction,  au  moyen  de  sa  va- 
leur initiale  z  =  çx,  pourj/:=0,  la  substitution  de  cette 
valeur  initiale  donnera 

FÇx,0,<fX,f'x,q,fx,j-)  =  0,  («) 

équation  (.litl'éreiitielle  du  premier  ordre,  d'où  Ton  peut 
tirer,  par  Tintégralion,  la  videur  initiale  de  q  eu  fonction 
de  X.  L'expression  de  cette  valeur  initiale  dépend  de  la 
fonction  arbitraire  <^x,  et  contient,  en  outre,  une  constante 
arbitraire  introduite  par  l'intégration  ;  ce.  (\m  revient  à 
ibre  que,  pour  la  couslruclion  de  la  fonction  2,  il  faut  se 
donner,  outre  la  fonction  çx,  la  valeur  niunérique  de  q  re- 
lative à  7/  =  0  et  il  a:  =  0,  ou  à  toute  autre  valeur  particu- 
lière de  .r.  Soit  q  =  *l*(.r,C)  la  valeur  de  q  vu  fonction  de 
.r  et  de  la  constante  arbitraire  C,  obtenue  par  lintéuration 
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de  r équation  (e)  :  on  aura,  |tourî/  =  Ay,  aux  quantités 

près  du  se('ond  ordre. 

Pour  la  mémo  valeur  de  ij,  on  aura  <y  =  4>,  (x,C,),  C,  dési- 
i^nant  une  nouvelle  constante  arbitraire,  amenée  par  l'inté- 
gration de  l'équation 


¥(x,Sy,'.\x,q,'.J'x,-£^=0; 


et  ainsi  de  suite.  La  série  des  constantes  arbitraires  C , 
C,,  etc.,  peut  être  regardée  comme  une  fonction  arbitraire  de 
y,  qni  doit  être  donnée,  ainsi  que  la  fonction  c.x,  afin  cpi'on 
puisse  construire  la  fonction  z,  assujettie  à  vérifier  l'équa- 
tion (e). 

Si  l'on  donnait,  pour  x  =  0,  les  valeiu?s  initiales  z  =^î/, 
pz=T:y,  on  aurait  en  môme  temps 

''  =  ^-£  =  A()^y,-^y,-y>Vyyy), 

et  l'on  rentrerait  dans  le  cas  traité  au  n"  précédent. 

Enfin,  si  la  dérivée  t  entre  dans  l'équation  proposée 
aussi  bien  que  r,  la  symétrie  se  trouvera  rétablie,  et  le 
mode  de  construction  sera  le  même,  soit  qu'on  résolve 
l'équation  par  rap])ort  à  r  ou  par  rapport  à  t. 

Cette  discussion  s'étendrait  aisément  aux  équations  des 
ordres  supérieurs,  où  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes serait  quelconque. 

580.  11  convient  de  remarquer  que,  si  le  temps  est  l'une 
des  variables  indépendantes,  c'est  par  raj)porl  aux  videurs 
initiales  de  cette  variable  (]ue  doivent  toujours  êlre  censées 
données  les  fonctions  arbitraires  exigées  pour  la  construc- 
lion  (le  l'écpiation  aux  dilférences  partielles.  Par  exemple, 
[luur  la  consiruction  de  ré(|iiali(iii 
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du  d'U 

OÙ  u  désigne  la  tempéraliuT!  au  bout  du  temps  t,  de  la 

tranche  d'une  barre  cylindritjuc  qui  correspond  à  l'abscisse 

X  [oG2j,  il  faut  admettre  qu'on  donne  la  fonction  u=^  ox 

qui  exprime  la  loi  des  températures  de  la  barre ,  (piand  t 

a  une  valeur  déterminée,  telle  que  zéro.  Abstraction  faite 

de  la  signification  des  lettres  ii,x,t,  on  pourrait  sans  doute 

construire  la  même  équation  en  assignant  les  valeurs  '^t  et 

du 
Ttt  de  îi  et  de  3-  pour  une  valeur  déterminée  de  x ,  telle 

que  .r  =  0  :  mais  il  répugne  que  l'on  ait  pour  données  du 
problème  les  fonctions  'l>t  et  zt  ;  et,  au  contraire,  la  série 
des  valeurs  de  u  est  essentiellement  déterminée  en  vertu 
de  l'équation  (1),  jointe  à  la  condition  initiale  11  =  zx. 
Ceci  est  une  conséquence  de  l'attribut  de  la  variable  t  sur 
lequel  nous  avons  maintes  fois  insisté ,  celui  d'être  indé- 
pendante par  essence,  et  non  en  vertu  d'une  convention 
arbitraire. 

Les  procédés  exposés  ci-dessus  seraient  sans  doute  pres- 
que inap|»lirables  dans  la  pratique  :  mais  cet  exposé  a 
pour  but  de  faire  comprendre  ce  que  représente  en  soi  une 
équation  aux  diiférences  partielles ,  qu'elle  comporte  ou 
non  une  intégrale  analytique. 

581.  Tous  ces  procédés  de  construction  arithmétique 
exigent  que  les  dérivées  conservent  des  valeurs  finies.  Soit. 
par  exemple,  l'équation 

My  — .Vo)  — ^•^  =  0,  (2) 

qui  appartient  [2o4]  aux  surfaces  de  révolution  autetur  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  j-jy,  et  cjui  coupe  l'axe  des  y 
en  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  est  désignée  par  y„  : 
on  mettra  celte  équation  sous  la  forme 


41)0  LIMIE    \|[.    CIIAI'ITUF.    VI. 

liU  —  I/o) 

et.  en  supposant  qu'on  donne  la  valeur 

^  =  ?x,  (3) 

pour  7/ =0.  on  pourra  appliquer  le  procédé  de  construc- 
tion du  n°  575,  mais  pourvu  qu'entre  les  limites  de  la  con- 
struction X  ne  s'évanouisse  pas,  ce  cpii  rendrait  infinie  la 
valeur  de  q.  Effectivement  nous  avons  remarqué  [256]  cpie 
la  courbe  méridienne  d'une  surface  de  ï-évolution  autour 
d'un  axe  donné,  n'est  pas,  en  général,  déterminée  dans 
toute  l'étendue  de  son  cours,  parce  qu'on  donne  la  courbe 
d'intersection  de  la  surface  avec  un  plan  tel  que  le  plan  xz  ; 
et  que,  par  conséquent,  la  surface  même  ne  l'est  pas  dans 
toute  son  étendue.  D'après  la  direction  que  nous  attribuons 
ici  à  l'axe  de  révolution,  si  l'on  mène  des  plans  parallèles 
au  plan  xy,  par  les  points  où  la  courbe  (3)  coupe  l'axe  des 
2,  la  portion  de  la  surface  de  révolution  comprise  entre  ces 
plans  est  la  seule  que  détermine  le  système  des  équations 
(2)  et  (3).  A  la  rigueur,  la  construction  du  n"  575  ne  donne 
même  pas  toute  cette  portion  de  surface,  mais  celle  qui  est 
comprise  entre  d'autres  plans  parallèles  au  plan  xtj,  et  aussi 
rapprochés  qu'on  le  veut  de  ceux  qui  ont  été  menés  par  les 
points  où  la  courbe  (3)  coupe  l'axe  des  z.  La  solution  de 
continuité,  correspondant  àa;  =  0,  est  là  pour  empêcher 
que  la  construction  ne  puisse  s'étendre  à  des  portions  de  sur- 
face qu'en  effet  les  données  de  la  construction,  à  savoir  les 
écpiations  (2)  et  (3),  ne  doivent  pas  déterminer. 


LIVRE     HUITIEME. 


1)11  FEUEiXCES   FIMES. 


CIIAPITIIE  PREMIER. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES  ET  DES  INTÉGRALES  AUX  DIF- 
FÉRENCES FINIES;,  l'OlR  LES  FONCTIONS  EXPLICITES  d'UNE 
SEULE   VARIABLE. 

582.  Nous  avons,  dès  le  commencement  de  ce  Traité 
[livre  1,  cli.  IV],  considéré  les  différences  finies  entre  l«s 
valeurs  que  prend  successivement  une  quantité  variable, 
et  nous  les  avons  désignées  par  la  caractéristique  A  jjlacée 
devant  la  variable  ;  nous  avons  opéré  sur  la  série  de  ces 
différences  comme  sur  la  série  primitive,  en  prenant  les 
différences  des  termes  consécutifs,  de  manière  à  former  des 
dillérences  du  second  ordre  désiu-^nées  par  la  caractéristicpie 
A',  et  ainsi  de  suite.  M:iis  nous  n'avions  alors  pour  but  que 
d'arriver  à  la  théorie  des  différences  infinitésimales  des 
divers  ordres,  et  de  poser  les  principes  du  calcul  différentiel, 
auquel  se  rattache  tout  ce  f[ue  l'on  connaît  juscpi'ici  déplus 
important  dans  la  théorie  des  fonctions.  Cepeikkuit  il  existe 
entre  les  différences  finies  des  di\ers  onbes  et  les  variables 
dont  elles  dérivent,  des  relations  qiù  méritent  aussi  d'être 
développées,  et  dont  le  développement  donne  naissance  à 
une  autre   branche  de   la  théorie  des  fonctions   (pie  l'on 
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nomme  le  Calcul  des  difjcrenccs  finies.  C'est  le  sujet  dont 
l'exposé  sommaire  terminera  le  présent  ouvrage. 
Désignons  par 

yo,yoy2,yz^ y».  (y-) 

une  série  de  valeurs  de  la  quantité  î/,  au  nombre  de  71  -|-  1  : 
on  aura  [43] 

n  nin  —  1  )  n{n  —  1  ){n  —  2) 

!/.=yo+j-^yo+    ^^    A-yo  +  — Y^^ — A^yo+... 

Cette  formule,  où  la  valeur  ?/„  se  trouve  exprimée  au  moyen 
de  la  valeur  initiale  ?/„  et  de  ses  différences,  jusqu'à  celle 
de  l'ordre  n  inclusivement,  peut  s'écrire  symboliquement 

y.,z={\  +A)".yo,  {y) 

ainsi  qu'on  l'a  expliqué  dans  le  n"  cité. 

Réciproquement,  la  différence  A"  ?/„  peut  s'exprimer  au 
moyen  des  termes  de  la  série  (ï/„)  :  ainsi  Ton  trouve  par  des 
substitutions  successives 

Toutes  ces  équations  rentrent  dans  la  formule 

71  n{n — 1)  n[n — !)(??  — 2) 

à  laquelle  s'applique  sans  difiiculté  le  tour  ordinaire  de  dé- 
monstration de  proche  en  proche.  Admettons  en  effet  que 
la  formule  {h)  subsiste  pour  l'indice  n  :  on  aura 

n  »{n — i) 

rj(»}_-I)(«_2)  7}  niu—\) 


!/.+. T-^"  "^"TTi"^- 1.-2.3      ^"-'  "^       ' 
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t-n  sorte  que  la  formule  subsistera  encore  pour  l'indice 
n  -f-  1  •  n'ailleurs  elle  peut  sY'crire  symboliquement 

^"yo  =  (.'/-<)%  (') 

pourvu  que  l'on  convienne  de  changer  après  le  développe- 
ment les  exposants  de  ?/  en  indices,  et  d'écrire  y^  au  lieu  de 
r unité  dans  le  derniiir  terme  du  développement. 

583.  Considérons  y  comme  une  fonction  d'une  autre  va- 
riable X,  de  manière  que  le  passage  de  la  variable  x  par 
k'S  valeurs  successives 

entraîne  le  passage  de  la  fonction  //  par  les  valeurs  corres- 
pondantes 

yojy.^ys^î/sj y-  (y-) 

le  calcul  des  différences  de  la  fonction  y  =:/.t,  a  pour  objet 
d'exprimer  ces  différences  en  fonction  des  différences  de  la 
variable  x,  d'après  la  forme  assignée  à  la  fonction  f. 

La  supposition  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire,  consiste 
à  admettre  que  la  variable  x  croît  par  intervalles  égaux, 
en  sorte  (jue  les  séries  (x^)  et  (y.)  deviennent 

Xo,Xo  +  :^x,Xo  4-  2^a',:Co  +  3Aa:, x^  +  n^x; 

f^oJi^o  +  '^•ï)/(^o  +  ^i^)JiXo  +  3aj:), fix,  +  nAx). 

Dans  cette  hypothèse  ,  rien  n'empêche  de  prendre 
A,T=rl  ;  car  si  l'on  avait  Sx=h,  h  étant  une  constante 
différente  de  l'unité,  il  suffirait  de  poser  j;  =  J*,  +  ''^  P^u^' 
que  y  devînt  fonction  d'une  nouvelle  variable  i,  qui  croît 
par  intervalles  égaux  à  l'unité. 

Si  la  variable  x  ne  croissait  pas  par  intervalles  égaux,  le 
calcul  des  dilférences  de  la  fonction  y  ne  deviendrait  un 
problème  déterminé  qu'autant  qu'on  exprimerait  la  loi 
suivant  laquelle  se  succèdent  les  valeurs  de  la  quantité  x. 
Il  faudrait  donc  fjue  chaque  terme  x.  de  la  série  (x.)  prit 

T.  M.  28 
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une  valeur  déterminée  par  cela  seul  qu'on  assignerait  la 
valeur  numérique  do  l'indice  i,  ou  qu'on  eût  a;.  =  fi.  Mais 
alors  ij  deviendrait  aussi  une  fonction  de  i,  dont  on  pour- 
rait prendre  les  différences,  en  admettant  que  la  variable 
dont  elle  dépend  passe  par  la  série  des  nombres  naturels  , 
et  en  conséquence  croit  par  difTérences  constantes,  égales  à 
l'unité. 

Cette  variable  i,  qui  désigne  l'indice  ou  le  numéro 
d'ordre  d'un  terme,  dans  la  série  à  laquelle  il  appartient, 
est  donc  la  variable  essentiellement  indépendante,  dont  on 
peut  concevoir  que  toutes  les  autres  variables  dépendent, 
et  qui  remplit  ici  (en  vertu  d'une  analogie  philosophique- 
ment très  remarquable)  le  rôle  que  remplit  la  variable  t 
désignant  le  temps,  dans  la  théorie  des  fluxions. 

En  général,  une  série  de  termes  qui  varient  d'après  une 
loi  déterminée,  est  susceptible  de  se  prolonger  indéfini- 
ment dans  deux  sens,  en  avant  et  en  arrière  d'un  terme 
pris  arbitrairement  pour  origine  ou  pour  point  de  départ. 
On  devra  donc,  en  général ,  concevoir  que  la  variable  i 
passe  par  la  série  dos  nombres  entiers,  tant  positifs  que 
négatifs,  sauf  à  rejeter  une  portion  do  la  série  dans  les  ap- 
plications à  des  questions  particulières. 

584.  La  variable  i,  désignant  un  indice  ou  un  numéro 
d'ordre,  est  essentiellement  discontinue  ;  mais  les  variables 
x,ij  peuvent  représenter  dos  grandeurs  continues  ;  et,  bien 
que  le  calcul  des  dilférences  ne  porte  que  sur  des  séries  de 
valeurs  séparées  par  des  intervalles  finis,  les  résultats  du 
calcul  doivent  s'interpréter  difleremmenl ,  suivant  (pi'ils 
s'appliquent  à  des  grandeurs  essentiellement  continues  ou 
discontinues. 

Considérons  en  effet  les  deux  séries 

•  •  •  •?/-^,î/-3.'?/-.,yo)yny«,!/3v  ■  -y ^^^ 
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et  pour  simplifier,  admettons  que  le  tenue  fjcnéral  do 
chacune  d'elles  soit  donné  immédiatement  en  l'onction  de 
l'indice  i.  Il  est  clair  qu'on  pourrait  ajouter  à  chaque  terme 
de  la  série  (c)  une  constante  arbitraire  C,  sans  que  cela 
amenât  de  changement  dans  la  série  {y),  dérivée  de  la  pre- 
mière. Réciproquement,  étant  donné  le  terme  général  Sy,, 
ou  la  série  (7),  si  l'on  peut  trouver  par  un  moyen  quel- 
conque une  fonction  7/.  qui  ait  Ay.  pour  différence  du  pre- 
mier ordre,  il  faudra  ajouter  h  y,  une  constante  arbitraire 
C  pour  construire  la  série  (c),  sans  lui  rien  ôter  de  la  géné- 
ralité qu'elle  comporte. 

Par  conséquent  encore,  la  série  (c)  ne  sera  complète- 
ment déterminée  au  moyen  de  la  série  (7),  qu'autant  cpi'on 
assignera  la  valeur  nimiérique  d'un  terme  de  la  première 
série,  par  exemple  la  valeur  nmnérique  du  terme  y^.  En 
ceci  l'analogie  des  différences  avec  les  différentielles  se 
soutient  parfaitement. 

Supposons  maintenant  qu'il  ne  s'agisse  plus  seulement 
de  construire  des  séries,  mais  que,  les  variables  a?  et  7/  dé- 
signant des  grandeurs  continues,  on  ait  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  t/  et  de  rc, 

ij  z=.  fx,    Mj  =.  f[x  -\-  ^x)  —  fx=  ï{x,x  -f-  ix)  :  (f) 

on  pourra  remarquer  que  la  fonction  f  ne  changerait  pas, 
non-seulement  si  l'on  ajoutait  à  fx  une  constante  arbitraire 
C,  mais  encore  si  l'on  ajoutait  à  fx  une  fonction  périodique 

qui  reprend  les  mômes  valeurs  chaque  fois  que  x  augmente 
de  Ax,  et  qui  d'ailleurs  peut  avoir  une  forme  quelconque. 
Donc,  par  réciprocité,  si  la  fonction  f  est  donnée,  et  qu'on 
puisse  trouver  par  im  moyen  quelconcjue  une  fonction  fqui 
ait  f  pour  différence,  la  fonction  y  sera  encore  indéter- 
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minée,  non-seulement  cjiiant  à  sa  valeur  iiumcrique,  mais 
quant  à  sa  forme. 

Pour  construire,  au  moyen  de  l'équation  (f),  luie  courbe 
dont  y  est  l'ordonnée ,  il  faut  concevoir  que  l'on  ait  |jréala- 
blement  tracé,  d'une  manière  arbitraire,  la  portion  de 
courbe  ^IN  {fig.  103),  dont  les  points  extrêmes  ont  pour 
absci-sses  OP  =  x^^  OQ  =  ^o  +  ^-^^  ;  en  s'assujettissant  ce- 
pendant à  la  condition  que  la  différence  HN  des  deux  or- 
données extrêmes  soit  la  valeur  de  A?/  donnée  par  l'équation 
(f)  quand  on  y  iBiix=^x^.  La  courbe  sera  déterminée  alors 
dans  tout  le  surplus  de  son  cours  :  car,  soit  0/^  =^  x  une 
abscisse  quelconque  comprise  entre  x^  et  x„  +  Aj:,  on 
prendra  ;;</  =  Aa;,  et  la  dilférence  hn  des  ordonnées  pm,qu 
sera  donnée  en  vertu  de  l'équation  (f).  Donc  le  tracé  de 
l'arc  MN  déterminera,  concurremment  avec  l'équation  (f), 
le  tracé  de  l'arc  NN,,  dont  les  points  extrêmes  ont  pour  or- 
données Xo-\-Ax,  x^  +  2Sx  ;  et  comme  la  même  construc- 
tion peut  être  indéfiniment  répétée,  tant  dans  le  sens  des  .r 
positifs  que  dans  le  sens  des  x  négatifs,  le  tracé  de  la 
courbe  entière  se  trouvera  déterminé.  Bien  entendu  que  ce 
tracé  peut  (»ffrir  des  solutions  de  continuité  d'un  ordre  quel- 
conque. 

585.  L'opération  qui  consiste  à  revenir  du  terme  A//,  an 
terme  ?/,,  ou  à  construire  la  série  (c)  par  le  moyen  de  la 
série  (7),  est  une  sommalion  proprement  dite.  En  effet, 
l'on  a  identiquement 

Ui  =  2/0  +  ^Uo  -f  ^I/i  +  \'/î  +••••+  -^y.-i  ; 
en  sorte  que  par  une  simple  addition  ali::ébrique ,  on  con- 
struira la  série  (c)  avec  la  série  (?).  pourvu  qu'on  ait  en 
outre  le  terme  initial  ?/„,  qui  \um\  lii'ii  de  la  constante  ou 
de  la  fonction  arbitraire  dont  il  vient  d'être  (jucslion,  selon 
que  y  est  une  variable  discontinue  ou  continue. 

De  même  qu'on  emploie  le  signe./pour  iiidi(pier  une 
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somme  du  ilillL'iL'iiliulles,  ou  une  inh'.i^raltj  iiropiL-uiont  dite, 
on  emploie  le  signe  2l  pour  indicpier  une  sonnne  propre- 
ment dite,  ou  une  intégrale  aux  ilifj'crcuccs  /iiiics.  Les  ca- 
racléristi(ju('S  1,  A  sont  inverses  Tune  de  Taulre,  et  s'ef- 
facent réciproquement ,  comme  les  caractéristiques  ,  d  . 
Ainsi,  de  la  formule  [irécédentc  on  tire 

:y.  =  -2/0  +  Vo  +  y.  -f  Z/a  + f-  U-h  {'0 

et  le  teruie  ly„  désigne  alors  la  constante  ou  la  functiou  ar- 
bitraire amenée  par  l'intégration. 

En  adoptant  une  notation  analogue  à  celle  qu'on  emploie 
maintenant  pour  les  intégrales  délinies  ordinaires  ,  on 
écrira 

-U'  —  -I/o  =  -o'y.-, 
et  par  suite 

-o'y. = î/û  +  ?y.  +  y -2  +  •  •  •  •  +  !/.-i-  (0 

Nous  avons  déjà  employé,  dans  le  cours  de  cet  ouvrage, 
la  caractéristique  2l  comme  signe  de  sommation  ;  et  quel- 
(juefois  la  notation 

i. 

sert  à  tlésiuner  d'une  manière  abrécrée  la  somme  des  valeurs 
de  la  fonction  y„  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i,  de 
i=^io  jusqu'à  i=^ii  inclusivement.  La  formule  (c)  montre 
qu'il  faut  exclure  de  cette  somme  le  dernier  terme  y„  lors- 
qu'on prend  la  caractéristique  -  pour  signe  d'une  intégrale 
aux  dillérenccs  finies. 

Dans  le  cas  contraire,  on  lèvera  loule  ambiguïté  en  rem- 
[tlacanf  ^  par  S,  et  en  écrivant 

s>.- 

L  opération  dont  2l  est  l'indico.  peut  se  répéter  indéfini- 
Mientjde  même  (pie  l'opération  inverse,  indiijuée  [tar  le 
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signe  A,  et  la  répétilion  de  l'opc^ration  s'indique  de  la 
môme  manière  par  un  exposant  affecté  à  la  caractéristirpic. 
Ainsi  l'on  tire  de  la  formule  [d) 

z»?/.-  =  ^-'Vo  +  ^^0  +  ^y.  +  -^2  +  •  •  •  •  +  ^y.-i, 
l'y,  z=  -Jt/^  +  -Ji/^  +  -J}/^  +  i^y,  +....+  ::Vb  etc. 

Comme  liji,  21?/.,,. . .  2î?/;_,  sont  déterminés  en  fonction  de 
lî/o  par  la  formule  (d),  on  voit  que  l'expression  de  Ihj,  ren- 
ferme deux  constantes  ou  fonctions  arbitraires ,  savoir  l^y^ 
et  2îî/o.  La  valeur  de  l^tj-  dépend  de  ces  deux  quantités  ar- 
bitraires ,  et  en  outre  d'une  troisième  quantité  de  même 
nature  Z''î/„.  En  général,  l'intégrale  indéfinie  1"?/,.  dépend 
de  n  constantes  ou  fonctions  arbitraires,  selon  la  nature  de 
la  quantité  ij. 

58G.  En  désignant  par  u,v,7v,...  des  fonctions  quel- 
conques d'une  môme  variable,  et  par  a  une  constante,  on 
a  évidemment 

^{u  +  V  -\-  W  -\- )  =  A?<  +  Ay  +  AÎO  + , 

l{u  -\-  V  -{-  UJ  -\- ....):=  lu  -{-  IV  -\-  iw  -r    . . . , 

\,au  =aMi,     i.au  =z  aiu. 

Le  procédé  de  l'intégration  par  parties  [oo]  s'applique 
aux  intégrales  1  comme  aux  intégrales  ordinaires.  Si  l'on 
pose 

l.UV  =  Vlll  +  10, 

w  désignant  une  fonction  inconnue  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, on  aura,  en  prenant  les  différences  des  deux  mem- 
bres, 

UV  =  (v  -\-  M'}l{u  +  A?/)  VIU  -{-  A?/', 

d'où 

^w  =z  —  svi{u  +  ^u), 
et  par  suite 

I.j/y  =  vui  —  i[aui(m  -j-  Am)], 

OU  bien,  en  écrivant  u,  au  lieu  de  u  +  A?/, 
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l.UV  =  VIU  —  i(auiw,). 
Le  môme  calcul  rép<5té  donnera 

l.UV  =  v.u  —  ivi-u,  +  A'yï'u.,  —  ^(a'vi'u,), 

..,,«,, • •••■     > 

i.î/y  =  viu  —  Avi'2<,  +  ^^v-^^ti  —  A'yi*î<3  +  etc. 
On  peut  écrire  cette  dernière  équation  sous  la  forme 

Z.UV  =.  VIU  —  Ai'(-'u  +  lu) 
+  ^'v{i^u  +  2i'm  +  iw)  —  a'Ki*"  +  3i^u  -H  3i*u  -f-  lu)  +  etc. 

Le  développement  s'arrêtera  lorsque  les  diflérences  de  la 
fonction  v,  après  un  nombre  suflisant  de  dillérentiations, 
deviendront  constantes. 

587.  Admettons  que  y  =  fx  soit  une  fonction  entière  et 
rationnelle  de  x  :  cette  fonction  se  composera  d'une  somme 
de  termes  de  la  forme  kx'".  A  désignant  un  nombre  con- 
stant et  m  un  nombre  entier  positif,  de  sorte  que  la  diffé- 
rentiation  des  fonctions  rationnelles  entières  se  ramène  à 
celle  de  la  fonction  y-^x". 

Posons  donc 

Uo  =  a^".    y,  =  (-^  +  ^^Y,  etc.  : 
on  aura,  par  la  formide  du  binôme,  en  ordonnant  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  a', 

m{m — n 

A7/o  r=  A  .X"  =  7/<X'"-'AX  h — —    X"-'ax'  +  .  .  .  {g) 

iji(m — 1) 

et  par  suite,  en  ordonnant  toujours  de  la  même  manière, 
A'^o  =  a*  .X"  m  w?fm — 1).r"-*Ax'  -{- 

On  trouverait  de  môme 

a'.x"  =  m(m— 1)(m— 2)jr"-'Ax'  + , 
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et  généralement 

A'  .x"  =:  7n{m  —  1  )  {m  —  2) (m  —  <  +  ^  )x'"~*lx'  +....; 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  le  rapport  — -  doit  se 


d'  00'" 

réduire  à  — tt  ,  quand  on  fait  à  la  limite  Ax  =  0 


Donc 

A'".a:'"=:77?(m  — '1)(w  —  2) 3.2.1  .J^a?"  ;  (h) 

et  comme  cette  différence  est  constante ,  les  différences  des 
ordres  supérieurs  s'évanouissent. 
D'un  autre  côté  la  formule  (b)  donne 

n 
A'.a:*"  =  [x  +  nsx]'"  —  -[x  +  (n  —  i)^x]'" 
1 

n[n — 1)  ^ 
+  - — ~  Ix  +  (n  —  2)Aa;]"'  — zhx". 

Si  nous  développons  et  ordonnons  le  second  membre  selon 
les  puissances  de  Ax,  en  posant,  pour  simplifier, 

n  7}(n  —  1) 

n(n-\){n-2) 

(n  —  3)'  -j- =  N,, 

1.2.3  \  /  -r 

il  viendra 

m  .  m(m  —  1  )  ^,        ,     ,  , 

A-.x"'  =  NoX'"  +  -  N,x'"-^ix  -\ -— —  NsX"-'ax»  + 

1  1.2 

+  N™AX". 

Mais  on  vient  de  voir  que  la  moins  haute  puissance  de  Aa-, 
dans  le  dévclopiicmcnt  de  Y.x"',  est  A.r"  ;  donc  la  fonction 
Ni  est  idL'iitiijucmcnt  nulle  ]»our  toutes  les  valem's  de  i  infé- 
rieures à  n . 

On  a  aussi,  d'après  la  formule  (//), 

A-.a;"  =  n(n-  1)(n--2) 3.2.1.AX"; 
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et  par  conséquent 

N„  =  7i(v^1)(n— 2) 3.2.1. 

588.  Soit 

7/  =r  x{x  —  ^x) (x  —  2lx) [X  —  (m  —  1  )^x]  : 

il  viendra 

^y  =  x{x  —  Ax)  {x  —  2^x) [x  —  (?/i  —  'i)lx] .  mix. 

tVoù  il  est  facile  de  conclure 

A-y  =:  x{x  —  àx)  {x  —  2ax) 

[x  —  {m  —  3)ix].7n{m —  i)^x*, 

et  plus  généralement 

A' V :=  x{x  —  Ax) {x  —  2ax) . . .  .[x  —  (m  —  i —  1  )^x] . m{m  —  1  ) . . .  . 
(m  —  ï  +  1)Ai'. 

11  y  a  donc  une  analogie  très-remarquable  entre  la  l'urniule 
qui  donne  la  différentielle  de  la  puissance  x",  et  celle  qui 
donne  la  différence  de  la  factorielle  [417]  composée  de  m 
facteurs,  quand  les  facteurs  consécutifs  ont  pour  dilférence 
Aa:,  et  quand  le  premier  facteur  est  x. 
Si  l'on  posait 

ij  =  x{x  +  ^x)  {x  +  2Aa-) [x  -\-  {m  —  1  )Axj, 

on  trouverait  de  même 

Mj  =  [x  +  Ax)  [x  +  2ax) [x  +  (m  —  1  )Axl .  mAx,       (/) 

et  par  suite 

A'y  =(x  4-2Ax][x+  (i  +1)ax] [x+  {m  — 1)Ax].m(m  — 0.  .  •  • 

. .  .  .{m  —  i +  '1)ax*. 
Soit  enfin 

1 

.V  — 


x(x  +  Ax)(x  +  2ax) [x  -H  (m  —  1  )Ax] 

il  viendra 


442  LIVRE    Mil.    —    CHAPITRE    f. 

^^~~  x{x  +  SX)  {x  +  2AU.') (x  -1-  7nsx)'  ^  ^ 

mim  +  1  ) (m  +  2) (m  -\-i  —  \).sx* 

y  y  =  dz  , 

x{x  -\-  ix)  [x  +  'Hix) [x  -\-(m  +  i  —  i )ix] 

les  signes  -[-et  —  correspondant  respectivement  à  i  pair  et 
à  /  impair. 

589.  Los  fonctions  exponentielles  et  circulaires  se 
prêtent  d'une  manière  fort  simple  à  l'opération  indicjuée 
par  le  signe  A.  On  a  immédiatement 

et,  par  les  premières  formules  de  la  trigonométrie, 

A  sin  a:  =      2  sin  {  ax.cos  {x  +  {  \x),  | 

A  cos  X  =  —  2  sin  ■;  Ajc .sin  {x  +  {  ix).  |  ^  ' 

On  en  conclut 

A-  sin  X  =  —  4  sin*  {  àx  sin  {x  +  Ax), 
a'  cos  X  =  —  4  sin'  ^  ax.cos  {x  +  ax), 

et  plus  généralement 

A^''  sin  X  =  ±  2^'  sin'^'  ^  Ax.sin  {x  +  iix), 

A*'  cos  X  =  ±  2^'  sin^'  i  Ax.cos  (x  +  zax), 

1             /        2i  +  1      \ 
A"+'  sinx  =  i:  2"+'  sin''+'  -  A^-.cosf  x  -\ Axj, 

\              /         2t  +  1      \ 
A»'+'  cos  X  =  dr  2''+'  sin''+'  -  Ax.sml  X  H ^^  Aa-j . 

On  doit  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur, 
selon  que  i  est  pair  ou  impair. 

'iOO.  Les  inlé,:rrales  (aux  dilférences  finies)  des  fondions 
en  petit  noud)re  sur  lescpielles  peut  s'ellectuer  l'opération 
indiquée  par  le  signe  1,  s'obtiennent  par  le  renversement 
des  formules  de  ditrérentiation  établies  ci-dessus.  Considé- 
iciis  d'abord  la  fonction  x"  :  la  formule  {g)  donnera,  après 
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({u'uii  y  aura  remplace  m  par  m-{-\. 
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A. a"-»-'  =  {m  +  ^)x'"^x  4- 


(m  4-  'l  )^ 
1.2 


'njt' 


d'où 


et  enfin 


■  l!!i±il!!!^!!lIllWAx^  +  eic., 

^  1.2.3 

(m+1)m 
r+'=  (m  +  i)i.x'"\x  -\ — — ^-^ 

^  1.'i.3 


AX^ 


ix"*  = 


X' 


.m+l 


1.2.3  ^ 


(m  +  1)AX      (  1.2 
Si  l'on  fait  successivement  dans  cette  formule  m  =:  0, 
z=  1,  =  2,  =  3,  etc.,  on  trouve  : 


IX' 


X 

Tx' 


\ 


(m) 


xlx'. 


1  x^-        1 
IX   =  -. -X, 

2  Aa;       2    ' 

1       ^'  1  ,       ,  1  o 

ix^  =-.■ ^'    +  ;;— i  ^■'-^^' ' 

i  ^x       2  2.2 

'    1    a;'^        1     .       1     3^ 

5  Ax       2  3  b.O 

1    x"        1  Ji       .  ''       ,      < 

v^5  —  1    1 x'  H X*AX  —  --.  x'aX% 

"^    "~g'ax       2  2.0  2.0 

etc. 

Chaque  intégrale  doit  d'ailleurs  être  complétée  par  une 
constante  on  par  une  fonction  périodique  arbitraire,  amsi 
qu'on  Fa  expliqué  [584].  On  obtient  par  ces  formules  l'in- 
tégrale aux  différences  de  toute,  fonction  algébrique,  ration- 
nelle et  entière. 
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Un  ne  verrait  pas  facilement  sur  ce  faljleau  la  lui  cjue 
suivent  les  termes  successifs  du  déveluiipenient  du  Ix"  : 
nous  reviendrons  sur  ce  point,  par  des  considérations  plus 
générales,  dans  le  cliapitre  suivant. 

On  tire  des  formules  {i),  (j),  (A),  (/) 

i:  [  x{x  +  ^x)  {x  +  ^ix) [x-  +  (m  —  ^)ix]  | 

=  — -—    (x  —  lx)x{x  -\-  sx)....[x  +  {m—  \  )AxJ    +  ~,  {n) 

{m  +  1)^^-(  ) 

1 


x{x -\- lx)[x  +  '2lx) [x-]-  {m  —  i)\x] 

{m  —  1  )ix.x{x  +  ^x){x  +  2Aa,-j . . .  .[x  +  (m  —  '^)\x\       "' 


a^z  —  \ 


cos  (./.■  —  h  Sx) 

2  sm  a;  = ■     ,  ' f-  -, 

2 siii  -  \c 

siu  (x-  —  4  Ax)  I 

-  cos  X  =     — — — j f-  -, 

2  sm  \  \x 

z  désignant  la  constante  ou  la  fonction  périodique  arbi- 
traire. 

591.  Les  fornuiles  du  précédent  numéro  s'applicjuenl 
naturellement  à  la  sommation  des  séries.  Suivant  la  nota- 
tion indicpiée  [585],  désignons  par  S),  la  somme  des  termes 
de  la  série  dont  le  terme  général  est  y,,  cette  somme  com- 
[irenant  les  termes  extrômos  y,^,y,.  de  manière  qu'on  ait 

S  y-  =  E  z/.  +  //m    <'ii  S.  ^•  =  ^.    '/'  • 

les  Coruiiiles  {m)  donneront  d'abord  : 

sj.z  =<+2  -f.'j  + ]-i  =^•'4-^•, 
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I 
4 


s; .X»  ==  1  +  ^2^  +  3M  •   •  •  •  +  '■'  =  {^'  +  h'  +  ^ '■% 


etc. 

On  sait  que  les  séries  des  noml)res  figurés  commencent 
par  l'unilé,  comme  les  précédentes,  et  ont  pour  termes  gé- 
néraux 

t    /(/+!)    i[i+  \){i+  2)  ^ 

— * ■  *   Lie,  • 

r      1.2    '  1.2.3 

on  peut  donc  appliquer  la  formule  (u)  à  la  sriunnalion  de 
ces  séries,  et  il  vient 

i{i+  1) 


1+2+3  +  4  +....+  !  = 
1  -f  3+  6  +10+....+ 
1  +  4  +  1 0  +  20  + . . .  .  + 


1.2     ' 

^(£+£)^î(H:_oc^t^ 

1.2  1   2.3 

J(/+1)(^  +  2)_<V+1)(?'  +  2i->-  +  3) 

1.2.3         ~"  1.2.3  4 

etc.; 

en  sorte  que  la  somme  de  l'une  cpielconque  de  ces  séries  est 
le  terme  général  de  la  série  de  l'ordre  immédiatement  su- 
périeur :  relation  Lien  connue,  et  qui  peut  être  prise  pour 
la  délinition  des  nombres  figurés. 

Les  séries  réciproques  qui  ont  pour  termes  généraux 

1        1.2  1.2.3 

?r/  +  l//(i  +  1)(t  +  2r''^'' 
se  somment  au  uioyen  de  la  l'orunde  (/)},  ?i  l'exception  de  la 
j)remic're,  pour  la(pielle  la  Formule  fait  défaut,  à  cause  d'uu 
facteur  qui  s'évanouit  au  dénominateur.  On  trouve  pour  les 
autres 

lit  '-2    _-         - 

^  "^ 3  +  r. +T^  +  - •  •  •  +  ^i7TT)-ï ~rTT' 

1         I        2  1-2.3         _3  __3 

^  "^  4  "^TÔ"^  20"^'  ■  '  ""^  H'  +  !)(*■+  2)~"2       ("i  +  \)[i  +  2)' 
etc. 
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Si  l'on  fait  i  =  oo  ^  on  a  y,  1?  «"te,  pour  Ips  sommes  des  sé- 
ries prolongées  à  l'infini. 
De  la  formule  [q)  l'on  tire 

a  —  I 

c'est-à-dire,  la  règle  élémentaire  pour  la  sommation  des 
progressions  géométriques. 

Faisons  dans  les  formules  (r)  x=p-\-iq,  Xx  =  q  :  elles 
donneront 

•■                                     COS  (/)  +  /y  —  {  q)  -  cos  (/)  -  {  fj) 
1  sm  ip  +  ..y)  = ^— ^^ , 

Vcos(;,  +  ^,)=       ^{p-\-i,-\^^ip-\<D^ 
et  par  suite  [406  et  423] 

•  2  siu  ^  (/ 

^'      "  ^   "  2  sia  S  q 


CHAPITRE  II. 


FORMULE     D  ELLER  ,     POUR     L  ÉVALUATION     DES    SOMMES    PAU    LES 
INTÉGRALES  ORDINAIRES  ET  DES  INTÉGRALES  PAR    LES    SOMMES. 

APPLICATION     A     LA    FORMULE    DE    STIRLING.    DE     l'iN- 

TERPOLATION. 


§  \".   Formule   d'Euler  pour  l'évaluation  des  sommes   par  les  intégrale? 
ordinaires  et  des  intégrales  par  les  sommes. 

592.  La  formule  ilc  Taylor  donne 

Afx=  —  .fx  H .î"x  +  ^—.i"'x  +  etc., 

i  1.2  1.-2.3 

d'où 

ix  =  —.iï'x  +  —  .iï"x  +  -^.ir'x-^eic., 
1  i.2  ^1.2.3 

et ,  en  posant  f'^  =  fx, 


i 


.«  A-^S 


fxdx  —  j.-ifx  +  —^-"-fx  +  -j^-^.ir^  +  etc., 


ou  bien 

Mais ,  par  la  même  raison, 

irx  =-f'x .  1/ "x .  if'^x  —  etc .  {a") 

'  àx'  ^.2  1.2.3 

etc.; 
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ce  qui  permet  il'('liminer  de  la  série  (a)  les  intégrales 
Ifx.  ^f'x,  etc.  Ou  fera  rélimiiiation  à  la  manière  ordi- 
naire,  en  combinant  par  voie  d'addition  les  équations 
(a),  (a'),  [a"),  etc.,  après  avoir  multiplié  tous  les  termes  de 
(a')  par  le  facteur  X^^x,  tous  les  termes  de  (a")  par  le  fac- 
teur A,A/r%  et  ainsi  de  suite;  puis  en  égalant  à  zéro  les 
multiplicateurs  des  intégrales  qu'il  s'agit  d'éliminer.  Ce 
calcul  donne 

1    r 
ifx=^ —  I  fxdx  +  Açfx  +  A,lxf'x  +  k^^x^f'x 
ixj 

+  A^lx'^f'x  +  etc.  :  (i) 

les  coefficients  numériques  A,  étant  déterminés  de  proche 
en  proche,  indépendamment  de  la  forme  de  la  fonction  f, 
par  le  système  des  équations  suivantes 

"^1.2^1.2.3       1.2.3.4^1.2.3.4.0 
Prenons  fx==^e'  :  il  viendra 
e'        /^. 

et  réquation  (1)  nous  donnera,  après  la  suppression  du  fac- 
If'ur  commun  c', 
1  1 


+  Ao  +  A^sx  +  A,Aa:'  +  A^^x^  +  etc.  ; 


cA^  —  1       \x 

d'où  il  suil  (juc,  le  coefficient  A.,  est  celui  (jui  nmltiplie  a' dans 
le,  développement  de  la  fonction 

1  1 


<?« —  1  a 

suivant  Ifs  puissances  entières  el  positives  de  a. 


{«) 
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Kn  remoHanl  jjoiir  A_  s;i  v.ilfur  — i,  un  a 

a  a 


2(e«— i; 


[(J-^     0 


Or,  le  dernier  membre  de  cette  équnlion  est  évidemment 
une  fonction  impaire  de  a  :  donc,  dans  la  série  qui  est  le 
développement  de  cette  fonction  impaire,  les  coefficients 
des  puissances  paires  de  a  doivent  disparaître.  Donc,  pour 
toutes  les  valeurs  paires  de  Tindire  /,  autres  que  zéro,  le 
coefficient  A,  est  nul. 

Si  l'on  eff^ectuait  le  développement  dont  il  vient  d'être 
question,  on  obtiendrait  l'expression  de  A,  en  fonction  im- 
médiate de  l'indice  i  :  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce 
calcul  compliqué,  quoique  élé.uant  ;  les  coefficients  A.  pou- 
vant être  commodément  calculés  de  proche  en  proche  au 
moyen  des  équations  (A)  dont  la  loi  est  é\âdenle. 

Comme  les  coefficients  Aj.^.,  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs,  nous  mettrons  Téqiialion  (1)  sous  la  forme 

i    r  i 

v/x  =  C+  —  1  fx(U—-fx-\-  A,^x.f'x—X,sx\f"'x 
Sx^'  " 

+  AjAa:'./^.r  —  etc.,  (i) 

C  désignant  la  constante  arbitraire  qu'entraînent  les  signes 
d'intégration  indéfinie  -  et./!  Alors  les  lettres  A,.^.,  repré- 
senteront toutes  des  nombres  positifs. 
593.  Si  l'on  pose 

B,,+,=  1.2.3  ...(2i+2).    A,,^,  , 

la  suite  des  nombres  Bj,^.,  est  celle  des  nombres  de  licr- 

noulli,  ainsi  appelés  parce  que  Jacques  Bernoulli  les  a  si- 

T.  n.  29 
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gnalés  le  premier  à  l'attention  des  analystes.  Celte  suite  do 
nombres  revient  souvent  dans  les  développements  en  séries, 
et  jouit  de  propriétés  curieuses  par  rajiport  aux  sommes  des 
puissances,  tant  directes  qu'inverses,  des  nombres  naturels. 
Prenons,  par  exemple,  fx  =  x"  :  l'équation  (2)  nous  don- 
nera 

.x^  =C+  -^^^^^ 1.'"  +  B.  ^^.-' 

[m  +  i  )  J\x      2  '1.2 

1.2.3.4 
ce  qui  met  en  évidence  la  loi  des  formules  (m)  du  n°  590. 

La  suiti^ 

A.-A3  +  A5  — A^+etc. 

est  convergente,  mais  la  suite 

B,  —  B3  +  B.  —  B,  +  etc. 
ne  l'est  pas  :  les  nombres  B^,^,  croissant  au-delà  de  toute 
limite.  Voici  les  valeurs  des  premiers  termes  de  cette  suite, 
exprimées  en  fractions  ordinaires  et  décimales  : 

f                                             5 
B,  =  -  —  0,166666....,  B,   =  —  =0,075757 


6  ~     '  '^  66 

B,=  1  =  0,033833....,  B.,  =  ^^=0,253H3.  .  . ., 

B,  =  1  =  0,023809....,B,3=:      !-    =1,166666...., 

1  3617 

B,  =  —  =  0,033333 B,,  =——  =7,092156.  .  . .,  etc. 

'30  510 

594.  Admettons  que  l'intervalle  .x  —  .r„  soit  un  multiple 
exact  de  la  diflérence  Ix  :  on  tire  de  ré(|ualiou  (2),  en  pas- 
sant des  itité^^rales  indéfinies  aux  intégrales  définies, 

-  fx  =—  i'  f.rf/x—  -ifx-fx,)-{-\,^x(r.i'-r-ro) 
\xj  ,.  2 

-  A,AxV".r-r-ro)+  A,A.r»(/-V-/\r,)-elr.    (3) 


FORMll.E    I)'LLI,r.H.  4:J1 

La  foriiuile  (2),  coininuiu''menl  atlrilmue  à  EuIct,  et  d('si- 
gnée  par  le  nom  de  ce  géomt'tre,  ou  la  formule  (3)  qui  en 
est  uni"  dan. s  formation,  comportent  une  double  application, 
selon  (pie  rintéi^ralo  J  fxdx  est  ou  n'est  pas  susceptible  de 
s'ex]»rimtT  eu  fonction  de  x  sous  forme  finie.  Dans  le  pre- 

mier  cas,  il  arrivera  le  plus  souvent  que  l'intégrale  ^^  fx 

ne  rentrant  pas  dans  la  catégorie  de  celles  auxquelles  s'ap- 
pliipient  les  procédés  d'intégration  indiqués  ci-dessus,  on 
n'en  pourrait  obtenir  la  valeur  exacte  que  par  une  somma- 
tion eifective,  opération  laborieuse  et  souvent  impraticable, 
si  la  différence  x  —  x„  contient  un  très  grand  nondjre  de 
fois  la  dillérence  Air.  On  regardera,  dans  ce  cas,  le  terme 


-f 


fxdx 


comme  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  >)^  jxy  et  la 
correction  qu'il  faut  apporter  à  cette  valeur  approchée  sera 
donnée  en  série  par  la  formule  (3).  Si,  au  contraire,  on  ne 
peut  pas  obtenir^n  fonction  de  .r  l'intégrale  indéfinie  //'rf/x, 
et  qu'il  s'agisse  de  calculer  par  ai)proximatiun  la  valeur  de 


l'intégrale  définie 


fxdx. 


on  parta'jera  l'intervalle  ,c  — .r„  en  parties  égales  A.r,  assez 
petites  pour  ipie  le  [truduit 

IX  i:^  fx 

fournisse  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  cherchée  ;  de 
manière  pourtant  que  la  uTandeur  du  nombre ne 

rende  pas  trop  laborieuse  la  sommation  arithmétitpie  par 
laquelle  on  obtient  ^    fir.  La  correction  que  doit  subir  celte 
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valeur  apjiroilii^u  sera  cnioro  tlonii(''c  on  série  par  l'é(jiia- 
tion  (3)  qui  remplit  ainsi  le  double  office  d'une  lormule  de 
sommation  et  d'une  formule  de  quadrature. 

Si  nous  substituons  le  signe  S  au  signe  I,  selon  la  nota- 
tion convenue  [585],  nous  aurons,  au  lieu  des  formules  (2) 
et  (3), 

s  /a-  =  G    +  -!-  /  fxdx  +  !  A-  +  A.-^x/x  -  k.ix'fx 
ùiXj  2 

+  k^^x\fx  —  ^{Q,.,  (4) 

s:.  A-  =  -  r  fxdx  +  \  .' A-  A-o)  +  A.Ax [fx -  rxo) 

—k,sx\f"'x  -  f"'x^)  4-  A5^x=  {f^x  —fx»)  —  etc.  (6) 
595.  Toutefois,  pour  légitimer  en  général  l'emploi  de  ces 
séries  qui  ne  sont  pas  toujours  convergentes,  il  est  indis- 
pensable de  pouvoir  assigner  des  limites  à  l'erreur  que  l'on 
commet  en  arrêtant  la  série  à  un  terme  de  rang  (piel- 
conque  [25].  Or,  Poisson  a  donné  une  méthode  par  laquelle, 
en  môme  temps  cpi'on  obtient  la  série  d'Euler,  on  trouve 
['exj)ression  en  iulégrale  délinie  du  reste  de  la  série,  et  par 
suite  la  limite  du  reste.  L'importance  du  sujet  nous  fait  une 
loi  (l'indiquer  ce  perfectionnement  essentiel,  apporté  à  une 
lornuile  fondamentale  de  l'analyse. 

Admettons,  pour  la  simplicité  des  calculs,  que  les  limites 
des  intégr.'iles  dans  la  formule  d'Euler  soient  égales  numé- 
riquement cl  (le  signes  contraires,  ce  (pTou  peut  toujours 
obtenir  en  cliaugeant  l'origine  de  la  vari.ible,  et  reju-enons 
la  formule  [m)  du  n°  433 


A-/;         (7) 


(|iii  siilisislc  poiii'  tontes  les  \  ;ilenis  île  .r  comprises  entre  les 
linnles  des  intégrales.  An\  Ininles  in(''ines  on  a 

-|^a+A-a)l=-^J  jArf5+-„j__  [^.co»^— JA*.(8) 


FoiiMiLE  i)'i:rir.ii.  -i-'i^ 

Pitsons  «  =r  uA.r,  cl  duiinoiis  succfs-sivciiiuiil  à  x  les 
2h  —  I  valeurs  t'([uidillc'n'ntcs 

—  (n—  1)\;;,  —(n  —'i)lx —^x,0,^x,'i^x,....(n  —  <)-^-r. 

Ijourk'sqiiclk'sréqiiatiuii  (7)  subsiste  :  en  prenant  la  somnir 
des  valeurs  correspondantes  de  fx,  et  ajoutant  la  demi- 
somme  des  valeurs  de  fx,  relatives  à  a;=  -t-  a,  on  a 

Ax[v«J^+   [fa-^-f{-a)'^=^j\fa-\-fi-a)] 

+ fxdx  +  -  \l,  pcos fxdx.       (9) 

Nous  avons  remplacé  4  par  x  sous  les  signes  d'intégra- 
tion, ce  qui  peut  se  faire  maintenant  sans  équivoque,  et 
nous  avons  posé,  pour  abréger, 

i-    ,  'Htz  3in  (n  —  \)i^ 

p=^\  +  '2  cos—  -f  2cos 1-  2cos  —  ....   +  2  cos . 

n  n  n  n 

La  quantité  j>  se  réduit  à  2ji  —  I  toutes  les  ibis  que  i  est  un 

multiple  de  2».  On  a  d'ailleurs 

iK  (fi  —  1  )  iz 

n  COS  —  ^=:  />  H-  COS  iTz  —  COS , 

n        '  n 

d'oii  l'on  tire  p=^  —  cos  ît,  pour  toutes  les  autres  valeurs 
de  i.  Cela  posé,  on  prendra  la  somme  1'  en  admettant 
d'abord  (jue  cette  valeur  de  /)  ait  lieu  sans  exception  :  on 
fera  ensuite  i=z  2i'u,  et  l'on  prendra  une  seconde  somme 
l'y  relative  à  i',  en  faisant  dans  le  cours  de  cette  autre  som- 
mation 

p  =  '2n  —  1   4-  COS  2<"'n-  =  in. 

La  série  périodique,  contenue  sous  le  signe. /j  sera  la  somme 
de  ces  deux  séries  partielles,  et  à  cause  de  l'équation 

i^^^  ir(a  —  x) 

COS  l-  COS  =  COS  , 

nsx  a 
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on  conclura  de  cette  remarque 

i-.x  ,«         î-(o — x)  -^  -li'-x 

1    ])  cos  —  =  ~  ^     cos +  ni  1    . 

'MAX  '  «  '      -i.r 

Va\  conséquence,  l'équaliou  (9)  donne 

sx^l^jx  +  \fa-  ^  /(-  ni]  =z  ^  [/•«  4-  /•(  _  a)] 

ou  bien,  en  verlii  de  l'équaliou  (8), 

Ax  [r_„  /-x  +  1  /•  «  - 1  /•(  -  «)  j  =  j  ^  /-.•c/j, 

+  2    /        h>^  cos  \fxdx. 

Rien  ne  s'oppose  maintenant  à  ce  qu'on  remplace  i'  par  «, 
et  à  ce  qu'on  change  l'origine  de  la  variable  x  ou  la  forme 
de  la  fonction  /',  de  mauièrc  que  les  limites  des  intégrales 
soient  quelconques.  Ainsi,  nous  écrirons 

--  I     fxdx  ='i  j        v^   cos  \fxdx.  (10) 


l'osons 


111  \        , 

1  +  —  +  —  4 h  rtc.      ^  -  (27t)"   a. 

^  2*"       3*"       4'-  2  ^     ^         »"- 


fH' 


et  prenons  iiardc  qu'aux  liiiiilcs  de  I  iiili'iiralc  [loiif  Ics- 
i|ucllcs  la  \al('ur  de  la  variable  ,t  est  supjioséc  iiu  iiiiilliple 
exact  de  Ax,  ou  a 


2'-./         ,  iinx        rt 

cos =  1 ,  sin  — —  -^  0  : 


FORMLLF.    u'eI  LER.  455 

le  pi'oc(id(''  du  liiitégratioii  par  parties  donnera 

2  I  *  1  V-  cos  —1  fxdx  =  —  \ysx^(^f'x  -  /-'x.) 

596.  Kn  rapprochant  les  équations  (10)  et  (12j  nous  re- 
trouvons la  formule  d'Euler  telle  que  la  donne  l'équation  (3)  ; 
et  de  plus  nous  obtenons  en  inté^^ale  définie  la  valeur  du 
reste  négligé  quand  on  arrête  la  série  à  un  terme  de  rang 
quelconque.  Les  coefficients  A,,  A3,  etc.,  définis  par  l'équa- 
tion (1 1),  ne  peuvent  être  autres  que  les  coefficients  donnés 
par  les  équations  (A),  ou  par  le  développement  de  la  fonc- 
tion (a),  suivant  les  puissances  de  a.  Ainsi .  l'équation  (11) 
exprime  une  propriété  lrt>s  remarquable  des  coefficients  A. 
ou  des  nombres  de  Bernoulli  qui  s'en  déduisent. 

A  cause  de  l'équation  (1 1)  on  a  évidemment 

,    1  2»rx      1        ,„ 

^.    :: — •  cos <  -  (2:r)      A_, 

Désignons  de  plus  par  ).,  la  plus  haute  valeur  numérique 
que  puisse  acquérir  la  fonction  f'^'^'x  entre  les  limites  de 
l'intégrale  :  on  aura,  abstraction  faite  des  signes. 

S'il  s'agit  d'ap[)li(]uer  la  formule  d'Euler  à  une  quadrature, 
on  pourra  toujours  piendiv  \x  assez  petit  pour  que  la  limite 
supérieure  du  reste  R„  tombt;  au-dessous  de  toute  grandeur 
donnée.  Si  la  même  formule  est  applicfuée  ,à  l'évaluation 
d'une  somme  ou  d'une  intégrale  aux  différences  finies,  la 
différence  A.r  étant  donnée,  il  pourra  se  faire  que  la  valeur 
de  R,  n  aille  pas  en  décroissant  indéfiniment  pour  des  va- 
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leurs  indéllninieiit  croissaiitt^s  de  l'indice  n  :  ce  qui  n'empê- 
chera pas  de  l'aire  usaye  de  la  formule,  cjuand  la  limite  supé- 
rieure de  R,,  pour  une  valeur  convenable  de  l'indice  n,  sera 
de  l'ordre  des  quantités  négligeables. 

Lorsque  la  fonction/'^^"'a;  conserve  le  même  signe  dans  toute 
l'étendue  derintégration,on  aaussi,abstra('lion  faitedu  signe, 

ou 

c'est-à-cbre,  que  le  reste  négligé  est  numériquement  i)lus 
petit  que  le  dernier  ternie  conservé. 

La  formule  d'Euler  se  trouve  en  dét'iuit  quand  les  ditlé- 
rentielles  impaires  de  fx  s'évanouissent,  ou,  plus  générale- 
ment, sont  égales  aux  deux  limites  de  l'intégrale  :  le  second 
membre  de  l'équation  (10)  cesse  alors  de  pouvoir  se  déve- 
lopper en  série  procédant  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  Ax. 

597.  En  général,  lorsijiio  la  fouclion  fx  conserve  le  même 
signe  dans  toute  l'étendue  de  linlégration.  on  peut  pi-endre 
Ax  assez  petit  pour  (|ue  la  valeur  numéri(pie  du  rapport 

r^  r  „      227ra-\  ^  ,     r^  ^ 

j        1^  cos -^jfxax:  j      fxax  (13) 

tombe  au-dessous  de  toute  grandeur  assignée,  à  cause  des 
changements  de  signe  qu'éprouve  Ic^  facteur  de  fxdx  dans 
la  première  intégrale.  Si,  enctnliv.  A.r  est  uni'  ipiantité 
négligeable  com])arativeiii(  ni  ;i  la  (Ustance  .r  —  .r„  des  li- 
mites des  intégrales,  il  est  permis  de  négliger,  nun-seule- 
ment  la  jjremièn"  intégrale  (13)  vis-à-vis  de  la  seconde, 
mais  encore  les  l(;rmes  Ax  {\fx  —  \f<^»)  vis-à-vis  de 
Axl\  fx.  cl  Ton  a 

SX  i:  fx  -^    j      fxd.r  ; 


l\Jx^    j 


FonMi  i.i;  it"i:i  i.Ku.  ■'»"»7 

de  sorte  que,  rulativement  à  iiûs  moyens  d'expériineiitalion 
et  de  mesiin; ,  les  dusses  se  passent  comme  si  un  système 
de  parties  (.liscontimies  se  transfurmait  en  un  tout  continu. 
C'est  en  vertu  de  ce  ju'incipe  que,  s'il  s'a^iit,  par  exemple, 
d'évaluer  l'attraction  d'un  corps  sur  un  autre,  on  considère 
les  deux  cor[»s  comme  des  masses  continues,  en  faisant  abs- 
traction des  pores  ou  interstices  dont  l'existence  est  mise 
hors  de  doute  par  une  formule  de  phénomènes,  mais  dont 
les  dimensions  sont  inappréciables  pour  nous. On  admet  qu<- 
la  masse  des  particules  groupées  dans  un  es[>ace  de  dimen- 
sions inappréciables,  et  qui  pourtant  peut  contenir  un  grand 
nombre  de  particules,  se  trouve  uniformément  ré[iartie  dans 
tout  cet  espace  ;  et  l'erreur  commise  doit  être  ,  par  rapport 
à  la  grandeur  mesurée,  du  même  ordre  que  les  chmcnsions 
du  volume  élémentaire  par  rapj^ort  aux  dimensions  des 
corps  observés  ;  c'est-à-dire,  (pie  l'erreur  est  inappréciable 
par  nos  moyens  de  mesure. 

Au  contraire,  lorsque  la  fonction  fx  change  de  signe  dans 
l'étendue  de  l'intégration  ,  les  deux  termes  du  rapport  (13) 
peuvent  avoir  des  grandeurs  comparables,  malgré  la  peti- 
tesse de  Aœ.  Poisson  a  tiré  de  cette  remarque  une  expUca- 
tion  ingénieuse  de  quelques-unes  des  lois  auxquelles  parait 
soumise  la  constitution  moléculaire  dos  corps. 

En  exposant,  au  commencement  de  ce  Traité,  les  prin- 
cipes du  calcul  inlinitésimal,  nous  avions  pour  tâche  de 
faire  bien  comprendre  comment  l'on  est  parti  de  la  notion 
des  variations  discontinues  pour  adapter  le  calcul  aux 
variations  continues  (pii  se  manifestent  ou  semblent  se 
manifester  dans  la  plupart  des  phénomènes  naturels.  Ce 
qui  précède  contient  l'indication  d'un  procédé  inverse,  par 
lequel  on  introduit,  pour  la  commodité  du  calcul,  une  conti- 
nuité fictive  dans  des  variations  eifedivement  discontinues. 
<'e  prnn'di''  trouxt'  surtout  snu  applirntiou  à  pi'nposde  l'éva- 
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luation  des  rapports  de  grands  nombres ,  évaluation  qui 
revient  sans  cesse  dans  la  théorie  des  combinaisons  et  des 
chances,  et  pour  laquelle  on  fait  un  usage  continuel  d'une 
formule  due  à  Stirhng,  qui  se  déduit  de  celle  d'Euler  éta- 
blie ci-dessus,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  le  para  - 
graphe  suivant. 

§  2.  Application  à  la  formule  deSlirling. 

598.  Proposons-nous  d'appliquer  la  formule  d'Euler  à 
l'évaluation  de  la  somme  des  logarithmes  des  nombres  en- 
tiers, depuis  1  jusquà  x  inclusivement  :  nous  aurons 

Aj:  ==  1 ,    /  log  xdx  =  X  log X  —X  -\-  const., 

1  1.2  1.2.3.4 

rx==-,    f"'x=^—,    rx  = ^,etc., 

X  x^  x^ 

En  conséquence,  la  formule  (4)  donnera 

log  [I  .2.3 x)  =  C  +  xWj.x—x-\-  -loga;  +  — 

Ba  B„  I$T 

—H r  +  etc.  (U) 

3.4.:c'       o.6.a;5      7.8.x^ 

Nous  en  déduirons,  en  remplaçante  par  ±x, 
Iog[i.2.3. .  .(2x— 1)2a;]=:G4-2xlog2j:— 2x-|--log2x-f  — -etc. 

Mais  on  a  identiquement 

I  .2.3..  .(2x  — 1)2j;  =  2*.i   2.3.  ...cl. 3. 5 (2j;-  1), 

et  par  consé([uenl,  • 

log(l  .2.3 x)  +  log  [1 .3.5 {ix  -  1)] 

\  H. 

=  C  +  X  log  2  +  i.r  log  X  —  ix  +  -  log  2x  +  —  —  etc. 

1:11  'tMrihiuaul .   p.ir   \(tii'  de  sonslr;i<'lioii.  l'iMpiation  (14) 
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avLT  ct'lle-ci.  nous  obtiendrons  colhi  rurnuilr  oii  n'cnlre  [dus 
kl  constante  C, 

log[1.3.5...(5ar  — 0]=Cj;+ -^log2  +  xlogx— X !-+elc.  (I5| 

On  a,  (l'autre  \)iivl, 

(1.2  3 X.2')' 

^ — ^  =  2.2.4.4.0.0 (2x  —  i}(2x--  2)2jr, 

[1.3.J)....(2x— 1)]'=1.3.3.5.y.7 (2x  —  3H2.C  —  0{2x  -  \); 

et  en  combinant  ces  équations  avec  les  fornuiles  (14)  et 
(15).  d'après  les  règles  du  calcul  logarithnii(|ue,  on  trou- 
vera sans  difficulté 


log 


2.2  4.4.0  0....I2./-—  2)(tr~  2)lr 
1.1.3.3. o.5.7....(2x—3)(2x  —  1)(2x—  I 


—  2C  —  2  log  2 

+  --i  +  eto. 
2  X 


Maintenant^  cjuand  on  fait  converger  x  vers  l'infini,  le 
premier  membre  de  Téquation .   d'après  le  théorème  de 

Wallis  [404] ,  converge  vers  la  limite  log  ^,  tandis  que  le 

second  membre  se  réduit,  pour  .r  =  x  .  à  2C  —  2  log  2, 
d'où  Ton  conclut  C  =  log.  l/2;r,  et  par  suite 

log  (1 .2.3 x)  =  log  \/Tr:+  x\og,x  —  x+^  log  X 

n.  H.  15.  lir 


2.r       3.4^^       u.Ox^       7. «.a 


-, -f-elc.  (16) 


Faisons  dans  cette  équation  jr  =  1000,  nuiltiplions  par 
le  module  des  tables  04]  les  termes  non  alfcctés  du  signe 
l(i(j.,  afin  ipic  la  somme  se  rapporte  à  des  logarithmes  ta- 
bulaires, et  arrêtons  la  série  au  tenue  cpii  a  [)our  coeni- 
rient  B3  :  nous  trouverons 

lojî.  vulg.(1. 2.3.. ..4000)  =  2507, 0040442221.328 

valeur  e\M(  le  ju.<5(pr.-i  la  tr^izièmi'  décimale.  Si  l'on  prônait 
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.r=:=10,  el  qu'un  poussât  jusqu'au  terme  atleclé  du  cuof- 
ficient  B^j,  on  trouverait  une  valeur  exacte  jusqu'à  la 
vingtième  décimale  (*). 

Ce  calcul  nous  apprend  que  le  nombre  1.2.3  .  . .  1000, 
exprimé  dans  notre  système  de  numération,  a  2568  chif- 
fres, dont  les  quatre  premiers  sur  la  gauche  sont  4023  ;  de 
sorte  qu'il  se  trouve  compris  entre 

4021.10-^''*    et    4023.10'=*». 

Dans  la  théorie  des  chances,  on  a  précisément  à  assigner 
les  rapports  de  très  grands  nombres  (jue  les  règles  de  l'ana- 
lyse combinatoire  donnent  sous  forme  de  factorielles,  et 
dont  le  calcul  arithmétique  serait  tout  à  fait  impraticable. 
Or,  pour  assigner  ces  rapports  avec  une  approximation  suffi- 
sante, comparable  à  celle  que  comporte  la  détermination 
des  constantes  empiriques,  il  suffit  évidemment  de  déter- 
miner pour  chaque  terme  du  j-apport,  comme  on  vient  de 
le  faire  pour  la  factorielle  1 .2.3  . . .  1000,  la  caractéristique 
de  son  logarithme  et  les  premiers  clnifres  de  la  partie  dé- 
cimale. 

599.  Si  l'on  faisait  dans  l'équation  (14)  x=i,  on  en 
tirerait 

^        ,         n  Ha         LV.    ,     B,  Ba  Bm 

C  =  I 1 etc., 

1.2      3.4      5.()      7.8       9.10^11.12 

ou  bien,  par  la  substitution  des  valeurs  trouvées  [593]  pour 
les  nombres  de  Bernoulli, 

C=l  —0,08333....  +  0,00275....  —  0,00079.... -|-  0,00059.... 
-  0,00084....  +  0,00209....  —etc.  ; 


(')  V{t}(v.  riiUroiluclioii  |il;ic('('  p.ii  liMc  do  ropusciilc  iiitiliilc  :  Tahularum  ad 
faciliorem  el  breviorem  pinhahilitittix  rnmpulatUmnn  iitiUiim  niueax,  i»ar  /''•- 
fini.  fi(i|i<'nli,imio,  lS2,t. 
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ce  (}iii  siiftit  |ioiir  manifosicr  la  di vergence  de  la  si'ric.  rt 
pour  montrer  ([ii'elle  no  jieiit  servir  à  (léleiiuiiier  la  valeur 
de  la  constante  C. 

La  série  qui  p^oc^de  suivant  les  puissances  impaires  et 
négatives  dex,  dans  les  équations  (14)  et  (15),  est  pareille- 
ment divergente  ;  mais  quand  on  prend  pour  x  le  nombre 
1000.  le  terme  affecté  de  B,  n'influe  déjà  plus  que  sur  les 
décimales  d'un  ordre  supérieur  au  1  T  ;  et  il  faudrait  em- 
brasser un  nombre  immense  de  termes  pour  que  la  diver- 
gence de  cette  série  se  manifestât,  par  suite  de  l'accroisse- 
ment progressif  des  coefficients  B.  Si  Tonjjrenait  seulement 
.T=:  10,  le  terme  affecté  de  Bj  serait  moindre  qu'une  unité 
décimale  du  S""  ordre  ;  et  le  nombre  de  termes  qu'il  faudrait 
embrasser,  pour  rendre  sensible  la  divergence  de  la  série, 
serait  encore  trop  grand  pour  ([u'on  pùf.  dans  la  pratique, 
en  effectuer  le  calcul. 

Cependant  il  suffit  que  la  série  finisse  par  diverger  pour 
qu'on  ne  puisse,  en  l'employant^  attribuer  aux  calculs  une 
rigueur  mathématique,  cpae  sous  la  condition  d'assigner 
une  limite  au  reste  négligé  [25].  Or,  cette  limite,  dans  le 
cas  particulier,  se  déduit  avec  une  grande  simj)licité  de 
celle  (pie  Poisson  a  assignée  au  reste  de  la  série  d'Euler.  Il 
faut  seulement,  pour  (tbtenir  des  limites  assez  resserrées, 
changer  l'origine  de  la  sommation.  Ainsi,  nous  pourrons 
décomposer  la  somme  S^  log  x  en  S',"  log  .r  -{-  S/,  log  .r, 
et  rien  n'empêchera  de  calculer  directement  la  constante 
S',**  log  a;  avec  toute  l'exactitude  désirable.  Ou  aura  ensuite 

S;,logx  =  xlog.r  — x+1  —  Il  l^^gM 

i.iVH     .i7^:kaVii'     W     5. g  Vu»     W 

Quand  on  arrête  la  série  au  terme  affecté  de  B^,  le  reste 
négligé  tombe,  d'ap^^s  ce  (pii   précède,    au-dessous  d'une 
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unité  décimale  du  8"  ordre,  quelle  (jue  soit  la  valeur  x  assi- 
gnée à  la  limite  supérieure  de  l'intégrale. 

Au  surplus,  M.  ï.iouville  a  mis  le  reste  de  la  série  (16), 
arrêtée  au  terme  all'ecté  de  B...,,  sous  la  forme 


J   0 


<.'2.3...('2î  +  2) 


fa  désignant  la  ftmclion [^92],  et  6  un  nombre  com- 
pris entre  zéro  et  Funité  (').  Si  donc  Ton  représente  par 
^2t+2  1g  maximum  numérique  de  la  fonction  r-'+^a,  entre 
les  limites  0,  oo  ,  le  reste  négligé  sera  numériquement  plus 
petit  que 


2)jo 


< .2.3... (2i  +  2) J  0  (21  -t-  \){ii  +  2).c*'+' 

Quand  on  ne  conserve  dans  la  série  (16)  que  les  termes  in- 
dépendants des  coefficients  B,  ce  calcul  donne  pour  l'expres- 


sion du  reste  négligé 


l-J\-''l"'io.)d,, 


et  la  valeur  maximum  de  la  fonction 

P^  ^  g^[(^-2)e^  +  .+2] 

est,  comme  M.  Liouville  le  fait  voir,  f  (0)  =  J-=  B,.  Dans 
ce  cas,  par  conséquent,  le  reste  négligé  tombe  au-dessous 

de  ^  ;  et  si  x  est  de  l'ordre  des  mille,  le  reste  est  moindre 

qu'une  unité  décimale  du  4"  ordre.  Ce  calcul  ,  où  Von  met 
à  profit  la  détermination  exa(  le  de  la  constante  C,  a  donc  , 

.sur   celui   (pie   nous  avons  iii(li(|u<'.  l'avanlaLie    d'allénuer 


(')  Jiiiirnul  (If  m(illtrm(ili(jii(.\  :.  IV,  p.  3(7. 
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la  vali'iir  assif,m(5e  à  la  limite  du  rcslo  néglii^'é  ,  (juand 
un  .supprime  dans  la  formuk;  de  Slirliuu  tous  les  termes  où 
entrent  les  nombres  de  Bernoulli.  Mais,  pour  que  cette  sup- 
pression soit  permise,  il  faut  (jue  x  désigne  un  grand  nom- 
bre, au  moins  de  Tordre  des  mille  :  au  cas  contraire ,  on 
arrive  plus  simplement,  par  les  considérations  que  nous 
avons  présentées,  aune  valeur  de  la  limite  du  reste,  dont 
la  petitesse  suffit  dans  toutes  les  applications. 

§  3.  De  l'iuterpolalioD. 

600.  Nous  avons  eu  plusieurs  occasions  de  parler  du  pro- 
blème de  l'interpolation  [21],  dont  l'objet  est  d'assigner 
une  fonction  continue,  susceptible  d'une  expression  mathé- 
matique, laquelle  prenne,  pour  certaines  valeurs  de  la  va- 
riable indé[»Lndante ,  des  valeurs  déterminées,  qui  sont 
celles  d'une  autre  fonction,  continue  ou  discontinue.  Lors- 
que cette  dernière  fonction  est  continue,  et  que  les  va- 
leurs entre  lesquelles  il  s'agit  d'interpoler  sont  suffisamment 
rapprochées  les  unes  des  autres,  on  admet  que  les  deux 
fonctions  se  confondent  sans  erreur  sensible  dans  l'inter- 
valle de  ces  valeurs  ;  par  la  raison  que  deux  courbes  se 
confondent  sensiblement  dans  l'intervalle  des  points  qui 
leur  sont  communs,  lors([ue  les  points  communs  se  trouvent 
suffisamment  rapprochés,  et  que  ni  Tune  ni  l'autre  courbe 
n'éprouve  de  solution  de  continuité  dans  l'intervalle. 

Le  problème  de  l'interpolation  est  évidemment  indéter- 
miné de  sa  nature  :  à  certains  égards  il  peut  être  con- 
sidéré comme  une  application  de  la  théorie  mathématique 
des  chances;  nous  n'avons  à  en  traiter  ici  qu'en  tant  qu'il 
se  rattache  au  calcul  des  différences  finies. 
Reprenons  la  formule  des  n°*  43  et  582 

n  n(n  —  i)    .  n(n—i)(n—i) 
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oïl  y  est  iinci  ibnction  de  la  variable  x,  donnée  pour  les 
valeurs  a;  =  0,  œ=z\x,  x=^1\x, .  . .  x=zn\x.  Posons 
n\x  =  x,  if„=zfx,  ?/o  =  A^)  •  ^^^^^  formule  deviendra 

Si  la  valeur  y^  ne  correspondait  pas  à  x  =  ().  mais  SiX  =  x^, 
il  faudrait  remplacer,  dans  le  second  membre  de  l'équation 
précédente,  x  par  j;  —  ^ToCt  f{0)  par/>„. 

Lorsque,  dans  la  formule  (17)  dont  l'analogie  avec  la 
série  de  Maclaurin  est  manifeste,  on  fait  or  =  0,  x=:Ax, 
X  =  2 Arc, , .  .x=i  iiAx,  on  retombe  sur  les  valeurs  y^,  y^. 
7/j, . . .  î/„,  qui  ont  servi  à  former  les  différences  Aî/o,  A'j/o,.  . . 
A"î/o  :  mais  on  peut  admettre  aussi  que  l'équation  (17)  sub- 
siste pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires  de  x,  et  alors 
cette  équation  remplit  le  but  d'une  formule  d'interpolation. 
Rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  la  mette  sous  la  forme 

fj:  =  Ao  +  A,.r  +  Aç^^  +  Asx'  +  etc. ,  (i  8) 

Ao,  A,,  A,, .  .  .A„  désignant  des  constantes  données.  Il  faut 
supposer  que  les  différences  A,  A*,  A^,  etc.,  vont  en  dimi- 
nuant, de  manière  qu'on  pui.sse  s'arrêter  aux  différences  de 
l'ordre  n,  en  négligeant  celles  des  ordres  supérieurs;  et 
alors  les  formules  (17)  ou  (18)  ne  contiennent  qu'un  nombre 
fini  de  termes  ;  en  sorte  que  la  fonction  fx  se  trouve  rem- 
jtlacée  par  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x. 

GOl.  Si  les  différences  des  ordres  supérieurs  à  l'ordre  n 
étaient  rigoureusement  nulles,  rien  ne  s'opposerait  à  ce 
(ju'on  prolongent  indéfiniment,  en  avant  et  en  arrière  du 
terme  jiris  pour  (irigine,  la  table  des  valeurs  de  fx  :  soit 
(ju'on  euii>loyàl  à  cet  effet  la  furuiule  (17)  ;  soit  (pi'on  fit  de 
proclie  eu  |iroclie  le  calcul  des  différences  des  ordres  infé- 
rieuis  pai'  (h;  simples  additions.  Ou  j»eut  encore  se  per- 
Micltre  (le  prnlonL:er  I.i  l.ibli  .  si  les  difl'/'reiices  de  l'ordre  // 
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sont  seulement  très  petites,  en  les  traitant  comme  nulles  : 
mais  alors  il  est  nécessaire  rl'avoir,  aii-fîolà  <les  limites  pri- 
mitives de  la  table,  quelques  valeurs  connues  dcfx,  servant 
de  repères,  et  dont  l'accord  avec  les  valeurs  calculées  donne 
une  garantie  suffisante  de  l'exactitude  des  valeurs  intermé- 
diaires, aux  quantités  près  de  l'ordre  de  celles  qu'on  a  droit 
de  négliger.  Les  limites  entre  lesquelles  on  aura  été  auto- 
risé à  proloTiger  la  table,  sont  celles  entre  lesquelles  on  sera 
en  droit  d'employer  l'équation  (17),  comme  formule  d'in- 
terpolation. 

Lorsque  les  tables  sont  dressées  pour  des  valeurs  de  la 
variable,  tellement  rapprochées  qu'on  puisse,  dans  une 
certaine  étendue,  considérer  les  différences  du  premier  or- 
dre comme  constantes,  et  les  différences  des  ordres  supé- 
rieurs comme  nulles,  l'interpolation  se  réduit  au  calcul  des 
parties  proportionnelles,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  souvent  ex- 
pliqué. 

602.  Quand  on  applique  la  formule  (3)  au  calcul  numé- 
rique de  lintégrale  définie  /    fxdx,  il  peut  arriver  que  la 

»/    xo 

fonction  fx  ne  soit  donnée  cpie  par  une  table  qui  fournit 
seulement  les  moyens  de  calculer  d'une  manière  approchée 
[44]  les  valeurs  des  dérivées  fx,  fx,  f"x,  etc.  Admettons 
que  cette  table  donne  les  valeurs  de  fx  pour  des  valeurs 
équidifférentes  de  .r,  l'intervalle  des  limites  x — x,  étant 
toujours  un  multiple  de  ^x.  Employons  comme  quantités 
auxihaires  une  variable  ::  et  une  fonction 

de  sorte  qu'on  ait 

f-'  (0)  =P'x-  f'^x, ,  aY  (0)  =^'fx-  Vf  x,i  (I  !)) 

et  supposons  rpie  la  variable  z  prenne  successivement  les 
valeurs  0,Ax,  2A.r,  3A.r,  etc.  :  la  formule  (17)  donnera, 
par  le  simple  changement  de  /'en  f  et  de  .r  en  z, 

T.  11  30 
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f,  ==  f  (0)  4-  ^  ,f  (0,  +  'j^^^  A«f(0)  +  etc. 

Si  maintenant,  conformément  au  principe  de  l'interpola- 
tion, on  regarde  cette  formule  comme  subsistant  pour  des 
valeurs  quelconques  de  2,  on  pourra  diilérentier  les  deux 
membres  comme  des  fonctions  continues  de  z  ;  et  en  faisant 
ensuite  2=0,  on  obtiendra 

Axf'(0)=  Af  (0)  -  •  A^f  (0)  4-  1  A»f  (0)  -  I  A*f  (0)  +  etc., 
^x'  f  "  (0)  =  A^  f  (0)  —  ]  A*f  (0)  +  etc., etc. 

Remettons  pour  f'(0),  f"'(0), .  .  .  ,Af(0),  A'f(O),...  leurs 
valeurs  données  par  les  équations  (19),  et  substituons  dans 
la  formule  (3)  :  il  viendra 


r: 


fxdx  =  ^x 


\  \  1 

f  X  A —  fx fxo (a  /"x  —  A  f  xA 


2  2  12 

+  ^  (^'  /"^  -  ^'  /"-^o)    -  ^  (AYa--A'Ao) 


3  863 

+ (A*A-  —  -^Y^o)  — (-^^  A  —  ^^  Ao)  +  etc. 

^  160  ^  /    0/         60480        '  /    o/T 

formule  donnée  par  Laplace  dans  la  Mécanique  céleste.  Il 
faut  supposer  que  la  table  des  valeurs  de  fx  s'étend  au-delà 
de  la  limite  supérieure  de  1  intégrale,  pour  qu'elle  déter- 
mine implicitement  les  différences  \(x,  ^i-r,  yfx,  etc.. 
relatives  à  cette  limite  supérieure. 

603.  Le  probl^me  inverse  de  l'interpolation  consiste  à 
déterminer  la  valeur  de  r  qui  répond  ?i  une  valeur  donnée 
fxdii  la  fonction/'.  Quand  on  euijiluie,  comme  formule  d'in- 
terpolation, l'équation  (17),  la  solution  de  ce  problème 
revient  à  la  résolution  d'une  équation  algébrique  de  degré 
n,  A"/*(0)  élan!  la  plus  baute  différence  conservée  dans  la 
formule.  Mais,  au  lieu  de  fain^  usage  pour  cette  résolution 
des  métbodes  générales  dont  l'apiilication  est  si  pénible,  on 
a  recours  à  des  approximations  successives,  .\insi  l'on  posera 
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^x    fx  -  f(0) 


X 


Vx         ^f[i)) 
F.T  étant  une  fonction  do  x  qui  a  pour  valeur 

W     l\.<i.sf\o)    \ix       I  W      Ji.^.B.sfioy 
On  prendra,  pour  une  première  valeur  approchée  de  x^ 

V(o» 
pour  seconde  approximation 

^x     fx  -  f{0)  IX      fx~f{0) 

et  ainsi  de  suite. 

Le  problème  de  l'interpolation  comprend,  comme  cas 
particulier,  celui  de  Vintcrcalalion,  qui  consiste  à  insérer, 
entre  les  valeurs  données  par  une  table,  un  nombre  déter- 
miné de  valeurs  intermédiaires.  On  suppose  ordinairement 
que  les  termes  intercalés  doivent  être  équidistants,  comme 
les  termes  de  la  table  primitive. 

COi.  Si  la  table  ne  donnait  pas  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion pour  des  valeurs  équidifferentes  de  la  variable  indé- 
pendante, ainsi  qu'on  Fa  supposé  dans  ce  qui  précède,  il 
faudrait  recourir  à  d'autres  formules  d'interpolation.  On 
pourrait  en  donner  dont  la  construction  se  rapporte  au  cal- 
cul des  différences  Unies  ;  mais  il  est  plus  simple,  et  il  suf- 
fit, pour  notre  but,  de  poser  directement  avec  Lagrange 

y  =  Xo.Vo  +  X,y,  +X,»/,  + +  X-y.  : 

.'/oi  f/i)  Vî'  ■  •//.  désignant  toujours  les  valeurs  données  de  la 
fonction  i/,  qui  correspondent  aux  valeurs  Xo,  Xy,  Xj...x,  de 
la  variable  x  ;  et  X.  étant  une  fonction  de  .t.  qui  se  réduit  .\ 
l'unité  pour  x-=x-  et  à  zéro  pour  .rrzrj-. .  quand  l'indice 
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f'  a  toute  autre  valeur  que  i.  Il  est  clair  qu'on  satisfait  à 

cette  double  condition,  en  prenant 

_     (x  —  X,)  (x  —  x„) (x  —  x.)  _ 

(x.  — Xj  {Xi  —  X,) (x,  —  x„) 

on  pourrait  d'ailleurs  y  satisfaire -d'une  infinité  d'autres 
manières,  parce  que  le  problème  de  l'interpolation  est  es- 
sentiellement indéterminé. 


CHAIMTKE  m . 

DE     L  LNTfc;(JUATlON     DES     É^JLATIONS     Al  X     DlFFÉRKNCKb     tLSlES, 
KNTRE    DEUX    VARIABLES. 


605.  Étant  donnée  une  équation  aux  différences  finies, 
entre  deux  variables  x  et  j/,  on  peut  toujours  supposer  que 
l'intervalle  Ax  des  valeurs  de  la  variable  indépendante  est 
constant,  et  prendre  cet  intervalle  pour  unité  [583].  Si  Ix 
n'était  pas  un  nombre  constant,  mais  une  fonction  de  x 
seul,  ou  de  x  et  de  y,  on  pourrait  regardera;  et  y  comme 
des  fonctions  du  nombre  entier  i,  positif  ou  négatif,  cjui  fixe 
le  rang  du  terme  a;,  dans  la  série  des  valeurs  de  a;,  et  celui 
du  terme  correspondant  y.  dans  la  série  des  valeurs  de  y. 
Les  variables  x  Qiy  seraient  alors  définies  en  fonction  de 
l'indice  i  par  deux  équations  aux  différences,  auxipielles  on 
pourrait  appliquer  le  procédé  d'élimination  indiqué  au  su- 
jet des  équations  différentielles  [165],  de  manière  à  arriver 
A  une  équation  finale  d'où  l'une  des  variables  x,y^  et  ses 
différences  se  trouveraient  chassées.  Dans  cette  équation 
finale,  qui  serait  en  général  d'un  ordre  supérieur  à  celui  de 
l'une  ou  de  l'autre  des  équations  proposées,  la  variable  in- 
dépendante i  varierait  par  intervalles  constants,  égaux  à 
l'unité. 

Au  reste,  dans  la  plupart  des  problèmes  auxquels  s'ap- 
plique l'intégration  des  équations  aux  différences,  en  tant 
ipi'elle  a  pour  but  d'exprimer  le  terme  général  d'une  série, 
la  loi  de  génération  de  la  série,  tlont  Vétiiiation  aux  diffé- 
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iL'iices  est  la  Iradiicliun,  se  trouve  immédiatement  exprimée 
au  moyen  de  l'indiee.  (jui  remplit  ainsi,  sans  qu'il  soit  hesoin 
de  transformation  préalable ,  l'ollice  de  variable  indépen- 
dante. 

606.  Une  équation  aux  différences  de  l'ordre  n,  dans  la- 
quelle la  variable  indépendante  x  a  des  incréments  con- 
stants, égaux  à  Tmiité,  peut  être  représentée  généralement 
par 

^(^>y7^y,^'y, i^'y)  =  O  ;  ou  par  F{x,y,y^,i/„ r/„)  =0, 

si  Ton  exprime  les  différences  successives  en  fonction  des 
valeurs  consécutives  de  y  [582].  En  conséquence  on  tire, 
d'une  équation  du  premier  ordre,  ?/,  exprimé  par  le  moyen 
de  y  ;  d'une  équation  du  second  ordre,  y^  exprimé  au 
moyen  de  ?/,  et  de  y  ;  et  généralement  une  équation  du  if 
ordre  fait  connaître  la  valeur  numérique  d'un  terme  de  la 
série,  au  moyen  de  la  valeur  des  n  termes  précédents.  Réci- 
proquement, l'intégrale  de  l'équation  aux  différences,  ou 
l'expression  analytique  du  terme  général  de  la  série  engen- 
drée, doit  contenir  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'exposant  n  de  l'ordre  de  l'équation  :  la 
détermination  de  ces  n  constantes  devant  équivaloir  à  la 
détermination  des  n  termes  qu'il  faut  se  donner  arbitrai- 
rement, pour  pouvoir  construire  numériquement  la  série 
au  moyen  de  l'équatiijn  proposée.  Ces  remanjues  sont  tel- 
lement analogues  à  celles  (jui  se  présentent  dans  la  tliéorie 
des  équations  diiférenlielles,  qu'il  sullit  de  les  indiquer  ici. 

607.  Considérons  d'aljord  ré'iju.itioii  géuéralc  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre 

\j/  -\-  Il  fx  -  fr, 

on  [i(»s.r;i.  ((nuiiic  au  n"  'lîO,  y  =^01,  cecjui  donnera 

OM  -f  (so  -1^  \o.  it  -f  ot   fx  =  f./ . 
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En  raison  de  l'indétermination  des  fonctions  Q,  l,  cette  équa- 
tion est  susceptible  de  se  décomposer  dans  les  deux  sui- 
vantes 

Oit -{- Vj  .  ^t  =  ïx  ,      iO-\-0fx  =  O. 

Pour  faciliter  l'intégration  de  la  seconde,  faisons  0  =  e'  :  il 
viendra  [589] 

d'où 

e^'=z\-fx,      Az=log  (I  — /"x),     z  =  l.]og(1  — /"x), 

et  enfin 

e  =  e»  =  Fx  , 

en  désignant  par  Fx  le  produit  de  toutes  les  valeurs  que 
prend  la  fonction  1  — fx  entre  les  limites  de  l'intégrale  1, 
Cette  fonction  F  ainsi  déterminée,  on  aura 


ïx 


îx 
y  =  Vx .  i  • . 

Dans  le  cas  où  la  fonction  fx  se  réduit  à  une  constante 
1  —  a,  cette  formule  donne 

ix 

et  si  la  fonction  fx  se  réduit  aussi  à  une  constante  b,  il 
vient 

En  général,  quand  la  fonction /'devient  constante,  l'inté- 
gration s'effectue  toutes  les  fois  que  f  désigne  une  fonction 
rationnelle  et  entière. 

On  peut  remarquer  que,  si  la  constante  a  se  trouvait  né- 
gative, il  serait  impossible  de  considérer  y  comme  une  fonc- 
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lion  continue  de  x  [2],  à  moins  que  la  constante  arbitraire 
ne  vînt  à  s'évanouir,  ce  qui  ferait  disparaître  a'  de  lY'qua- 
tion  précédente.  Mais,  dans  Thypotlièse  où  y  désigne  le 
terme  général  d'une  série,  et  x  un  indice  qui  ne  comporte 
que  des  valeurs  entières,  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  la  con- 
stante a  soit  négative  :  il  en  résulte  seulement  (jue  les 
valeurs  consécutives  de  a'  sont  alternativement  positives  ou 
négatives. 

G08.  Considérons  l'équation  linéaire  aux  différences, 
d'un  ordre  quelconque,  qui  a  pour  forme  générale 

l'y  +  P.r-V  +  Q.A-^y  + +  Uy  =  V, 

P,  Q....  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x,  ou  (ce  qui  re- 
vient au  même,  attendu  que  les  différences  des  divers  ordres 
s'expriment  en  fonctions  linéaires  des  valeurs  successives 
de  la  variable  indépendante) 

y.4,  +  ?//.+„_.  +  Qy.+„_,  + +  Uy.  =  V  .  (a) 

On  prouve,  comme  pour  les  équations  différentielles  ana- 
logues, que  l'intégration  de  {a)  se  ramène  à  celle  de  l'équa- 
tion 

y.+,  +  P;y.+„_,  +  Q,y.+,_,  + +  Vil,  =  0 .  (6) 

Si  l'on  désigne  par  yj*\ijj^\  etc.,  des  valeurs  de  y,  pro- 
pres à  vérifier  l'équation  (b),  celle-ci  a  pour  propriété  carac- 
téristique, comme  ré(|uation  différentielle  correspondante, 
d'être  encore  véritiée  par  la  valeur  ij^  z=  1.  Cl.///' ,  les 
coellicients  C.  désignant  des  constantes  arbitraire*.  Par  con- 
séquent, si  l'on  connaît  n  solutions  ou  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (^),  on  en  aura  l'intégrale  générale 
avec  les  ji  constantes  exigées.  L'ordre  de  l'éciuatiou  à  inté- 
grer s'abaisse  d'une  unité,  .si  l'on  connaît  une  intégrale 
particulière,  et  ainsi  de  suite  [462]. 

Les  n  intégrales  jjarticulières  s'obtiennent  très  aisément 
quand  les  coefficients  P,  Q....r  sont  dos  constantes  ;  car,  si 
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Ton  pose  y,  =r  m',  d'où  7/^+,  =  m-'+V  on  a,  [lOur  dt'ttT- 
miner  m,  réc^ualion  algébrique 

7n'  +  Pm-'  +  Qm-»  + +  U  =  0  ;  [m) 

et  si  l'on  en  désigne  les  racines  par  7?i,.  nu....m„,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (b)  prend  la  lornie 

y,  =  C,mi'  +  Cjw,'  + +  aw„'. 

609.  Nous  appliquerons  ce  qui  précède  à  un  problème 
assez  cnrieux  d'analyse  combinatoire  que  l'on  peut  énoncer 
comme  il  suit,  en  convenant,  pour  plus  de  brièveté,  d'ap- 
peler le  nombre  m  Ver  posant  d'une  combinaison  m  h  m  : 

«  Sur  le  nombre  tutal  des  combinaisons  que  l'on  peut 
faire  avec  un  nombre  d'objets  désigné  par  x,  en  les  pre- 
nant 1  à  1,  2  à  2,  3  à  3,... X  à  a-,  déterminer  séparément 
le  nombre  de  celles  dont  les  exposants,  divisés  par  un  cer- 
tain module  n,  donnent  pour  reste  l'un  des  nombres  0,  1, 
2,  3^...  n — 1.  » 

Désignons  par  i/\  if\  if\..Af^  les  nombres  à  détermi- 
ner, qui  sont  autant  de  fonctions  discontinues  du  nombre 
X.  Si  X  augmente  do  l'unité,  il  est  clair  que  le  nouvel  objet 
à  combiner,  introduit  dans  les  combinaisons  de  la  classe  r 
(ou  dans  celle  dont  l'exposant,  divisé  par  n,  donne  pour  rt'- 
sidu  r),  les  fait  passer  à  la  classe  r  -f  1 ,  et  (pie  de  plus  cet 
objet,  pris  seul,  donne  une  nouvelle  combinaison  à  expo- 
sant 1 .  Va\  conséquence  on  a 

et  par  suite 

A«y°)  ==  AJ/(-",       A»?/("  =  JkJ/W  ,        A»y'^  =  ^y^ 

En  continuant  de  prendre  les   différences  successives,  jus- 
qu'à ce  (pi'on  soit  arrivé  à  celles  de  l'ordre  n,  en  trouv» 
linalenu'Ul 
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L'élimination  entre  les  équations  (c,),  (Cj)...(c,)  donne 

Chacune  des  équations  {d)  est  de  la  forme  A'y^=y,j 
d'où  l'on  tire,  en  exprimant  les  différences  en  fonction  des 
valeurs  successives  [582], 

n  n{n  —  1  ) 

!/^+.— j.  y.+«-,  H —-—  •  z/x-f-.-s  — =t  //x  =  yx. 

1  1.2 

Quand  n  est  pair,  le  terme  en  y^  disparaissant,  l'ordre  de 
l'équation  s'abaisse  d'une  unité,  et  il  vient 

n  n'n — <)  n  ,  , 

Pour  le  cas  de  ti  impair  on  a 

n  n{n—i) 

!/x+"—  -j-  -.yx+n-,  +'    ^   ^     •  //x+„-î— . .  .  .— 2y,=o  .(d,) 

L'équation  (m)  devient  dans  le  premier  cas 

'- =  0, 

;// 

et  dans  le  second 

{m—Vr — \—0; 
d'où  [79] 

m=z\  -\-cos  —  -_b  1     —  1  .  sin — 

in  /         ir.  . t:r\ 

=  2  cos    -  (  cos  -  ri/  _  <   .  sin  -   . 

et  en  transformant  convenabltMuent  les  exponentielles  ima- 
ginaires, 

(7T\*           rX                   /               2~\'           2~X  f 

2cos-)    cos^ l-iM,  (2cos — -)   cos f-  etc.  \    /.v 
71/            n                \             n  /             n  I    \^i 

/  r.\'     .      -rx  /  2r  \'    .      i-x 

+  N,   (  2  cos-  )   sin f-  N,  (  2cos  —  )  sin f-  etc. 

\  71/  "  \  «  y  n 
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Maintenant,  si  Ton  prend  successivement  pour  y^  cha- 
cune des  fonctions  y''',  ij'^\  jy  ""'^  un  déduira  de  la  lonnule 
{(')  les  valeurs  de  toutes  ces  fonctions  de  x,  qui  ne  dillé- 
reront  que  par  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
C,  iM,,  N,,  Mj,  N„  etc.  Quant  à  l'équation  ((/„),  il  est  clair 
que  la  formule  {e)  en  donnera  aussi  l'intégrale,  pourvu 
qu'on  ajoute  au  second  membre  le  terme  constant  —  1 . 
D'ailleurs ,  par  une  conséquence  très  connue  de  la  formule 
du  binôme  de  Newton, 

En  prenant,  par  exemple,  n  ^=  i,  et  en  déterminant  con- 
venablement les  constantes  arbitraires,  on  trouve 

1  1  /     _\^       t 

1  1  /    _\^  .    I 

I 

COS     -  tX  . 


I  I  /    _\ 

?/(')  =  -  .  2' (  [/:>  )    sni  -  Tzx 


010.  On  parvient  quelquefois  à  exprimer  les  intégrales 
des  équations  aux  différences,  au  moyen  d'intégrales  finies 
ordinaires.  Pour  faire  connaître  l'esprit  de  la  méthode,  pre- 
nons l'équation 

y^4-i  \)n  +  x)  +  II,  {ui  +  2  J-)  =  0  . 

dans  laquelle  nous  supposerons  (pu-  m  est  une  constante 
positive.  Posons 

ii  désignant  une  fonction  de  m  dans  laquelle  x  n'entVe  pas  : 
il  s'agit  de  déterminer  cette  fonction  et  les  limites  de  l'inté- 
grale, de  uKuiière  à  satisfaire  .'i  l'équalit^u  proposée. 
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Ct'lte  é(|uatioii  donne 

{m  4-  x)/h  «>,•'+'  d',>  4-  (w  -\-  2x)  fa'..'d'.>  —  0  , 
ou 

mj-a  (  1  +  '.>)  oj'  d'o  +  fil  (2oj  +  .0» )  ^ .  co^  =z  0 .  (/) 

Mais  on  a,  en  intégrant  par  parties, 

Jli  (2m  +    rj)d..>^  =  O  (2  .>   +  rj)  ./  — /ta-rf  [a  (2'-.  +   .^*)  ]    . 

Donc,  SI  l'on  prend  pour  les  limites  de  l'intégrale  deux  ra- 
cines de  l'équation 

il  (20)  +  «»»)=0, 
l'équation  [f)  deviendra 

/  [  w  (1  +  w)  nrf',j  -  d [Il  (2-.i  -I-  0,  )  ]  I  w'=  0 , 
et  l'on  y  satisfera  indépendamment  de  x,  en  déterminant  la 
fonction  Li  par  l'équation  dillérentielle 

qui  donne 

n  =  C  (2-0-1-  ,,»)*"'  , 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Après  tpi'on  a  sub- 
stitué cette  valeur  de  i>  dans  l'équation  (w),  elle  devient 

c(2«  +  c.'y  =  o , 

et  comme  on  a  su[)posé  le  nombre  m  positif,  on  y  satisfait 
en  prenant  pour  les  limites  de  l'intégrale 

«=0,  <»=  —2, 
d'où 

L'eApression  ilcvicndia  jiliis  rléganlc.  si  Ton  fait 

M  =  COS  a  —  <  ,  2w  4-  w'  ::^  —    sill'  O,  </•..  ~    —  Slll  a  f/a  , 

ce  (pii  donne 


ÉQUATIONS    AIX    DIFFÉRENCES    FIMES.  477 

l/^  =  C{—\)'  j      {\—cosy.y(s'my)"-^dx. 

On  a  d'ailleurs,   pour  déterminer  la  constante  arbitraire  C, 
au  moyen  de  la  valeur  initiale  j/„,  Téquation 

,/„  =  cr(sin  ..)"•-•  rh. 

611.  Pour  donner  un  exemple  d'intégration,  dans  le  cas 
oh  l'on  ne  suppose  pas  constante  la  différence  de  l'une  des 
variables,  concevons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  en  fonction 
de  X  la  quantité  1/^  qui  satisfait  à  Téipiatioii 

,V,,=z^.'-2,  (g) 

ou  le  terme  général  de  la  série  des  valeurs  de  y  (}ue  l'on 
construirait  avec  cette  équation  :^  les  valeurs  initiales  de 
x,y  étant  x^y  y^.  Soit  i  l'indice  de  deux  termes  qui  se  cor- 
respondent dans  la  série  des  valeurs  de  x  et  dans  celle  des 
valeurs  de  y  ;  on  aura 

x.-^,  =  2x, ,  (i/,)  y,+.  =  .y?  —  2 .  (g,) 

L'équation  (j/,)  est  linéaire  et  a  pour  intégrale 

Si  l'on  met  la  valeur  initiale  y^  sous  la  forme 

yo^c+-,  (h) 


1  1  '1 


l'équation  (g^)  donnera 

!/,  = 

et  par  suite 

y  =:  c'*  -|-r~'o. 

On  doit  remarquer  que  la  dernière  équation,  qui  est  l'in- 
tégrale complète  de  (g),  renferme  les  deux  constantes  arbi- 
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Iraircs  et  indépendantes  2„.  c,  ou  x^,  y^  ;  parce  qu'en  effet 
réqnation  ({/)  ne  i)eul  être  construite  qu'après  qu'un  l'a 
transformée  dans  le  système  des  équations  ((/,)  et  ((/,),  et 
qu'on  s'est  donné  arbitrairement  a;„,  »/„. 

612.  Parmi  les  problèmes  de  pure  géométrie,  dont  la 
solution  peut  se  raltaclier  à  l'intégration  d'équations  aux 
différences,  entre  des  variables  continues,  nous  citerons  le 
suivant,  connu  sous  le  nom  de  problème  ^c.s  trajectoires  ré- 
ciproques. 

On  demande  de  tracer  une  courbe  MM'  {/îf].  104)  telle 
que,  si  l'on  construisait  la  courbe  NN'  qui  lui  est  symé- 
trique par  rapport  à  l'axe  des  y,  et  si  l'on  imprimait  à  celle- 
ci  un  mouvement  de  translation  parallèlement  à  l'axe  des 
y,  elle  couperait  toujours  la  première  sons  un  angle  constant 
a=:zsat  ;  as,  at  étant  les  tangentes  aux  deux  com-bes,  me- 
nées par  le  point  a  où  elles  coupent  l'axe  des  y. 

Soient  p,q  deux  points  pris  sur  l'axe  des  x  à  égales  dis- 
tances de  l'origine  ;  menons  les  ordonnées  pm^  7««'.  et  tra- 
çons la  trajectoire  v/  qui  passe  par  le  point  n'  :  l'angle 
vn'q  =  N»</,  puisque  la  trajectoire  NN  s'est  transportée  en 
vv'  en  glissant  parallèlement  à  l'axe  des  y  ;  l'angle  Nwg  est 
égal  à  Ump,  h  cause  de  la  symétrie  des  courbes  MM',  NN' 
par  rapport  au  même  axe  ;  donc  l'angle  an'v  =  an'q  -{-  <7?j'v 
=  an'q  -\-  Ump.  Mais  on  a  aussi,  par  hypothèse,  au'-^  =a, 
et  si  l'on  désigne  par  fx  l'ordonnée  de  la  courbe  MM',  pin: 
j-  et  —  X  les  abscisses  Oq,  Oj),  il  viendra 

1  1 


par  conséquent  la  fonction  /'  .r  doit,  d'a[)iès  1rs  conditions 
ilti  ]»roblème,  vérifier  la  ni, il  ion 

air  inng-^-f-arclang^^^^^..  (0 
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Posons 

1  1 

—  -  «  -f  arc    tang-—  =  (x  :  [k) 

2  f  X 

l'équation  (i)  devient  ix-}-ï{  —  a)  =  0  ,  et  elle  expriuic  que 
la  fonction  f,  qui  d'ailleurs  peut  être  prise  arbitrairement, 
est  une  fonction  impaire. 
On  tire  de  l'équation  {k) 

1  1  —  tang-j  y.,  tang  fx 

tang(i  y.  +  f^)  tang  J  a  -+-  tang  îx    ' 

mais  quand  îx  désigne  une  fonction  impaire  quelconque, 
taîig  ïx  désigne  aussi  une  fonction  impaire  quelconque  : 
donc  on  peut  écrire  plus  simplement 

-f  — tans  i  a.fx 

f'x=  ■ — . 

'  laug  A  .'  +  i'x 

et  par  suite 

'       J    tang  \  ■^+ïx 

rintégration  amenant  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  voulait  rattacher  cette  solution  au  calcul  intégral 
aux  différences,  on  poserait 

1  f 

arc  tang  —  =  y.,     arc  tang      _      =  ,'A^.,,,    x,^.,  =  —  x, , 

f  X  f  [      X) 

d'où 

x,=ai—i)\     ;/,--!:,  +  6  (_4)S        ^ 

et  en  éliminant  /, 

i  b  I 

y,  =  -a  -|-_j.=      a+  CX. 
2         fl  <2 

Les  lettres  a,  h,  c  désignent,  dans  le  cas  de  la  discontinuité 
des  variables,  des  constantes  arbitraires  qui  deviennent, 
dans  le  cas  contraire,  des  fonctions  de  i  assujetties  seule- 
ment à  ne  pas  changer  de  valeur  lorsque  i  augmente  de 
l'unilé  ou  lorscpiexso  change  en — .r.  Donc,  dans  ré({uation 
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i  1 

arctang  —z=-y.  +  cx,  (/) 

c  représente  une  fonction  paire  quelconque,  et  ex  une  fonc- 
tion impaire  quelconque  de  la  variable  x  ;  au  moyen  de 
quoi  les  résultats  exprimés  par  les  équations  {k)  et  [l)  coïn- 
cident. Ce  raisonnement  a  la  rigueur  exigée,  parce  qu'on 
peut  concevoir  que  le  passage  de  la  discontinuité  à  la  conti- 
nuité n'a  lieu  qu'après  l'élimination  de  la  fonction  discon- 
tinu e  ( —  1);  mais  on  vient  de  voir  qu'il  est  plus  simple  de 
n'y  pas  recourir. 
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ADDITIONS. 


I.    KTIDE     DES    FONCTIONS    d'lNE    VARIABLE    IMAGINAIRE; 

PAR    MM.    liRloT    ET    BOUQUET  (*). 

Ce  Mémoire  contient  les  principes  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire. 

Nous  adoptons  la  définition  donnée  par  M.  Caucliy,  et  nous  l'expliquons  par 
des  exemples. 

Nous  étudions  ensuite  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  cl  croissantes  de  la  variable. 

Ceci  nous  permet  d'établir,  d'une  manière  nette  et  précise,  les  conditions 
nécessaires  et  sullisantcs  pour  qu'une  fonction  se  développe  en  série  convergente 
suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable.  Nous  faisons 
disparaître  ainsi  les  nuages  qui  obscurcissaient  encore  le  beau  théorème  de 
RI.  Cauchy. 

Nous  donnons  ensuite  les  principales  propriétés  des  fonctions,  celles  dont  la 
connaissance  sort,  en  quelque  sorte,  de  fondement  à  cette  nouvelle  branche  de 
l'analyse  mathématique. 

§  I.  —  Définitions. 

1 .  M,  Cauchy  définit  de  cette  manière  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 
Soit 

la  variable  imaginaire  ;  si  l'on  désigne  parX  et  Y  deux  fonctions  réelles  quelcon- 
ques des  deux  variables  réelles  x  et  y,  la  quantité 

u  z=  X  +  Yi 

pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  z  ;  car,  à  chaque  valeur  de  la 
variable  imaginaire  2,  c'est-à-dire  à  chaque  système  de  valeurs  des  variables 
réelles  x  et  y,  correspond  un  système  de  valeurs  de  X  et  de  Y,  et  par  conséquent 
une  valeur  de  u. 

La  variable  imaginaire  z  est  la  réunion,  au  moyen  du  symbole  1/ \^  que 

nous  Représentons  par  la  lettre  i,  de  deux  variables  réelles  et  indépendantes  x 
et  y.  La  variation  de  z  est  indéterminée,  car  on  peut  faire  varier  simultanément 
les  deux  variables  i  et  y,  en  établissant  entre  elles  telle  relation  que  l'on  voudra. 


(•)  Extrait  du  Journal  df  l'École  Polytfckniquf,  tome  XXI,  (1R56;. 

3i 
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Si  les  (leii\  lonclions  réelles  X  et  Y  varient  d'une  nianit'TP  coiilniii"  avec  x  ely, 
on  dit  que  t(  est  une  l'onction  contiiuie  de  z. 

On  se  fait  une  idée  très  nette  de  ce  qui  précède,  en  imaginant  que  x  et  y  soient 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  z  du  plan  horizontal,  la  variation  de  z 
sera  figurée  par  la  courbe  décrite  par  ce  point.  Que  l'on  conçoive,  en  outre, 
deux  surfaces  ayant  pour  ordonnées  verticales,  l'une  X,  l'autre  Y,  ces  deux  sur- 
laces représiMiteronl  la  fonction  «  ;  si  le  point  z  décrit  dans  le  plan  horizontal 
une  certaine  courbe,  les  extrémités  des  ordonnées  verticales  traceront,  sur  les 
surfaces,  deux  lignes  dont  l'ensemble  indique  la  variation  correspondante  de  la 
fonction  u. 

On  peut  aussi  représenter  la  fonction  m,  comme  la  variable  z,  en  supposant 
que  X  et  Y  soient  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  u  du  plan  horizontal. 
Ouand  le  point  z  se  meut  sur  une  courbe,  le  point  u  décrit  une  courbe  cori'es- 
pondante, 

2.  Concevons  que  la  variable  z  reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du 
plan  ;  si  la  fonction  u  prend  la  même  valeur  au  même  point,  quel  que  soit  le 
chemin  suivi  pour  y  arriver,  sans  sortir  de  la  portion  du  plan  considérée,  iM.  Cau- 
cliy  dit  que  la  fonction  est  monodrome  dans  cette  portion  du  plan.  Il  est  clair  que 
si  le  point  z  décrit  une  courbe  fermée  quelconque  dans  la  portion  du  plan  consi- 
dérée, la  fonction  u  revient  à  la  même  valeur,  en  d'autres  termes,  le  point  u 
décrit  aussi  une  courbe  fermée. 

Une  fonction  rationnelle  de  z  est  une  fonction  monodrome  dans  toute  l'étendue 
du  plan.  11  en  est  de  même  lorsque  X  et  Y  sont  deux  fondions  rationnelles  quel- 
conques de  a;  et  y;  plus  géiiéraleniiMit,  lorsijue  chacune  des  deux  surfaces  par 
lesquelles  nous  représentons  u  couvre  tout  le  plan  horizontal  par  sa  projection, 
et  n'a  qu'un  point  sur  chaque  verticale. 

3.  Considérons,  comme  exemple,  la  fonction  définie  par  l'équation, 

H*  =  z  i-  ]. 

Nous  supposons  (|ue,  pour  2  ==  0,  on  a  «  =  -|-  4  ;  faisant  varier  z  à  partir  du 
point  0  sur  une  courbe  (|uelcoiique,  nous  suivons  la  variation  de  :  par  la  conti- 
nuité. Marquons  le  point  .\  qui  correspond  i  la  valeur  a  =  —  1  (/iV/.  i).  Deux 
chemins  très  rapprochés  OU.M  ,  OCM,    allant  du  poini  0  ;'i  nn  même  iioinl  M  du 

Fig.  1. 


/■■l 
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l)lan,  el  ne  cuiii|»fei)aiil    |Ms  entre  eux  le  point  A,    conduiront  à  une    nif'nie 
valeur  (le  u. 

En  ellet,  subdivisons  les  deux  chemins  en  éléments  correspondants  très  petits 
0  6,,  6,^2,- .  •;  0  c,,  c,Cj,. . .;  si  l'on  va  du  point  0  au  point  voisin  6,  parle 
chemin  0  /*,  ou  par  le  chemin  Oc, 6,,  on  arrivera  à  des  valeurs  de  u  peu  dif- 
férentes de  la  valeur  initiale  «  =  -H  ^ ,  et  jjar  conséquent  |»eu  dilTérentes  entre 
elles.  Mais  cette  dilléreuce  est  rigoureusement  nulle  ;  car  les  deux  racines  de 
l'équation  u'  =  z  -f-  4  ayant  entre  elles  au  point  6,  une  dilférence  finie,  on  a 
nécessairement  la  même  racine  «, .  Partons  maintenant  du  point  i,  avec  la  va- 
leur i/j  de  la  fonction  comme  valeur  initiale,  et  allons  au  point  voisin  6j  par  les 
deux  chemins  /^,  b^,  f»,  c,  c,  i,  ;  en  vertu  du  même  raisonnement,  la  fonction 
prendra  au  point  6,  la  même  valeur  m,  :  mais  quand  on  revient  de  6,  en  c,,la 
fonction  reprend  en  c,  la  valeur  qu'elle  avait  en  ce  point,  quand  on  allait  de  0 
en  c,  ;  ainsi  les  deux  chemins  Oij,  Oc,!*,,  conduisent  h  la  même  valeur  m,  de 
la  (onction  en  b^.  Kn  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  deux 
chemins  OHM,  OCM,  conduisent  à  la  même  valeur  de  la  fonction  en  M. 

11  résulte  de  ce  qui  précède,  que  deux  courbes  quelconques  allant  du  point  0 
au  point  M,  et  telles,  que  l'on  puisse,  par  déformations  successives,  transformer 
l'une  dans  l'autre  sans  passer  par  le  point  A,  conduisent  à  la  m^me  valeur  de  la 
fonction  au  point  M.  Ainsi  la  fonction  «est  monodrome  dans  toute  portion  du  plan 
qui  ne  comprend  pas  le  point  A,  par  exemple,  dans  le  cercle  décrit  du  point  (  > 
comme  centre  avec  un  rayon  plus  petit  que  l'unité. 

Supposons  maintenant  que  l'on  aille  du  point  G  à  un  point  a  voisin  du  point 
A,  et  que  l'on  décrive  autour  de  ce  point  une  courbe  fermée  très  petite  abcda  ; 
les  deux  racines  de  l'équation  différant  très  peu  l'uncdc  l'autre  dans  le  voisinage 
du  point  A,  la  fonction  ne  revient  pas  à  la  valeur  qu'elle  avait  primitivement  en 
A.  En  ed'et  si  l'on  pose 


on  a 


2=-1-^re% 


Quand  on  décrit  la  droite  0  a  {fig.  i),  la  valeur  de  la  fonction  reste  réelle  et 

Fig.  2. 
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positive  et  diminue  de    +  1  à  -j-  r^;  quand  on  dt'crit  ensuite  la  courbe  fermée 
abcda,  lani^'le  0  varie  de  0  à  2  tt,  la  fonction  u  a((|uiertcri  a  la  valeur  iirgative 
i  m  i- 

'"'e      ou  —  r*.  Si  l'on  revient  de  a  en  0  suivant  la  droite  a  0.  la  fonction  reste 

négative  et  arrive  en  0  avec  la  valeur  —  4,  différente  de  la  valeur  initiale  4-  i. 

Il  est  aisé,  d'après  cela,  de  comprendre  comment  deux  chemins  OBM,  OCM 
(fig.  Y),  comprenant  entre  eux  le  point  A,   conduisent  a  des  valeurs  très  diffé- 

Fig.  3. 


rentes  de  la  fonction.  En  effet,  prenons  un  pointa  voisin  de  A  et  décrivons  autour 
du  point  A  une  courbe  fermée  ahcda  ;  le  chemin  OBM  peut  être  remplacé  par  le 
chemin  OnM;  de  même,  le  chemin  OCM  par  le  chemin  Oa^cf/aM  5  car.  en  défor- 
mant h'  dernier,  on  le  ramène  à  OCM  sans  passer  par  le  point  A.  Suivons  main- 
tenant ces  deux  chemins  OaM,  Oakt/aM,  peu  différents  l'un  de  l'autre  ;  de  0  en 
a  les  valeurs  de  la  fonction  sont  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Quand,  suivant  le 
second  chemin,  on  a  décrit  autour  du  point  A  la  courbe  fermée  ahcda,  la  fonc- 
tion revient  en  a  avec  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  avait  précédemment  ; 
on  part  donc  du  pointa  avec  des  valeurs  différentes  pour  parcourir  la  même  ligne 
oM,  et  les  deux  valeurs  de  la  fonction  diffèrent  de  plus  en  plus. 

Ainsi  la  fonction  cesse  d'être  monodrome  dès  que  la  portion  du  plan  considérée 
comprend  le  point  A.  On  peut  classer  les  chemins  qui  vont  de  l'origine  à  un  point 
quelconque  M  du  plan  en  deux  catégories  :  ceux  qui  se  ranu''neiil  au  chemin  rec- 
liligne  sans  passer  parle  point  A,  et  ceux  qui  sy  ramènent  avec  une  révolution 
autour  du  point  A  ;  les  premiers  conduisent  à  la  même  valeur  de  la  f(mction  au 
point  M,  les  autres  donnent  une  autre  valeur  à  la  fonction. 

Nous  avons  vu  qu'une  circonférence  décrite  autour  du  point  A  change  la  va- 
leur de  la  fonction.  Un  second  tour  reproduira  la  valeur  primitive.  Ainsi,  tout 
chemin  qui  se  ramène  à  un  autre  avec  deux  cercles  auttuir  du  point  A,  conduit 
à  la  même  valeur  de  la  fonction. 

/f .  Une  fonction  implicite  définie  par  une  é(iuation  algébrique  entre  s  et  «, 
[irésf'tite  des  circimslanci's  analogues  ii  celles  dont  nous  venons  de  parler.  On 
part  d'un  pouit  délerminé  z  =  z^  avec  une  valeur  initiale  u  -  «o,  l'une  des  ra- 
cines de  l'équation  pour  t  ■=  s^\  le  point  z  décrivant  une  certaine  courbe,  la 
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fonction  u  varie  d'une  manière  continue.  Tant  que  l'on  reste  dans  une  portion  du 
plan  ne  comprenant  aucun  point  pour  lei|uel  la  funclion  u  devient  égale  à  une 
autre  racine  de  l'équation,  la  fonction  est  monodrome.  Elle  cesse  en  général  de 
lôtre  dès  que  l'on  dé[»asse  un  de  ers  points.  Les  fonctions  de  ce  genre  sont  l'ob- 
jet d'un  remarquable  travail  de  M.  Puiseux,  qui  a  fait  voir  comment  les  racines 
de  l'équation  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  quand  on  tourne  autour  des 
points  pour  lesquels  l'équation  a  des  racines  égales  (*). 

5.  Prenons  pour  second  exemple  la  fonction 

u  z=.  log  (1  +  z). 
Nous  supposons  que  l'on  parte  de  2  ---  0  avec  la  valeur  initiale  «  =  0.  Celte  lonc 
tion  est  monodrome  tant  que  l'on  reste  dans  une  portion  du  plan  ne  comprenant 
pas  le  point  A  qui  correspond  à  3  =  —  1 .  Mais  si  l'on  tourne  autour  de  ce  point, 
la  fonction  éprouve  à  chaque  tour  un  accroissement  égal  à  2~j  ;  elle  est  donc 
susceptible  do  prendre  en  chaque  point  du  plan  une  inlinité  de  valeurs. 

6.  Lorsqu'une  fonction  w  d'une  variable  imaginaire  z  est  continue,  à  un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  variable  correspond  un  accroissement  infini- 
ment petit  de  la  fonction,  et  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
à  l'accroissement  de  la  variable  est  la  dérivée  de  la  fonction .  On  a  donc 

d\  , 


du 

_d\-^.id\  dx            d;i    "^        \dx            dij    -^ J 

dz  ~ 

~  dx  -f  idij                               dx   r-  idy 

d\       .d\       /^   ,   ,(/V\  (/i/ 
du        dx         dx       \dy         dyj  dx 

dx 

En  général  la  dérivée  dépend  delà  quantité  .-,  et  par  conséquent  de  la  di- 
rection du  déplacement  infiniment  petit  donné  au  point  z.  A  chaque  direction 
de  déplacement  correspond  une  dérivée  particulière,  et  la  fonction  a  ainsi,  pour 
une  même  valeur  de  î,  une  infinité  de  dérivées. 

Lorsque  la  valeur  de  la  dérivée  est  indépendante  de  la  direction  du  déplace- 
ment, en  d'autres  termes,  lorsque  la  fonction  admet  une  dérivée  unique  en  chaque 
point,  M.  Cauchy  dit  que  la  fonction  est  monofjt'uc. 

Pour  qu'une  fonction  soit  monogêne,  il  est  nécessaire  que  le  rapport  arbitraire 

^  disparaisse  de  l'expression  de  la  dérivée,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

(iX       .  <iY        <^    ■    .  rfV' 

dx  dx dy  dy 

1  ^t  ■ 
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Les  fondions  X  et  Y  ('tatil  rt'ellcs,  cette  é(|ualioii  se  ilécomposc  en  deux 

(/.\        (/Y 


\ (/  ï         j 


dx         (hj 

dX  __([Y  t  ^') 

dy  dx'  I 

7.  Ces  conditions  analytiques  ont  une  signilicaliou  géométrique  très  remar- 
quable. Considérons  les  deux  surfaces  ayant  pour  ordonnées  verticales  X  et  Y,  les 
relations  (1)  indiquent  que  si  Ton  fait  tourner  d'un  angle  droit,  et  de  Taxe  des 
X  vers  l'axe  des  y,  la  surface  X  autour  d'une  verticale  quclcoïKjue.  le  plan  tangent 
à  cette  surface  au  point  situé  sur  celte  verticale  devient  parallèle  au  plan  tangent 
à  la  surface  Y  au  point  correspondant.  En  clTet,  les  normales  aux  points  corres- 
pondants aux  deux  surfaces  X  et  Y  font  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  respectivement  à 

d\  dX  _ 

dx'  dy' 

dY  (^  _  ^ 

dx'  dy' 

La  rotation  indiquée  amène  Taxe  des  x  dans  la  direction  de  l'axe  des  y,  et  la 
direction  de  l'axe  des  y  dans  la  direction  inverse  de  Taxe  des  .r;  après  celte  rota- 
tion, la  normale  à  la  surface  X  t;iit  donc  avec  les  axes  primitifs  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  respectivement  à 

_  rfX  d\         _ 

dy'         dx' 

ou,  en  vertu  des  relations  il),  aux  (juanlités 

f/Y  (TS  _ 

dx'         dy'  ' 

donc  elle  est  parallèle  à  la  normale  à  la  surface  Y. 

On  voit  aussi  que, si,  par  une  verticale, on  mène  deux  plans  rectangulaires  quel- 
conques, les  tangentes  aux  sections  déterminées  par  ces  deux  plans  dans  les  deux 
surfaces  font  respectivement  des  angles  égaux  avec  la  verticale. 

Remarquons  encore  que,  pour  ipie  la  fonction  u  soit  monogène,  aucune  des 
deux  fondions  réelles  X  et  Y  qui  la  composent  ne  peut  ctic  arbitraire;  car,  en 
vertu  des  relations  (1),  chacune  des  fonctions  doit  satisfaire  à  ré(|ualion  aux 
différences  [larlielhîs  du  second  ordre 

(/'X        '/'X_ 
f/.r'  "^  dy'-~  ^'" 

Les  deuv  surfaces  X  et  V  ne  sont  convexes  en  aucune  de  leurs  parties;  car  leurs 
indicatrices  aux  points  corrcs(iiiiiilanls  se  prniclli'iii  mu- li'  |il:iii  iKiii/niil.il  suivani 
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(U's  liyperbolcs  éiiuilalèrcs  égales,  dont  cliacuiie  a  pour  axes  les  asympluk-s  de 
1  autre. 

8.  Les  conditions  (<)  pour  qu'une  fonction  soit  monogène  sont  susceptibles 
tiuiie  autre  iiilcr|ir('tation  !,'t'onit!'trii|ue  ([ui  a  été  reinarqui'e  par  M.  Caucliy.  Si 
Ton  représente  la  lonction  »/,  comme  la  variable  :,  parle  niou\oment  d'un  point 
dans  le  plan  borizontal,  quand  le  point  z  se  déplace  dans  diverses  directions  le 
point  M  se  dé|dace  également  suivant  des  directions  différentes;  si  la  fonction  est 
monogène,  les  courbes  décrites  par  le  point  m  font  entre  elles  les  mêmes  angles 
que  les  courbes  correspondantes  décrites  par  le  point  z.  F'n  ciïot,  soient  ds  et 
(/S  deux  éléments  correspoiidaiits  décrits  |»nr  les  points  z  et  «,  on  a 

(,/s)=  =  „(x,.  +  ,rfv,>  =  (;;:;. ,/,,.  +  ;ij ,/,,  y + ^;|^ ,/.,- + 'j^ .,,  y. 

et,  si  les  conditions  (1)  sont  remplies, 

"^'-^(:;^./-(.f)'i""- 

Eu  posant,  pour  abréger, 

on  en  déduit 

^S  =1  Ids. 

Considérons  maintenant  deux  triangles   infiniment  petits  formés  par  des  élé- 
M)ents  correspondants  ;  les  côtés  étant  proportionnels,  les  angles  sont  égaux. 
Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  considérons  la  fonction 

M  =:  CCS  3  ; 
les  fonctions  réelles 

^.        é'^-e-'                ^.             é'-e-'   . 
\  = cos  T,       Y  = — •  sin  j, 

satisfont  aux  conditions  (1\  piiis(|iu'  la  lonction  u  est  monogène.  Supposims  ijuf 
le  point  z  se  meuve  parallèlement  à  l'axe  des  x,  et  ensuite  parallèlement  à  l'axe 
des  II,  le  point  «  décrira  deux  séries  de  lignes  orthogonales;  ces  lignes  ont  pour 
équations 

X^  Y« 

+ -z-   =r 


(S-^  c^r 


\'-  _ 


cos*  X-       sin*  X 
ce  sont  des  eUipses  et  des  hyperboles  horaofocales 
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9.  La  fonction  très  simple 

H  =:  X*  -f  2/'  "+-  '^y 
est  monodrome  dans  toute  létendui-  du  plan;  mais  elle  n'est  pas  monogène,  car 
les  fondions  réelles 

ne  satisfont  pas  aux  conditions  (1),  excepté  au  point  3  =  0.  Une  l'onction  u, 
délinle  par  Tèquation  algébrique 

f{z,u)=0, 
est  au  contraire  monogène  sans  être  monodrome.  La  dérivée,  pour  chaque  groupe 
de  valeurs  de  z  et  u,  est  donnée  par  l'équation 

dF 

du dz 

Tz~  ~  ^' 

du 

Cette  dérivée  a  une  valeur  unique  et  finie,  excepté  pour  les  couples  de  valeurs 

db" 
qui  annulent  j-  ;  alors  la  dérivée  devient  infinie  ou  admet  un  nombre  limité  de 

valeurs. 

§  IL  —  Propriétés    des    séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  el  croissantes 

de  la  variable. 

10.  Lemme. —  Lorsqu'on  multiplie  les  termes  dune  série  convergente 
ayant  tous  ses  termes  positifs,  respectivement  par  des  nombres  quelconques, 
mais  qui  n'augmentent  pas  à  V infini,  on  obtient  une  nouvelle  série  conver- 
gente. 

Soit 

00  + a,  H-ffj  -j-... 

une  série  convergente  ayant  tousses  termes  positifs  ;  si  l'on  multiplie  les  termes 
de  cette  série  par  les  nombres 

qui  n'augmentent  pas  à  l'infini,  on  obtient  une  nouvelle  série  convergente 

«0^0  +a^b^  +  o,6,   + 

En  effet,  prenons  m  termes  à  ii.irtir  du  ternie  de  rang  n.  la  sommo 

égale  évidemment  la  somme 


KTLDl-:    DES    FONCTIONS    d'i  NK    VAIUAIU.K    IMAMNMKK.      489 
multipliée  par  une  moyenne  entre  les  (|uantités 

La  série  proposée  étant  convergente,  la  ilernière  somme  a  pour  limite  zéro,  si 
grand  que  soit  m,  quand  on  fait  aui,'nienler  n  indulitiiment.  D'autre  part,  les 
nombres  |)ar  lesquels  on  multiplie,  et  par  conséquent  leur  moyenne,  conservent 
des  valeurs  Unies  ;  donc  la  première  somme  a  aussi  pour  limite  zéro,  et  la  seconde 
série  est  convergente. 

11 .  TiiÉORKME. —  Etant  donnée  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  d'une  variable  imarjinaire;  si  pour  une  valeur  de  la  variable  dont 
le  module  est  l\,  les  modules  des  termes  de  la  série  n  augmentent  pas  à  V infini, 
la  série  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module 
est  plus  petit  que  J{. 

Soit 

Uo  +  «,2  -i-  H^z-  +  . . . 

la  série  proposée,  dans  laquelle  i  désigne  la  variable  imaginaire,  u^,  u, , . . .  des 
coefiicients  réels  ou  imaginaires.  Appelons  Cq,  a,,...  les  modules  des  roeflicients. 
Nous  supposons  que  les  modules 

Oo,      fliR,       ajU*,..., 

des  différents  termes  de  la  série,  pour  une  valeur  de  z  dont  le  module  est  R, 
n'augmentent  pas  à  l'infini.  Donnons  à  la  variable  une  valeur  dont  le  module  ? 
soit  plus  petit  que  R,  et  considérons  la  série  convergente 

si  nous  multiplions  les  termes  de  cette  série  respectivement  par  les  nombres 
Oo,      a,R>,      a,R* 

qui  conservent  des  valeurs  linies.  nous  obtiendrons,  en  vertu  du  lemme  précé- 
dent, une  nouvelle  série  convergente 

Oo  -t-OiP  +  «jp*  + 

Ainsi,  pour  toute  valeur  de  5  ayant  un  module  plus  petit  que  H,  la  série  des  mo- 
dules est  convergente,  et  par  conséquent  la  série  proposée  elle-même  (*}. 

lï.  Scolie. —  Soit  R  le  plus  grand  module  de  z,  pour  lequel  les  module* 
des  termes  de  la  série  n'augmentent  pas  à  l'inlini  ;  de  lorigine  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  R  décrivons  un  cercle.  D'après  le  théorème  précédent,  la 


(•)  Ce  ihéorùme  a  été  démontré  d'une  autre  manioro  par  M.  Cauchv  djn*  ses  iinmeaui 
Exercicetf  lome  llf,  page  388. 
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série  estconvcrgcnle  pour  toutes  les  valeurs  de  z  silures  dans  l'intérieur  de  ce 
cercle,  que  nous  appelerous  pour  celle  raison  cercle  Je  convergence.  Elle  est 
divergente  pour  tous  les  points  extérieurs  ;  car  si  Ton  donne  à  :  une  valeur 
ayant  un  module  plus  grand  que  R,  les  modules  des  termes  augmentent  à  l'in- 
fini. Sur  la  circonférence  même  la  série  peut  être  convergente  en  certains  points, 
infinie  ou  indéterminée  en  d'autres. 

Il  importe  de  bien  comprendre  rexislcnce  du  cercle  de  convergence.  Que  l'on 
imagine  des  valeurs  croissantes  du  module  pour  lesquelles  les  modules  des  ternies 
conservent  des  valeurs  finies.  Ou  ces  valeurs  croissantes  tendent  vers  uno  limite 
finie  et  détermiiiée  R,  ou  elles  augmentent  à  l'infini.  Dans  le  premier  cas,  la 
limite  Rest  le  rayon  du  cercle  de  convergence  ;  dans  le  second  cas,  la  série  est 
convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Remarquons  qu'en  chacun  des  points  intérieurs  au  cercle,  non-seulcmenl  la 
série  proposée  est  convergente,  mais  encore  la  série  des  modules  de  ses  diffé- 
rents termes. 

13.  Appliquons  à  quelques  exemples. 
La  série 


z 


.3 


^  1  ^  1.2  ^  1.2.3  ^ 

est  convergente  dans  toute  retendue  du  plan. 
La  série 

'  +  ;  +  ¥  +  ir+--- 

est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  1.  La  série  est  encore  convergente  sur 
la  circonférence  limite,  excepté  au  point  qui  correspond  à  l'argument  zéro  ;  en  ce 
point  la  somme  est  infinie. 

Il  peut  arriver  (pie,  le  point  ;  s'éloignant  du  centre  jusqu'à  la  circonférence,  la 
omme  de  la  série  tende  vers  une  valeur  finie,  et  que  cependant  en  ce  point  extrê- 
me la  série  soit  indéterminée.  Considérons  par  exemple,  la  série 

1     +   3    +    î«  -f ... 

ninvergcntc  dans  le  cercle  de  rayon  1 .  Posons 

cl,  laissant  l'argumenl  ronslanl,   faisons  croître  li'inodule  p  jusqu'à  lunilé.  La 

1 

somme  de  la  séiic  tend  vers  une  valeur  finie  et  déterminée  -.,  excepte  quand 

1— r 

^-■^  0,  cl  cependanl  juiur  :  —  c*"  la  série  a  une  somme  indéterminée. 
Lorsque  le  rayon  du  renie  de  convergence  se  réduil  à  zéro,  la  série  n'est  cou- 
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verpcnlc  pour  aucune  valeur  de  l;i  variable,  oxeepii'  |ioiir  z  -  0  ;  il  en  est  ainsi 
(le  la  série 

1  +<-  +  1-2;'+  1.2.32^  +...  . 

14.  TiiKOUKME.  11.  —  Une  série,  nnldiinée  suivant  les  jmis.sdnci's  criiissnntes 
lie  la  variable  ,  est  une  fonction  continue  dans  l'intérieur  du  cercle  de  nm- 
verfjcncc. 

Désignons  par /"(i)  la  somme  de  la  série 

Uq  -\-  u^z  +  UiZ^   +..., 

que  nous  supposons  convergente  dans  l'intérieur  du  cercle  R.  Appelons  s  (s)  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  et  i  {z)  le  reste,  nous  aurons 

f(z)  =  <f{x)  +  ^(:). 

De  l'oriijinc  comme  centre,  avec  un  rayon  R'  un  peu  plus  petit  que  R,  décrivons 
un  cercle.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n  telle,  que,  pour  cette  valeur  et  pour 
toutes  les  valeurs  plus  grandes,  le  module  du  reste  i(:  ioil  constamment  plus 
pctitqu  une  quantité  très  petite  donnée  a,  dans  l'intérieur  du  (.ercle  R'.  Il  sullil, 
pour  cela,  de  prendre  u  tel,  que  l'on  ail 

aJV"  +  fl„+,  n'"+'  +  •••  <^; 

ce  qui  est  possible,  puisque  la  série 

Oo  +  0,11'  H 

est  convergente.  Pour  tout  module  ^  plus  petit  que  R',  on   aura,  à  plus  forte 
raison, 

Le  module  du  reste  P  (2)  étant  plus  petit  que  cette  somme,  sera  lui-même  moin- 
dre que  a. 

Supposons  maintenant  ([ue  nous  donnions  à  la  variable  deux  valeurs  voisiaes 
z  et  z'  comprises  dans  l'intérieur  du  cercle  R',  la  fonction  prendra  les  deux 
valeurs 

r{z)  =  z(z)+Mi),  [(%•)-  :f{z)    ^-^Z), 

dont  la  différence  est 

f{z')  -  f(z)  =  ç{2  )  -  ?(:)  +  ^3')  -  ^{z). 

Le  polynôme  entier  -.  (:■)  étant  une  fonction  continue  de  la  N-ariablc  s,  nous  pou- 
vons prendre  la  différence  s'  —  z  assez  petite  pour  que  la  variation  j.  (:'^ — -,  (s) 
du  polynùme  ait  un  module  plus  petit  que  a.  Mais  lés  modules  des  restes  ;  (;') 
et  if  (c)  sont  déjà  plus  petits  que  a  ;  donc  la  variation  /"  (s')  —  f  (î)  aura  uu 
module  plus  petit  que  3  a.  Cette  variation  pourra  donc  être  rendue  plus  petite 
qu'une  quantité  donnée,  si   petite  iju'elle  -^oit.    Ainsi  la  fonction,  définie  \vxt  h 
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série,  varie  il'uiie  inamère  coiiliiiue  dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence. 
il  est  évident,  d'ailleurs,  que  celte  fonction  est  monodrome  dans  le  môme  cercle, 
puisqu'elle  n'a  qu'une  valeur  pour  cha(iue  valeur  de  s. 

•15.  Théorème  III.  —  Une  série  ordonnée  siiivanl  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable  est  une  fonction  monogène  dans  l'intérieur  du  ctrcle  de 
convergence. 
Soit  la  série 

/•(s)  =  Uo   J-  M,S  +    M,i»    +... 

convergente  dans  le  cercle  d'j  rayon  R.  Nous  allons  démontrer  d'abord  que  la 
série 

obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes,  est  convergente  dans  le 
même  cercle.  De  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  I\'  un  peu  plus  petit  que 
Pi,  décrivons  un  ceide,  et  donnons  à  z  une  valeur  dont  le  module  ,-  soit  plus  petit 
que  R'.  Si  l'on  multiplie  les  termes  de  la  série  convergente 

respectivement  par  les  nombres 

c, ,      «jf^  -      agR'*,... 
qui  n'augmentent  pas  à  l'infini,  on  obtient  une  série  convergente 
a,  +  2ojP  +  3a3P«  + 

Ainsi,  la  nouvelle  série  est  convergente  dans  le  môme  cercle  que  la  première. 

La  série  proposée  étant  représentée  par  f{z),  nous  représenterons  par/"  (z) 
a  série  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes  de  la  première, 
par  f"  (z)  la  série  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes  de  la 
seconde,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  séries  sont  convergentes  dans  le  cercle 
de  convergence  R  de  la  série  proposée . 

Nous  allons  démontrer,  maintenant,  que  la  série  f'{z)  est  la  dérivée  de  la 
fonction  f  (z). 

Si  l'on  donne  à  la  variable,  z  un  accroissement  h,  on  a 

/"(z  +  h)  —  Uo  +  »/,  (i  +  /»)  +  M,(s  +  /»)«+....  (1) 

Appelons /j  le  module  de  z,  A  celui  de  ti  ;   la  série 

flo   +  a,(p  +  /t)  +  «,(P  +  A)»    +  . .  .  («) 

est  convergente  tant  i\m',  f.  +  k  est  plus  petit  que  U,  ou  A  plus  pelitque  R — p. 
Développons  les  binrtmes  et  ordoimons  par  rapport  aux  puissances  de  A,  de 
•rllo  sorte  que  b's  ternies  prennent  la  disposition 


ÉTUnr:    DKS    JO.\CTInN>    l/lM     VAHiAlil.K    I.MA'.I>AI1Œ .       iOJ 
(Oo+«iP  +  Otp'  +  ...)  +  (a,+2o,p  +  3a3p-''...)^-f-(...;^'^^ -+.....      (3) 

Les  termes  partiels  de  la  sc-rie  (2)  étant  tous  positifs  et  ayant  une  somme 
finie,  la  série  (3),  qui  se  compose  des  mêmes  quantités  mises  dans  un  autre 
ordre,  est  aussi  convergente,  et  oflTre  une  somme  é;j;alc.  On  observe,  en  eUtît, 
que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (3)  contient  les  n  premiers 
termes  de  la  série  (2),  plus  d'autres  termes  qui  appartiennent  aux  termes  sui- 
vants de  la  série  (2),  et  qui,  par  conséquent,  ont  une  somme  infiniment  petite 
pour  les  très  grandes  valeurs  de  «  ;  ces  sommes  des  n  premiers  termes  des 
deux  séries  .  ayant  une  difTérence  infiniment  petite  ,  tendent  vers  la  même 
limite. 

En  développant  de  même  la  série  (1)  ,  et  ordonnant  suivant  les  puissances 
croissantes  de  fc,  nous  formons  la  série 

A(i)+r(=)5-fr(-)^2+...,  (4) 

qui  (Si  aussi  convergente,  et  qui  a  même  somme  que  la  série  ^1)  ;  car  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (4)  et  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  série  ii\  ayant  un  module  plus  petit  que  la  différence 
des  deux  sommes  correspondantes  dans  les  séries  (2)  et  (3)  ,  a  pour  limite 
zéro. 


On  a  donc 


on  en  déduit 


n- + 1')= fi')  +  n-} -,  i  r {=)  —  +■ 


La  série  convergente,  éciile  dans  le  second  membre,  est  une  fonction  continue 
de  la  variable  h.  Si  h  est  très  petit,  elle  diffère  infiniment  peu  de  f  (s),  et, 
quand  h  tend  vers  zéro,  elle  a  f  {z,  pour  limite.    Donc 

A 

Ainsi  la  série  f  (z)  admet  une  dérivée  unique  f  {s),  quelle  que  soit  la  direc- 
ti(m  (lu  déplacement  h.  Cette  série  est  donc  une  fonction  monogène. 

16.  En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  les  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  d'une  variable  sont  des  fonctions  continues,  monodromes 
et  monot;ènes,  dans  l'intérieur  du  cori le  de  convergence. 
Nous  citerons  comme  exemples  les  séries 

-î  -s 

^  1  ~  1.2    "^  1.2.3 
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J    et  •>      I 


<        4.2.3    '    1.2.3.4.5 

1.2  ~  1.2.3.4 

par  lcs(|uellcs  on  (iélinit  les  trois  fonctions 

e",      sin  z,      cos  5, 

très  usitées  dans  l'analyse.  Le  rayon  du  cercle  de  convergence  étant  infini,  ces 
trois  fonctions  sont  Unies,  continues,  monodromcs  et  nionogènes,  dans  toute 
retondue  du  plan. 

17.  l'nc  double  série 

I       "-2      1      "'1       I  I  I  o       I 

..•  +  TT  +   y   +  "i  +  "o"-  +  «2  =  -  +  •••. 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives,  et  se  prolongeant 
à  l'infini  des  deux  côtés,  peut  être  considérée  comme  la  réunion  de  deux  séries 
ordinaires 

Soient  R  le  rayon  de  convergence  de  la  première  série, -j— celui  de  la  se- 

\ 

conde  eu  prenant  ~  pour  variable.   La  première  série  est  convergente  dans  le 

••erclc  de  rayon  R,  la  seconde  pour  toute  la  partie  du  plan  extérieure  au  cercle 
de  rayon  R'.  Donc,  si  R  est  plus  grand  que  R',  la  double  série  sera  convergente 
dans  la  couronne  comprise  cutre  les  cercles  R'  et  R,  et  dans  cette  étendue  elle 
représentera  une  fonction  continue,  niunodrome  et  monogène. 
Par  exemple,  la  double  série 

...  +^  +  ^  +  1  +^  +  |^+  ••• 

est  convergente  dans  la  couronne  coni|tris(!  entre  les  circonférences  de  rayons 
1  et  2. 
1H.  I.:i  double  série 

— s  ^-1  -  -X 

'       ^  \.t^     1     ^      ^  1  ^  1.2  ^ 
est  convergente  dan;»  loule  l'étendue  du  plan,  excepté  au  point  3—0- 

t^  m.  _  |i,vil(iii)icMiriit  tics  fcinciloiis  l'i)  sérirs  ordonnors  suivaiil   les  |iuissaiiros  rrois- 
saiiU's  lie  lu  \ari:iblc. 

Itt,  Soit  /  (:)  une  tonchon  finie,  continue,  inonodromc  et  luonogène,  dans 


i;ii  iti;  iii:s  ionc.tihns  di  ni    \\i;iMtii    im  \i;iN.\iiti..      '»!>•> 
KiitMcrI.iiiif  |Mirliiiii  du  |ilaii.  Considérons  les.  viiloiirs  de  riiili'f;r;ile  di'Hiiii- 

■Ad: 


./:'•'=' 


((uaiid  iiiiva  lin  point  Sq  '"'  I'"'"'  ''-  p-'ir  <lcux  chemins,  ^o  ^^'  ^^  -o  ^^  ^fi'J-  *)' 
tri^s  rapiirocln's  run  dt-  l'uutic.  et  silni-'s  dans  la  partie  du  plan  dont  il  s'apt. 

Fig.  4. 


A  chaque  point  m  de  la  première  courbe  faisons  correspondre  un  point 
n  de  la  seconde  courbe,  de  manière  ([uo  le  point  s^  se  corresponde  à  lui-même 
ainsi  que  le  point  Z  ;  désignons  par  la  lettre  (/  un  déplacement  infiniment  petit 
sur  l'une  des  courbes,  et  par  lu  lettre  '~  le  dépincement  de  m  cnn.  Si  Ton  va  d'un 
point  m  delà  première  courbe  à  un  point  voisin  m'  de  la  même  courbe,  la  fonc- 
tion éprouve  un  accroissement  marqué  pard/'(s).  La  fonction,  étant  monodromc, 
prendra  au  point  n  la  même  valeur,  quand  on  suivra  le  chemin  Zginn  au  lieu 
du  chemin  z^Dn  ;  il  en  résulte  que  la  valeur  de  la  fonction  au  point  n  dans  la 
seconde  intégrale  dill'ère  de  la  valeur  de  la  fonction  au  point  m  dans  la  première 
intégrale  d'une  quantité  égale  à  la  variation  de  cette  fonction  correspondant  au 
déplacement  mn,  variation  marquée  par  ôf{z).  D'autre  part,  la  fonction  étant 
monogcne,  c'est-à-dire  admettant  la  même  dérivée  pour  les  deux  déplacements 
mm'  et  Htn.on  a 

'lf(z)^^f{z)dz,        cfiz)  =  r(z)ôz, 
d  où  1  on  déduit 

cf(z).dz  =  df{z).5z.  (I) 

Cela  posé,  calculons  la  variation  de  l'intégrale  définie,   (|uanil  nn  remplace  U- 
chemin  z^C'A  par  le  chemin  infiniment  voisin  SqDZ.  On  a 

ô  f"'f(z)dz.-  f''\ir(z).dz-''-r:z).d5z\; 

■Il    Mliii    iif  la  rclaliiill  1 1;,  rrlU-    "AiHo^lMii  iii-\|.iil 

f  \dr{z).ôz-{-f(z),dcz\. 
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ou,  plus  siiiiplcniciil, 

rd\f{z]iz\=\fr^)hz\ . 

«y  H)  to 

Lcsdi'ux  points  extrêmes  étant  fixes,  Iz ^  est  nulle,  ainsi  que  .Z  ;  donr  la  va- 
riation de  l'intégrale  définie  est  nulle . 

20.  Considérons  maintenant  deux  lignes  quelconques  allant  d'un  point  à  un 
autre  et  comprenant  entre  elles  une  portion  finie  du  plan  dans  laquelle  la  fonc- 
tion f[z)  reste  finie,  continue,  monodrome  et  monogène.  11  est  clair  que  ces 
lignes  conduiront  à  la  mîme  valeur  de  l'intégrale  définie  ;  car  on  peut  passer  de 
l'une  de  ces  lignes  à  l'autre  par  une  série  de  transformations  qui  n'altèrent  pas 
la  valeur  de  l'intégrale  définie. 

11  en  résulte  que,  si,  dans  la  portion  du  plan  comprise  dans  une  courbe  fermée, 
la  fonction /■(:)  jouit  des  mêmes  propriétés,  l'intégrale  définie,  obtenue  en  par- 
courant ce  contour,  est  nulle.  En  eiïct,  l'intégrale  le  long  de  Z(,AZ{fig.  5)  est 
la  même  que  suivant  z^  BZ;  or.  quand  le  point  Z  vient  en  z^,,  cette  dernière  est 
évidemment  nulle. 

Fig.  5. 


\ 


De  même,  si  dans  la  portion  du  plan  comprise  entre  les  deux  courbes  fermées 
ABC,  k'B'C  ifîg.  6),  la  fonction  f{z)  jouit  des    propiiétés  énoncées,  les  inté- 

Fig.  G. 


grales  correspondantes  ces  deux  contours  sont  égales.  En  effet  ,  le  che- 
min A  D'C'A'  peut  être  remplacé  par  le  chemin  A'ABCAA';  mais  les  portions 
d'intégrale  obtenues  en  parcourant  la  ligne  A'A,  d'abord  de  A'  en  A,  puis,  à  la  fin, 
en  sens  contraire,  sont  évidemment  égales  et  de  signes  contraires;  doncles  deux 
contours  ABCA,  A'B'C'A',  donnent  la  mémo  intégrale  définie. 

Ces  théorèmes  rcmar(iuables  sont  dus  à  M.  Caucliy  (*);   nous  en  avons  repro- 

(•)  CompU's  rciidiis  de  l'AradciDir  de*  .Sciences, 1846. 
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repose. 


21.  Lorsque  la  foiirtion /"(s)  osl  finie,  continue,  monodromo  et  monogène 
dans  une  ccrlaiiie  portion  du  plan,  l'intégrale 


./: 


f{^,dz. 


calculée  à  partir  d'un  point  fixe  ^g  et  prise  le  long  d'une  courbe  quelconque  tracé* 
dans  cette  partie  du  plan,  est  aussi  une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et 
monoijène,  dans  la  même  étendue.  La  fouctiun  est  monodrome,  puisque  tous  les 
chemins,  qui  vont  du  point  Zg  au  point  z,  conduisent  à  la  même  valeur.  Il  est  fa- 
cile de  démontrer  qu'elle  est  aussi  monogène.  Désigiions~par  F  (-)  celte  fonction 
nouvelle;  si  nous  donnons  à  la  variable  z  un  accroissement  h,  la  fonction  éprouva 
l'accroissement 

la  quantité  :  s'annuiant  avec  h.  On  en  déduit 

^1 —f{s)  +  ^, 

""•  h —  fi*)- 

Ainsi  la  fonction  F  [z)  a  um;  dérivée  unique  f  {z),  quelle  que  soit  la  direction  du 
déplacement;  c'est  donc  une  fonction  nioiiogèiie. 

*l*l.  Le  développement  en  série  n'offre  plus  aucune  difficulté.  Soit  f  {z)  une 
{onction  finie,  continue,  monodrome  et  monosène,  dans  l'intérieur  d'un  cercle 
décrit  de  l'origin»?  cuinnie  contre  avec  un  rayon  |{  {{ig.  ~).  je  dis  qu'elle  est  déve- 

Ftg.  7. 


wpp:\h|p   »ri  5énr  ordonnée  suivant    \«%   puissances  i\>>  :  et  conT«rgAnl«  daai 
I.   11.  3i 
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cercle  de  rayon  II.  S.. il  /  un  [luiiil  lixe  pris  à  Vdlonlé  il.ms  rinlt'rieur  «lu  tcrcle, 

la  fonction 

z-t     ' 

ilans  laquelle  nous  regardons  3  connue  la  varialilc,  jiHiit  des  mêmes  propriétés 
iiue  la  fonction  /'  (=)  dans  rintcricwr  du  cercle  U  ;  elle  est  évidemment  finie , 
continue,  monodrome  et  monogène,  comme  la  fonction /"(s).  On  pourrait  crain- 
dre cependant  qu'elle  ne  devînt  infinie  pour  la  valeur  particulière  z  =  /  qui  an- 
nule le  dénominateur;  pour  éviter  cet  innonvénient,  nous  supposerons  d'abord 
qu'au  point  (  la  dérivée  f  (z)  de  la  fonction  proposée  a  une  valeur  finie  ,  si  l'on 
donne  à  z  une  valeur  voisine  de  /,  la  fonction 

z-  t      ' 

dilférant  très  peu  de  la  ijuantité  finie  f\t),  aura  elle-même  une  valeur  finie  et 
sera  continue.  Ainsi  l:i  fonction 

z  —  t 
est  finie  et  continue  en  tous  les  points  silués  à  rinlérienr  du  cercle  sans  ex- 
ception. 

Uu  point  0  comme  centre,  avec  un  r.ivon  r  plus  grand  que  (>/,  mais  plus  petit 
que  R,  décrivons  un  second  cercle. 

U  résulte  du  théorème  précédent  que  l'intégrale  définie 


t      '-' 


J 

ibtenuc  en  parcourant  la  circoniérence  r,  est  mille  ;  mi  eu  tlédnit 

J     z—l      J      z-t' 

les  intégrales  étant  prises  le  long  de  la  même  riiniiiférence  ;  et  si  Ion  fait  sortir 
ilu  signe  /  le  facteur  constant  /"  (/), 

l, a  fonction -;; — -  ne  devenant  iniiiiie  (|iie  |iiiur  li  v.ileiir  :      /,  on  p"iil  dans 
révalualioii  de  riiitég'ralc 

ri'inplacer  la  circonférence  r  par  une  circonférence  décrite  du  point  /  eominr 
rentre  avec  un  rayon  infiniment  petit  p.  l'osons 
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z  —  t  =  pe'^'' 
le  rayon  -.  ^taiil  cmislanl  el  Pan^çlc  '"/  seul  variaiilc,  on  a 


d'où 


l'inléijralp  divicnl 


rfs 


x  —  t 


On  a  lionr 


if        d;— 2iti. 

.  '  0 

celle  dernière  inlégralc  étant  toujours  prise  sur  la  circonférence  r.  Mais  quand 
le  point  z  parcourt  la  circonréreucii  r,  le  module  de  z  reste  constamment  plus 
grand  que  le  module  de  t;  on  peut  donc  développer  la  fraction 


z  —  t 


en  une  série  ronvcrgente  ordonm'e  suivant  les  puissances  croissantes  de  t,  ce 
qui  donno 


z 
donc 


1  </.<'"  \ 


/(') 


=?n[/^-^^-'/^^"-"/^--]- 


Chacune  des  intégrales  définies  qui  entrent  dans  le  second  membre ,  étant 
prise  le  long  d'un  contour  fini  r,  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  la  fonc- 
tion f{l)  se  trouve  ainsi  développée  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant 

les  puissances  croissantes  de /.  En  appelant  «<,,  m,,  Mj, les  coefficients 

de  la  série,  on  a 

/•(/) -uo +  "'<  +  »,''  +•...  (I) 

Si  l'on  pose 

z=zn\ 
un  rnetricienl  quelconque  est  donné  par  la  formule 

tr.r'  J  o 

dans  laquelle  r  désigne  un  rayo.i  irbilrairc  plus  petit  que  le  rayon  R  du  cf'rcle  d'< 
converconce. 
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{t3.  Le  point  l  est  un  point  quelconque  intérieur  au  cercle  de  rayon  R  ; 
ainsi  la  série  représente  la  fonction  proposée  f(  t  )  en  fous  les  points  du  cercle, 
excepté  toutefois  les  points  où  la  dérivée  f'{t)  serait  infinie  ou  discontinue  :  mais 
cette  restriction  est  inutile.  En  effet,  nous  avons  démontré  (n°14)  qu'une  série, 
ordonnée  comme  la  série  (I),  est  une  fonction  continue  de  la  variable  t,  dans  le 
cercle  de  convergence,  sans  exception  ;  la  fonction  f{l)  et  la  série,  étant  conti- 
nues dans  toute  l'étendue  du  cercle,  et  égales  en  tous  les  points,  excepté  en  cer- 
tains points  particuliers,  ne  peuvent  différer  même  en  ces  points.  Donc,  le  déve- 
loppement s'appli(iue  àt  ous  les  points  du  cercle  sans  exception. 

La  fonction  f(i)  et  la  série  étant  égales,  leurs  dérivées  sont  égales,  et  Ton  a 

f'[t)  =  u^  +  2u2«  +  3m3<*  +  ... 

pour  tous  les  points  du  cercle  de  convergence  (n»  15). 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  f{t)  de  la  fonction  proposée  reste  finie  et  conti- 
nue dans  le  cercle,  et  que,  par  conséquent,  il  est  impossible  qu'  elle  devienne 
infinie  ou  discontinue  en  aucun  de  ses  points.  Ainsi  la  circonstance  que  nous 
avons  écartée  dans  la  démonstration,  ne  peut  pas  se  présenter. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  beau  théorème  de  .M.  Caucliy,  que  nous  énoncerons 
(le  la  manière  suivante  : 

^J.  TiiÉonKMK.  —  Pour  qu'une  fonction  soit  développable  tn  une  sérir 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  lu  variable, 
ft  convergente  dans  un  cercle  décrit  de  l'ortijine  comme  centre,  tlest  nécessaire 
rt  il  suffit  que  la  fonction  soit  finie,  continue,  monodrome  et  monogcne,  dans  ce 
même  cercle. 

Ces  conditions  sont  nécessaires,  car  nous  avons  démontré  (n"  U)  qu'une 
série,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable,  jouit  de  ces 
propriétés  dans  le  cercle  de  converi-ence.  Elles  sont  sulTisantes,  car  nous  venons 
(le  démontrer  que,  lorsqu'une  fonction  jouit  do  ces  propriétés  dans  un  cercle  de 
layiin  l\.  elle  est  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  delà  variable  et  coiivers^ente  dius  le  même  cercle.  Il  est  d'ailleurs 
impossible  de  les  réduire  à  un  moindre  nombre  ;  les  explications  que  nous  avons 
données  au  commencement  de  ce  Mémoire  fout  voir,  eu  effet,  qu'une  fonction 
peut  être  finie  et  continue  sans  être  nionodronie,  inonodrome  sans  être  ni(»no- 
gène  uu  iiioiioi^èiie  sans  être  inonodrome. 

Îl5.  Lue  fois  établie  la  |iossibililé  du  développement,  il  est  facile  de  déter- 
miner les  coefficients.  Méprenons,  en  cflet,  la  .--érie  (I),  dans  laquelle  nous  rem- 
plaçons l  par  3, 

AS)  =  «0    +  U,;i    +   U,=»     t    «3  ='     I-    ....  (î) 

La  fttnction  et  la  série  étant  é^-ales  dans  le  cercle  il,  leurs  dérivées  des  difl'éiciil^ 
ordres  sont  é^alc«  dans  le  iiièuie  cercle. 
Un  a  donc 
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f"{z)^^  .2m,  4-  ;.3uj  3  4-  .... 
/""(z)  — 1.5.3  «,  4  2.3.i»4  2  .... 


"Ces  diverses  séries  sont  toutes  convergentes  dans  le  cercle  R  cl  foniiiiues  ;  ti 
l'on  y  liiit  s    -  0,  on  a  . 

«o=/"(0).  »i=r(0),  i.iu,zzf'{0),  1.'i.3u,  =  /-'"(0),... 
«t  l'on  obtient  ainsi  I3  série  de  Macintirin  : 

/•(-)rr  AOI+r(0)^+r(0)^+....  (3) 

Nous  avons  exprimé  les  coefTicients  de  la  série  de  deux  manières,  par  des  inté- 
grales définies  et  au  moyen  des  dérivées  de  la  fonction.  La  comparaison  des  deux 
développements  donne  la  formule 

La  série  de  Taylor  s'en  déduit  aisément  • 

Si  la  fonclinn  f  [z)  est  finie,  continue,  monodrome  et  mono(jine,  dans  un 
cercle  décrit  autour  du  point  Zq  comme  centre,  elle  se  développe  en  une  série 
ordonnée  suivant  tes  puissances  croissantes  de  s  —  Zo  et  conver<jente  dans 
le  m^me  cercle,  et  Ton  a 

fiz)=f{zo)  +  r  (^0)  —^ +r(*o)  ^'7/;^*  -^  •  •  •  •       ^5) 

En  remplaçant  Zq  par  s  et  s  —  Zq  par  h,  on  obtient  la  série  de  Taylor  sous  sa 
forme  habituelle 

f{z  ^  h)  =  f{z)  ^  rf-)  j4-r'(î'  /j  -^-  •• .  (6) 

et  la  formule  (\)  devient 

/•-(=)=  il^y^'V(-  ^  rc  ')e-''de,  (7) 

r  étant  un  rayon  arbitraire  plus  polit  que  lo  rayon  du  cercle  de  ronverjjence  rela- 
tif au  point  z. 

Application  a  quelques  exemple». 
16.  Soit  une  fraction  rationnellfl 


502  ADDITIONS. 

Man|iiuiis  les  |ioiiits  A,  B,  C,.  .  .  qui  annulent  le  dénominateur,  et  qui ,  par 
conséquent,  rendent  la  fonction  infinie.  Soit  A  celui  de  ces  points  qui  est  le  plus 
rapproché  de  l'origine  ;  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  0  A 
décrivons  un  cercle;  la  fraction  rationnelle  sera  développable.  dans  ce  cercle,  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  z.  Dès 
que  Ton  sort  du  cercle  ,  la  série  est  divergente,  car  la  l'onction  devient  infinie 
au  point  A. 

De  même,  si  d'un  point  Zq,  pris  arbitrairement  dans  le  plan,  avec  un  rayon 
égal  à  la  dislance  de  ce  point  ù  celui  des  points  A,  B,  C,  . . .  qui  en  est  le  plus 
rapproché,  on  décrit  un  cercle,  la  fonction  sera  développable,  dans  ce  cercle, 
en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  dec — Zq, 

%7.  La  fonction 


étant  finie,  continue,  monodrome  et  monogène,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  est 
développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  c,  et  convergente 
dans  toute  l'étendue  du  plan. 
La  fonction 


est  discontinue  ou  indéterminée  pour  c  r=  1  ;  car  elle  devient  infinie ,  ou  nulle, 
ou  indéterminée  au  point  c  =  1,  suivant  le  chemin  qu'on  suit  pour  y  arriver  ; 
elle  est  donc  développable  dans  le  cercle  de  rayon  1.  Il  en  est  de  même  de  la 
fonction 


sm 


(i^). 


qui  devient  indéterminée  au  point  ^  rr:  1 
28.  Soit  la  fonction  irrationnelle 


comptée  à  partir  de  2—0,  avec  la  valeur  initiale  -f  \ .  Nous  avons  vu  (n"  3)  que 
cette  fonction  cesse  d'élrc  motiodromo  quand  on  tourne  autour  du  point  z— —  4  ; 
elle  sera  donc  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances cniissantesde  z  dans  le  cercle  décrit  de  rorii,Mne  comme  centre  avec  uu 
rayon  égal  à  1  unité.  11  en  sera  de  niènic  d'une  fonction  implicite  w  définie  par 
une  éfjualion  algébrique  entre  n  cl  s  et  cnni|iléc  à  partir  du  point  z  avec  la  valeur 
initiale  Uq  (  n'^  4).  Si  du  point  z,,  comnio  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  dis- 
lance au  point  le  plus  proche  pour  lequel,  la  racine  considérée  devenant  égale  i\ 
une  autre  racine  de  l'équation,  la  fonction  cesse  d'être  monodrome,  on  décrit  un 
rersle,  la  fonction  sera  dévebqipable  dans  ce  cercle  en  une  série  convergente  or 
donnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  s    -  s,. 


i;ti  iJL  iii:s  rn.NciioNs  i/im;  vahiai'.i.i.  imaoinmiu..     'iOG 

l.a  foiicliuii  Iraiisceiiiluiik' 

lob'(<  +z), 

comptée  à  partir  àc  z=:0,  avec  la  valeur  initiale  zéro  (  n"  5  )  devient  inliiiie , 
et  cesse  il'tHre  moïKMlroine,  au  point  z  ■=.  —  1  ;  elle  sera  donc  développabic  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les   puissances  croissantes  de  z,  dan-, 
le  cercle  décrit  de  roriginc  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 
La  fonction 

u=z.t*-t-  y-  +  2xj/i, 

n'étant  pas  nitmogène,  n'est  pas  dévcloppable. 
29.  r.onsidérons  eniin  la  fonction 

u  =:sin  3  +  ).  {x*  ->-  »/*  —  4), 

dans  laquelle  la  Ictlre  /  représente  la  valeur  de  l'intégrale  délniic 

2  /'*  sin<         /        t       \  , 
-/       -r-<^os(— -)dt, 

obtenue  en  donnant  à  t  des  valeurs  réelles  de  0  à  «  . 
()n  sait  que  l'intégrale  délinie 
2 


2    /^»  sin< 

/         -       cos  al  dt 


est  constamment  égale  à  l'unité  quand  le  nombre  g  est  moindre  que  \  ,  cl 
qu'elle  est  constamment  nulle  quand  le  nombre  y  est  plus  grand  que  1 .  De 
l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  décrivons  un  cercle  ;  le 
(acteur  /  sera  nul  tant  que  le  point  -:  restera  dans  le  cercle,  et  il  deviendra  égal 
à  l'unité  pour  tons  les  points  extérieurs.  La  fonclitm  est  Unie,  continue  et  mo- 
nodrome,  dans  toute  l'étendue  du  plan;  elle  est  monogène  dans  le  cercle  de 
rayon  1 ,  puisque  la  seconde  partie  se  réduit  ù  zéro  dans  l'intérieur  du  cercle  -, 
mais,  bors  du  cercle,  elle  n'est  plus  monogène,  parce  que  h  seconde  partie 
x«  4-  y*  —  \,  n'est  pas  monogène.  Ou  en  conclut  (pie  la  lonrtion  est  develop 
pable  en  série  convergeutc  dans  le  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité. 

Les  exemples  précédents  montrent  que  la  limite  de  convergence  de  la  série 
est  détemiinée,  tantôt  parce  que  la  lonclion  devient  infinie  ou  discontinue, 
tantôt  parce  (pi'elle  cesse  d'être  monodrome,  tantôt  parce  qu'elle  cesse  d'être 
monogéne. 

30.  Thkoukme  h.  —  Lorsqu'une  fonction  est  finie,  continue,  monudromt 
rt  monoijéne  dans  ta  portion  du  plan  comprise  entre  deux   cercles  ayant  pour 
centre  iorirjinc  des  coordonnées,  elle  e^t  développaUe  en  une  double  série  or 
donnée  suivant  les  puissames  entières,  positives  et  néyalives.  de  la  variable  e\ 
convergente  dans  cette  portion  du  plan. 

Supposons  que  la  fonction  /"  (z)  jouisse  des  propriétés  énui<  •<•-  entre  les  dcu» 
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circonférences  R  et  H'  décrites  de  l'origine  comme  centre,  H  étant  plus  grand 

que  W. 

Soit  (  un  point  quelconque  de  celle  couronne  (fig.  8)  ;  du  point  0  comme 
centre  décrivons  deux  cercles,  l'un  avec  un  rayon  r  plus  petit  que  R,  mais  plus 
grand  que  Ot,  l'autre  avec  un  rayon  r"  plus  petit  que  0^  mais  plus  grand  que  R'. 
L'intégrale 

obtenue  en  parcourant  chacune  des  deux  circonférences  dans  le  même  sens,  a 
la  même  valeur.  En  distinguant  pur  les  indices  r  et  r'  ces  deux  intégrales  déli- 
nies,  on  a 

J   r  i  —  t  J    r  Z—t 

OU 

Fig.  8. 


r      dz 
*^2's    I      --_  ^  =  0  ;  car  la  cirronf^^rcncc  r'  ne  comprend  pas  le  point  s  «•  t 

qui  rend  infinie  la  fonction  placée  sous  le  signe  /.  On  sait  d'ailleurs  que 

Il  en  résulte 

ban'i  la  premièrp  mléj;ra|p,  |p  module  de  z  étant  plus  grand  que  cpIui  d^  i. 


(8) 
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lu  quaiililé peiii  clrt;  développiîe  en  une  sérit;    toriserj^ente   suivant  les 

puissances  positives  croissantes  de    .  Dans  la  seconde,  au  contraire,  le  mudule 

dezétantpluspetit  qi'.eccluidcf.laquanlit»';- — -       se  d<5veloppcra  en  une  série 

convergenle  suivant  les  [missances  croissantes  de  — 
Un  aura  donc 

'      \  -t-f    '  j    f{z,dz  +  t    "^  lf(z)zdz. 

Les  intéi^niles  diTiiiios,  qui  servfnl  de  coPiTicinnts  à  la  dnuliie  «érie,  ont  des 
valeurs  iinies  i-t  déterminées.  On  peut  les  prendre  li>  long  d'une  circonférence  ar- 
bitraire comprise  entre  les  circonférences  R  et  R'.  Si  l'on  pose  z:=zre  \  et  s» 
l'on  remplace  /  par  z,  on  a  la  double  série 

/(2)  =  Uj  +«,2  +  «,2«+...  j 

u-=—    f''''f{ré")e-'''d  . 
„  —'■jL   A*''/'(rc9')c"<''d9. 

Tel  te  extension  du  tlirorème  de  M.  Cnucby  a  été  indiquée  par  M.  le  capitaine 
Laurent. 

31 .  Il  est  facile  d'étendre  les  théorèmes  précédents  aux  fonctions  de  plusieurs 
Variables  indépendantes.  Soit  /"  (x,  y,  z)  une  fonction  de  trois  variables  imagi- 
naires X,  ;/,  z,  linie,  continue,  monoilronie  et  monopène,  quand  chacune  des 
variables  reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du  plan.  Donnons  à  a*,  y,  s  des 
accroissements  /j,  k,  l;  la  fonction  f{x  ~tr  h,y  ^  k,i  -\-  l)  esl  tinie,  continue, 
monodrome  et  monogène,  tant  que  les  variables  /i.  k,  /,  restent  comprises  respec- 
tivement dans  des  cercles  de  rayons  R.  H  ,  R  ,  décrits  des  points  x,  y,  3,  comme 
centres. 

Posons 

u=.x-\-th,        v=y■^■tk,         w  —  z  +  tl, 

t  désignant  une  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  l'unité.  La  fonction 
f  («.  V,  w)  est  une  fonction  de  f,  que  nous  appellerons  K  (/),  tini»-.  ronlinue,mono- 
ilrome  et  monopono,  quand  la  variable  t  se  meut  dans  le  rerrlr  <\t>  ravoii  t .  drrnt 


dans  laquelle 


oor»  \i)i)iii(tNs. 

lie  l'oriiiiue  comme  ceiilre  ;  elle  est  iloiii'  ilcvelij|i|i.ililc,  dans  celte  étendue,  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  t .  cl 
Ton  a 

F(<)=:F^O)-+-F'{0)i  4  ¥"(0)-^  +  ...- 
1  1.2 

Mais  (Hi  a  sytnltoliqucinent 

F-(0  =  (/«D/+AD/+/Dj)-. 

d'où 

F-(0)=(AD/+AD/+ro/).. 

Si  l'on  reiniilace  F»  (0)  par  sa  valeur  el  (juc  l'on  fasse  t  ziz  \ .  un  obtient  la 
série 

/(x  +  /t,j/  +  &,2  +  0-/^(x,t/,c)+2,    iil^ — ^i dl 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  A,  /,  et  convergentes  dans  les 
cercles  de  rayons  R,  R',  R". 

Les  coefficients  s'expriment  aisément  au   moyen   d'intégrales  d'intinics.  Ki: 

ellct,  si  dans  la  formule 

D"  f  (^)  =  ^ '!"''"  f''?ix  +  »•«'")  «-"'''  d-h 

'  ZKr'    J  o 

,   ,  -1  .?..  .n.  1  .2. .   ?*'     1 

'>elle-ci  donne  ]tareillemcnt 

D"^"+"     {x,y,z)z:z- ■ — -7--. 

X  //T  *"  /'(x  +  r/\  y  t  r'e'^',  z  4-  r"/^"')  c""'''  "  ••'^''  -'"''■'d.d'jd'/  . 

i;  IV    —  l'iiipri('lcs  (les  fonrtions  monndromfs  et  iiioiioçi-iirs. 

32.  TiiKdiu'.Mi-;  III.  —  /.(nst/u'uitc.  lonclioii  est  finie,  rontinue,  mono- 
ilrumc  et  munwjène,  dans  une  eertu  iue  iiortio»  du  phm ,  toutes  ses  dérivées  jouis 
srtit  fies  unîmes  propriétés  dons  lit  interne  étendue. 


on  fait 


on  a 
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Soit  Zç  un  point  quelconque  pris  dans  cette  portion  <lu  pjjii ,  nous  avons 
démontré  que  la  fonction  proposée  f  (z)  se  développe  en  une  série  converj/ente 

A»)  =  "o+«i(s  — =o)  +  «î(-  — -o)*4--- 
dans  un  rerclo  dérrit  du  jjoinl  z^  comme  centre  avec  un  rayon  convenable.  On 
en  déduit 

/••(3)  =  u,-i-2»j(r— Co)-^3M3  (2- Zo)' -+■•••  • 

Cette  série  étant  convergente  dans  le  même  cercle,  la  fonction  f  (5)  est  finie, 
continue,  monodromc  et  raonogône,  dans  ce  cercle,  et,  comme  le  point  z^  peut 
être  pris  arbitrairement  dans  la  portion  du  plan  pour  laquelle  la  fonction  /'(s) 
est  nionodrome  et  monogène,  la  fonction  f  (z)  jouit  des  rnèmes  propriétés  dans 
toute  cette  étendue. 

Le  théorème  étant  démontré  pour  la  première  dérivée,  s'étend  évidemment  .1 
toutes  les  autres. 

33-  ConOLLAiRE  1.  —  Une  fonction  monodrome  et  7nono(jene  ne  peut  êlre 
constante  dans  une  portion  finie  du  plan,  si  petite  qu'elle  soit. 

Soit  Zq  un  point  situé  dans  cette  portion  du  plan  ;  la  fonction  étant  constante 
dans  le  voisinage  du  point  Zo,  toutes  ses  dérivées  sont  nulles  en  ce  point,  et  li 
série  de  Taylor  se  réduit  à 

nz)=f{zo). 

Il  en  résulte  que  la  fonction  est  constante  dans  le  cercle  de  convergence  décrit 
du  point  z„  comme  centre,  ijue  l'on  répèle  maintenant  le  même  raisonnement 
pour  un  autre  point  du  cercle,  et  l'on  démontrera  ainsi  de  proche  en  proche  que 
la  fonction  reste  constante  dans  toute  l'étendue  du  plan  pour  laquelle  la  fonction 
est  monodrome  et  monogène. 

Il  en  serait  de  même  si  la  fonction  était  constante  le  long  d'une  ligne  si  petite 
qu'elle  soil. 

CoROLL^MUE  II.  —  Une  fonction  monogène  ne  peut  avoir  toutes  ses  dérivées 
nulles  en  un  point . 

Si  cela  avait  lieu,  la  fonction  serait  une  constante. 

34.  TiiEOUEMK  IV.  —  Lorsqu'une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et 
mondijène,  s'annule  pour  3:=  a,  elle  est  divisible  par  {z  —  a).,  n  étant  un 
nombre  entier  fini. 

Kn  développant,  d'ajirès  la  série  de  Taylor,  ou  a  en  cflet 

/•(z)  ^n»)^  + /'(a)-^^^  +  •  •  • . 
d'où  l'on  déduit 

Le  quotient  \         (5iant  développé  eu  série  convcrgcnle  dans  un  cercle  décrit 

•in  point  ((  comme  ccnlrc,  est  une  foinclion  linic,  continue,  monodrome  et  mono- 
Sène  dai)N   le  voisin.igc  du  i>oinl  a,  et  jiar  cnséqucnt  dans  la  mOine  étendue  du 
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pliin  que  la  fonction  proposée.  Si  l'on  repn'st^nle  fiar  -  [z)   telle  foiirtion,  oB 
aura 

f{z)={z  —  a)f{z). 

Si  la  quantité  a  n'annule  pas  f'{z),  on  dit  que  a  est  racine  simple  île  léqua- 
tion  f  (z)  zm  0.  Mais  si  a  annule  la  l'onction  f  (z)  et  ses  (n—  1  )  premières 
dérivées,  on  a 

f-ia)      ,  p-+\a) 


fiz)  =  (z  —  a) 
et  le  quotient 


[1    l'...«    '    •..-2...U»+t/^~"^+' 

f(z) 


est  une  fonction  finie,  conlinne,  monodrome  et  monogùne,  dans  la  même  éten- 
due que  la  fonction  f[z).  Si  l'on  représente  ce  quotient  par  ;-  (3^,  on  a 

Daus  ce  cas,  on  dit  que  la  racine  a  est  du  degré  n  de  multiplirité. 
Le  nomlire  des  dérivées  qui  s'anmilont  pour  z  —  a  étant  nécessairement  fini, 
toute  racine  est  d'un  degré  fini  et  entier  de  multiplicité. 

35.  Scolie.  —  Dans  une  portion  finie  du  plan,  l'équation  f  (z)  ^=.  0  n'ad- 
met qu'un  nombre  fini  de  racines;  car,  si  elle  en  admettait  une  infinité,  les 
jioints  correspondant  aux  racines  seraient  infiniment  rapprochés  les  uns  des 
autres  et  la  fonction  nulle  en  ces  |)oints  infiniment  rapprochés  ,  ce  qui  est 
impossible. 

Si  l'on  appelle  a,  h,  c,  .    .    .   ,  /.  les  racines,  la  fonction  /"(s)  s'écrira 

«^'=0-:)('-i)o-;)-0-D^(^'' 

ç  (z)  étant  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui  ne  s'annule  iias  dans  la 
portion  du  plan  considérée. 

36.  Thkorkme  V. —  Quand  niir  fonction  /"(-),  mmo'irome  et  monojjcne,  de- 
vient infinie  pour  s  =  a,  (juel  </ue  }<oit  le  chemin  suivi  jiour  arriver  à  ce  point, 
on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

la  fonction  II  [z)  étant  monodrome  et  monngène  ri  ne  devenant  pas  infinie  p-iur 
%  —  a. 

Kn  fiïel,  dans  ce  cas,  l,i  foiictioii  devenant  nulle  pour*  =  o,  et  res- 

/'(  = 
tant  finie  et  conliniic,  on  a 
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d'où  l'on  déduit 


A(2)- 


4 

TTTT 


^2  — a)"        (z—u)' 
La  v;iloiir  (i  est  un  iofiiii  du  dp;;it'  fini  et  entier  n  d*^  inulti|»Iiril*^. 

6i  l'on  développo  lu  (onction  (s)  imi  série  suiv;inl  les  puissuncos  croissanlr^'t 
do  (,i  —  (/),  1.1  fonclion  [iroposée  s'écrit 

!/  fsl  désignant  une  fonclion  nionodronic  et  monogène  qui  ne  devient  plus  infinie 
pdur  -ï  =-  a. 

l'ourque  la  fonction  jouisse  de  ces  propriétés,  il  est  uécess;iire  qu'elle  devienne 
inCniic  pour  ;r=^rt,  (jucl  (juc  suit  le  chemin  suivi  pour  arriver   en  ce    point. 

1 
r.cii  n'a  pas  lieu  pour  la  fonclion  e'- ,  qui,   lorsque  -  =  0,  devient  nulle,    ou 
inliuie,  ou  indélerniinée,  suivant  le  chemin  suivi. 

îlî  .  TlIKOhKME  VI.  —  L'iie  fuiiction,  monodruine  et  monoijene  dans  toute 
l'elendue  du  plan,  devient  nécessairement  infinie  pour  une  valeur  fime  ou  infinie 
de  la  variable. 

Ap[ieloiis  M  le  maxinnim  du  module  de  la  fonction  f  {i)  dans  le  cercle  de 
•rii>itn  r  décrit  autour  de  l'origine  ;  si  dans  la  formule  (n*  3!5) 


il  I     Kl 


nous  lemplarons  chaque  élément  de  l'intégrale  défuiie  par  son  module,  ou  par 
un  module  plus  grand  M(/  .  il  est  évident  que  lu  niodul-:  de  l'inlégrale  déllnio 

Mii  '  ou  que  2  n  iM  ,  et  nous  aurons 

0 

mod/"-  0;<'  .1  3..."—. 
'  r- 

Sup|)Osnns  (uaiiilenaiit  que  la  fonction /"  (  =  )  ne  d.-vieniie  infinie  pour  aucune 
valeur  lime  mi  iiiliiiic  de  3,  c'est-à-dire  (|ue  le  nnidule  de  la  fonclion  reste  moin- 
dre qu'une  (juanliié  liiiie  .M  dans  loulc  l'élfiidue  du  plan.  Dans  ce  ras.  on  pourrait 
picndre  le  rayon  r  plus  grand  que  toute  quantité  donnée,  et  l'on  aurait,  en  vertu 
de  la  formule  précédenle. 

/■•^O)  -  0. 

La  fonction  ayant  toutes  ses  dérivées  nulles,  serait  une  constante.  Si  donc  la 
lonclion  n'esl  pas  une  constante,  elle  doit  devenir  inlinic,  soit  pour  une  valeur 
liiiie,  soil  pour  une  valeur  inlinie,  de  la  variable  i. 

3fii.    CouoiiAlliE.   —   \  ne  fuurhon  .  monoJrome  tt  monoçtne  d>ins  toute 
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it'tenduedu  plan,  devient  nécessairement  nulle  pour  une  valeur  (inie  ou  infiniv 
de  la  variable. 

Car  si  la  fonction /"(z)  ne  devenait  pas  nulle,  la  fonction    -— —     ne  devien- 

/  (3) 

lirait  pas  infinie  ;  ce  qui  est  impossible. 
Il  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  :;  rende  la  fonction  à  la  fois  nulle  et 

infinie.  Ainsi  la  fonction  e- devient  infinie  quand  le  point  z  vient  à  l'origine  par 
un  chemin  situé  à  droite  de  Taxe  des  ij,  et  nulle  quand  le  point  ;;  vient  à  l'ori- 
gine par  un  clicmin  situé  à  gauche  de  l'axe  des  ?/.  De  même  la  fonction  e*  devient 
nulle  ou  infinie  pour  des  valeurs  infinies  de  z- 

39  Théorème  VII. — Deux  fonctions  monodromes  et  monogènes,  qui  admet- 
tent les  mêmes  zéros  et  les  mûmes  infinis,  chacun  au  même  degré  de  multipli- 
citéf  sont  égales,  à  un  facteur  constant  prés. 

Soient  f(z)  et  F  (2)  les  deux  fonctions  proposées.  Le  quotient 

de  ces  deux  fonctions  ,  ne  devenant  ni  nul,  ni  infini,  est  une  constante.  En 
désignant  par  A  cette  constante,  on  a  donc 

F{z)  =  Afiz). 

Scolie. —  Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  est  complètement  définie,  à  un 
facteur  constant  prés,  quand  on  connaît  ses  zéros  et  ses  infinis.  C'est  par  le 
nombre  et  la  distribution  des  zéros  et  des  infinis  dans  le  plan  (|ue  les  fonctions 
se  distinguent  les  unes  des  autres. 

40.  TiiÉonÈME  VIII.  —  Toute  fonction  monodrome  et  monogène.,  qui  ne 
devient  infinie,  que  pour  2  =  00  ,  sans  devenir  indéterminée,  est  une  fonction 
entière. 

Soit  u  ^f{z)  la  fonction  proposée.   Posons  m  =r  -  ;    la   fonction   s'écrit 

«  =  /  \~A   ■■  nous  l'appellerons  f-  {t).  Celte  ionclion  ;.  (t)  devient  infinie  pour 

;  =  0,  sans  devenir  indéterminée.  Kn  vertu  du  théorème  V,  nn  peut  la  nnMtrc 
sous  la  forme 

1/1  fonction  l  U),  ne  devenant  uilitiie  pinir  :iiiriiiir  v.iliMir  de  t,  est  une  con- 
stante A  .  On  a  donc 


ITlhl     l'I  -    M'N<.ll<iN>    Ii'im:    \  AHI  MU  I     IMACINAlMT.         ill 

<l,  |iar  suile, 

Ai)=:AoC.-f  A,  2-'  -h  . .  .-fA,_,z  +  A,  . 

Ainsi  la  fdnclioii  f  (S)  esl  uncfonction  cnliorc  du  n""'  degré. 

41.  TiiÉoHKME  IX.  —  Toute  fonction  monodrome  et  monogène,  qui  n  admet 
(j/i'iin  nnmhre  limité  d'infinis,  est  une  fraction  rationnelle. 

ConsiiltTons  d'abord  le  ras  où  la  fonction  f(z)  admet  n  infinis  simples 
1,  6,  c,  . . .,  J,  et  prend  une  valeur  finie  et  déterminée  P  pour  -  rr  oc  . 

La  fonction,  devenant  infinie  pour  s  — a,  s'écrira  sous  la  forme 

Il  fonction  o  (s)  ne  devenant  plus  infinie  pour  5  =  0. 

La  fonction  ?  (:;),  devenant  infinie  pour  r  r=6,  s'écrira  smis  la  forme 

En  continuant  de  celte  manière ,  on  arrivera  enfin  à  une  fonction  qui  n'aurn 
plus  d'infini,  et  qui,  par  conséquent,  sera  une  constante  P.  On  aura  donc 

La  démonstration  est  la  mCme quand  il  y  a  des  infinis  multiples.  Soit/;  le  de- 
çré  de  l'infini  a,  q  celui  de  b,  etc.  La  fonction  proposée  pourra  être  mise  sous 
la  forme 

u-—^^—-\ '^ — -+...-ui^ 

{x—aY      {i      a/-'    ^       ^z  —  a 
_B^  n.  ^jU^ 

^(:-6)<'^(jr  — 6)^-'  ^  z~h 

+ 

La  fonction  ?  ^-s),  ne  devenant  plus  infinie  que  pour  ;  r::  «  ,  est  une  fonction 
entière. 

En  réduisant  ces  fractions  simples  au  même  dénominateur,  on  voit  que  la 
fonction  u  est  une  Iraclion  rationnelle  dont  le  terme  le  plus  élevé  est  du  degré 
»,*si  n  désigne  le  nombre  total  des  infinis.  .\  chaque  valeur  de  u  correspondent 
n  valeurs  de  -,  c'est-à-dire  que  la  fonction  prend  la  même  valeur  en  m  |)oints  du 
plan.  Cette  fonction  admet  aussi  n  zéros.  Ainsi  le  nombre  des  zéros  esl  le  mémo 
que  celui  des  infinis. 
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42.  Théorème  X.  —  Toute  fonction  mono/jéne,  qui  admet  m  valeurs  pour 
chaque  taleur  de  z,  devient  nécessairement  infinie. 

Désignons  par  «„,  «i,  «,,. . .,  u™-,,  les  m  valeurs  que  prend  la  fonction  u 
pour  une  même  valeur  de  s.  Considérons  une  fonction  symétrique  de  ces  m 
quantités,  par  exemple  leur  somme 

Orand  la  variable  2  décrit  un  contour  fermé,  ces  valeurs  de  la  fonction  se 
permutent  les  unes  dans  les  autres  suivant  une  certaine  loi  ;  mais  la  fonction 
symétrique  ne  change  pas.  Cette  fonction  symétrique  est  donc  monodrome.  Puis- 
qu'elle doit  devenir  infinie,  il  faut  que  l'un  des  termes  de  la  somme  devienne 
infini. 

43-  Théorème  XI.  —  Toute  fonction  monoyene,  qui  a  m  valeurs  pour  cha- 
que valeur  de  z  el  qui  n  admet  qu'un  nombre  limité  d'infinis,  est  rucxnH  d'une 
équation  uUjébrique. 

Iteprésentons  toujours  par  Uq  ,  ?/,,  «j,.  . .,  «„_,  ,  les  m  valeurs  de  u,  et 
considérons  les  fonctions  symétriques 


+  u„ 


savoir,  la  somme  des  m  valeurs,  la  somme  des  produits  deux  à  deux  ,  la  somme 
des  produits  trois  à  trois,  etc.,  enfin  le  produit  des  m  valeurs.  Chacune  de  ces 
lonctious  symétriques,  étant  monodrome  el  n'ayant  qu'un  nombre  limité  d'infi- 
nis, est  une  fraction  rationnelle  en  z.  I.a  fonction  u  satisfait  donc  à  une  équa- 
tion algébrique  du  degré  m,  dont  les  coefficients  sont  des  fractions  rationnelles 
en  z. 

Cette  équation  est  irréductible;  car  si  la  fonction  u  satisfaisait  à  une  équation 
de  degré  moindre,  elle  n'aurait  pas  m  valeurs. 

CoRûLLAHtE.  —  Une  fonction  définie  pur  une  équation  algébrique  irré- 
ductible du  m'""'  degré  prend  m  valeurs  pour  chaque  valeur  de  h  variable. 

On  part  de  la  valeur  2  =  3^  avec  une  c-^rtaine  valeur  initiale  u  =  «o  •  c* 
l'on  suit,  pour  aller  à  un  point  quelconque  du  plan  .  soit  le  chemin  rectiligne, 
soit  des  lignes  comprenant  un  ou  plusieurs  points  pour  lesquels  l'équation  a  des 
racines  égales.  Ces  chemins  donneront  m  valeurs  dilTércnles  de  la  fonction  ;  car 
si  elle  n'en  prenait  qu'un  nombre  moindre ,  elle  satisferait  à  une  équation  d«» 
degré  inférieur. 

44.  TllKOREME  Xll.  —  Toute  fonction  monodrome  et  monogenc,  dont  /<•,« 
infinrx  et  les  zéros  sont  disposés  par  groupes  égaux  et  éqnidislants  suivant  une 
(rrlaxne  dircrlinu',  rsl  une  fonction  amplement  périodique. 


ÉTCDi:    DKS    lONCTIONS    u'iNE    VAHIABLE    IMA(;iNAIRi:.      M'S 

Nous  avons  démontré  qu'une  fonction,  monijdronic  et  monogénc  dans  toute 
l'étendue  du  plan,  devient  infinie.  Si  la  fonction  n'admet  qu'un  nombre  limité 
d'inliiiis,  elle  est  rationnelle.  Si  elle  en  ailmet  une  inlinilé,  elle  est  transcendante. 
Parmi  les  fonctions  transccmlanles,  les  malliématiciens  ont  t'iudié  d'abord  les 
fonctions  simplement  périodiques.  Il  est  évident  qu'une  fonction  simplement 
périodique,  monodromc  et  monogène,  devient  infinie  au  moins  une  fois  dans 
l'intervalle  de  chaque  période,  sans  quoi  la  fonction  ne  deviendrait  pas  infinie 
dans  toute  l'étf^iiduc  du  plan. 

La  plus  simple  des  lonclions  périodiques  est  la  fonction 


«rotang  —  = 


*\^e  *"  +  e        '^     ) 

qui  a  pour  période  w.  Si  l'on  partage  le  plan  en  bandes  égales  par  des  parallèles 

à  l'axe  des  {/,  menées  à  la  distance  '",  la  fonction  reprendra  périodiquement  la 

m«*me  valeur  dans  chacune  de  ces  bandes  aux  points  correspondants,  c'est-à-dire 

aux  points  situés  sur  une  parallèle  ù  une  même  direction  et  la  distance  oj  les 

r.x 
uns  des  autres.  La  fonction  tang n'admet  qu'un  seul  infini  et  un  seul  zéro 

ru 

dans  chaque  iiande  ;  elle  ne  passe  qu'une  fois  par  la  même  valeur. 

Au  moyen  d'une  fonction  monodrome  simplement  périodique  ?  {*)  à  un  seul 
infini,  on  peut  former  une  fonction  simplement  périodique,  ayant  la  même  pé- 
riode, et  dans  chaque  période  des  infinis  quelconques  «,  ,?,  •/,  • . .,  et  des  zéros 
quelconques  en  même  nombre  a,  fc,  c,  . . . .  Il  sulfit  de  prendre  la  fonction 

Lorsqu'une  fonction  monodrome  et  monogène  a  une  infinité  d'infinis  placés  en 
ligne  droite  et  à  égale  distance,  et  une  infinité  de  zéros  placés  aussi  sur  une  ligne 
droite  parallèle  à  la  précédente  et  à  même  distance,  ci'tle  fonction  est  simplement 
périodique.  Car  on  peut  former  une  fonction  simplement  périodique  ayant  les  infi- 
nis et  les  zéros  donnés,  et,  d'après  le  théorème  VU,  la  fonction  proposée  sera  égale 
à  cette  fonction  périodique  multipliée  par  un  rapport  constant. 

Plus  généralement,  concevons  une  fonction  /(i)dont  les  infinis  et  les  zéros 
soient  disposés  par  groupes  égaux  et  éiiuidisiants ,  suivant  une  même  direction. 
Je  dis  d'abord  que,  dans  cJiaque  groupe,  il  y  a  autant  de  zéros  que  d'infinis  ; 
supposons,  en  efl'et,  que  la  fonction  f  {x)  contienne  un  plus  grand  nombre  de 
zéros  que  d'infinis  ;  on  pourra  former  une  fonction  simplement  périodique  F  (s), 

admettant  tous  les  infinis  de  f  (s)  et  une  partie  des  zéros ,  le  quotient 

n'ayant  plus  d'infinis,  est  constant  ;  donc,  f(')  ne  peut  avnir  pln's  i\f  jéro*  que 
T.   II.  33 
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F  (x)-  Supposons,  au  contraire,  (jne  la  fonction  f  (x)  ait  moins  de  zéros  que 
d'infinis,  on  formera  une  fonrliou  simplement  périodique  F  (;;)  admettant  tous 

F  (-) 
les  zéros  de  f{x)  et  une  partie  des  infinis.  Le  quotient  — 77-r  n'avanl  plus  d'in- 

finis,  est  constant;  donc  f(s)  a  autant  de  zéros  que  F  (z).  Ainsi,  dans  chaque 
groupe,  le  nombre  des  zéros  de  la  fonction  f  (z)  est  le  mr-me  que  celui  des  infi- 
nis. Si  maintenant  on  appelle  F  [z)  la  fonction  simplement  périodiijue  qui  admet 

ces  infinis  et  ces  zéros,  le  quotient  |rr— .  étant  constant ,  on  voit  que  la  fonc- 
tion fin)  est  elle-même  simplement  périodique. 

Si  la  fonction  périodique  n'était  pas  monodromc  et  prcniiit  m  valeurs  pour 
chaque  valeur  de  x,  elle  serait  racine  d'une  équation  algébrique  du  degré  m, 
ayant  pour  coelTicients  des  fonctions  périodiques  monodromes  ;  car  toute  fonction 
symétrique  des  ?»  valeurs  de  la  fonction  est  une  fonction  monodromc. 

45.  Théorème  XIII.  —  Le  résidu  intégral  de  toute  fonction  doublement 
périodique^  monodrome  et  monogène,  relatif  à  l'aire  d'un  parallélogramme  des 
périodes,  est  nul. 

M.  Cauchy  appelle  résidu  intégral  d'une  fonction  monodrome  et  monogène 
f  {x),  relatif  à  une  aire  plane  donnée,  la  valeur  de  l'intégrale  y/"  (;;)  dz,  prise 
le  long  du  contour  de  cette  aire  et  divisée  par  ^ni.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n°  ^O,  le  résidu  relatif  à  une  aire  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  résidus 
relatifs  aux  aires  infiniment  petites  qui  comprennent  les  points  de  Taire  pour 
lesquels  la  fonction  f  {z)  devient  infinie. 

Nous  supposons  la  fonction  f  (s)  doublement  périodique.  Représentons  les 
deux  périodes  par  AB  et  AG  'fig.  9)  ;  des  parallèles  équidistnnfes  partageront 

Fig.  9. 


le  plan  en  parallélogrammes  dans  lesquels  la  fonction  reprendra  périodiquement 
la  nirme  valeur.  Considérons  le  résidu  intégral  de  la  fonction  f  {z)  relatif  à  l'aire 
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du  [larallélo^îraminc  AliUC,  et  rintéj;rale  déCiiiie  prise  le  lon^;  du  ronlour  de  ce 
parallélogramme,  parcouru  dans  le  sens  ABDC.  On  a,  par  délinitidu, 


&m-^/ru 


)d:. 


La  fonclion  f{z)  étant  la  mômo  le  long  des  deux  exilés  (lpp(l^ës  AB.  C.O  du 
parailûldgramnic,  il  est  évident  que  l'iiitégralo  définie,  prise  le  long  de  ces  deux 
lignes,  acquiert  la  même  videur  ;  mais,  comme  les  deux  côtés  opposés  sont  par- 
courus en  sens  contraire,  les  deux  portions  relatives  à  ces  côtés,  dans  l'intégrale 
définie,  se  détruisent,  et  de  même  les  deux  portions  relatives  aux  deux  côtés 
opposés  BD,  CA.  Ainsi  l'intégrale  définie,  prise  le  long  du  contour  de  ce  parallé- 
logramme, est  nulle,  et  par  conséquent  le  résidu  intégral  est  nul. 

Ce  tliéorème  remarquable,  duquel  on  déduit  avec  une  grande  facilité  les  plus 
importantes  propriétés  des  tonrtions  doublement  périodiques,  *  été  aperçu  la  pre- 
mière fois  par  M.  Hermitc. 

46.  CoHOLLAlHK  I.  —  Toute  fonction  douhlemml  périodique,  tnonodrome 
et  monoijène,  admet  au  moins  deux  infinis  dans  chaque  parallélogramme  des 
périodes. 

La  fonction,  étant  périodique,  admet  un  premier  infini  dans  chaque  parallélo- 
gramme. Si  elle  n'avait  qu'un  inlini  simple  dans  chaque  parallélogramme,  son 
résidu  intégral  relatif  à  ce  parallélogramme  ne  serait  pas  nul  ;  il  y  a  donc  au 
moins  un  second  inlini. 

Cette  propriété  sert  de  base  à  la  belle  théorie  des  fonctions  doublement  pério- 
diques professée  par  M.  Liouville  au  Collège  de  France. 

4T.  ConOLLAiRR.  11.  —  Chaque  parallélofframmr  des  périodes  renferme  au- 

tant  de  zéros  que  d'infinis. 

f  (z) 
Considérons  la  fonction  .  Celle  fonction,  qui  osl  doublement  périodique 

comme  la  fonction  pro|>o.séc  f  (z\  n'admet  que  des  infinis  simples,  savoir  les 
zéros  cl  les  infinis  de  h  fonclion  f{z).  En  effet,  soit  a  un  zéro  de  degré  p  de  la 
fonction  /"(-).  on  aura,  en  développant  en  série, 

f{i)  =  k{s—ay  +  A'(x  — nV+'  4- . . . , 
d'où  1  on  déduit 

r(x]=p\(z^a)r-t  +..., 

/"(-)      --a 

Ainsi  la  quantité  o  est  un  inlini  simple  de  la  fonclion  T— •  Le  résidu  dr 

M*) 
celte  fonction,  relatif  à  celle  valeur  a,  est  égal  h  p. 

IV  même,  soit  «  un  infiai  de  degré  7  de  la  fonclion  /  (:).  On  aura,  en  déve- 
loppant, 


d'où  l'on  ilWnit 
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Z'u).- ^?« 


/■(--)      {--«) 


+•• 


Ainsi  la  quantité  a  est  un  infini  simple  de  la  fonction  i— —  ,    et  le  résidu 

f[i) 

est  égal  à  —  9. 

Puisque  la  fonction  j^i—  est  doublement  périodique,  le  résidu  inlt':,'ral  de  celle 
fonction,  relatif  à  l'aire  du  parallélogramme,  est  nul  ;  on  a  donc 

ou 

On  en  conclut  que  dans  chaque  parallélogramme,  le  nomliredes  zéros  de  la  fonc- 
tion/"(s)  est  égal  au  nombre  des  infinis,  en  tenant  compte  du  degré  de  cbacun 
d'eux . 

Désignons  par  n  le  nombre  des  infinis  de  la  fonction  ({z)  dans  chaque  parallélo- 
gramme, le  nombre  des  zéros  est  aussi  n.  La  fonction  /  ^2)  —  A,  qui  a  n  infinis, 
a  aussi  n  zéros  ;  ceci  montre  que,  dans  chaque  parallélogramme,  la  fonction  f{z) 
passe  r»  fois  par  une  valeur  quelconque  A. 

48.  Corollaire III. — Appelons  2,,  2,...,  ;r„  les  n  valeurs  de  z  qui,  dans  un 
même  parallélogramme,  correspondent  àla  même  valeur  u  de  la  fonction  u-=zf{z)^ 
et  posons 

'C,—Si  +;r,  4-...4-;ï„, 
d'où 

d^ dzi        dzi  d::n 

du        du         du       "  '    '    clu 

A  chaque  valeur  de  11,  finie  ou  infinie,  correspond  une  valeurfinie  de  C,  augmentée 

de  multiples   des  périodes,  et  une  seule  valeur  du  cocllicicnt  difTérenliel -r-quï 

peut  être  regardé  comme  une  fonction  de  u,  monodromc  et  monogène.  Cette 
fonction  ne  peut  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  de  m  finie  ou  infinie  ; 

.  dl  ,         .... 
l'ar.  SI  -j-  devenait  uilnnc  pour  «   -  «,  on  aurait,  en  vertu  du  llu'oréme  \ , 
du  1  '  .  > 

ds         g(») 

du      (u — af 

et  ijdeviciKtrail  infinie,  ce  qui  est  impossible.  La  fonction -r^  ne  dovcnant  pas  infi- 
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nie,  est  une  constante;  de  plus,  cette  constante  est  nulle,  sans  quoi  on  aurait 
Ç=r  Ak  -|-  B.  Donc  la  quantité  C  est  elle-même  une  constante. 

49.  TllKOUKMi:  XIV.  —  Drux  fonrtiuns  doublement  périiidii]ue.iy  mono- 
dromes  et  monoijénes.,  ayant  les  mîmes  périodes,  et  chacune  un  nombre  limite 
d'infinis,  sont  fonctions  at/jébrifjues  l'une  de  l'autre. 

Soient  w  et  v  deux  fonctions  de  :  doublement  [n'rioiiiques,  monodromcs  et  mo- 
nopènes,  et  ayant  les  mOmcs  [x'-riodos  w  et  w'.  Désignons  par  n  le  nombre  des  in- 
finis de  la  premirrc  foiitlion  dans  cliai|ue  parallélo;,Tamme  des  périodes,  par  m 
le  nombre  des  infinis  de  la  seconde.  A  une  même  valeur  de  m  correspondent  n 
valeurs  de  z,  augmentées  de  multiples  quelconques  des  périodes  ;  mais  à  chaque 
valeur  de  ^,  augmentée  de  multiples  quelconques  des  périodes,  correspond  un<: 
seule  valeur  de  f;  à  une  valeur  de  u  correspondent  donc  n  valeurs  de  r.On  en  con- 
clut que  les  deux  fomlions  u  et  f  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  algébrique 
«ntière,  du  degré  m  par  rapport  à  m,  et  du  degré  n  par  rapport  à  v. 

50.  CoROLLAinE  1.  —  Appliquons  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  relation 

qui  existe  entre  la  fonction  doublement  périoilique  u  z^  f  {s)  et  sa  dérivée 
u'  =f'  (x).  La  dérivée  est  une  fonction  doublement  périodique  ayant  les  mêmes 
périodes  que  la  fonction  proposée.  Elle  admet  les  mômes  infinis,  le  degré  de  cha- 
cun d'eux  étant  élevé  d'une  unité  (no  47)  ;  si  donc  on  désigne  par  n  le  nombre 
des  infinis  de  la  fonction  u,  le  nombre  h' des  infinis  delà  fonction  m' sera  au 
moins  égal  à  ;j  -h  1  et  au  plus  égal  à  ?«.  Ainsi  la  fonction  u  et  sa  dérivée  n'  sont 
liées  par  une  équation  algébrique  eniièrc,  du  degré  n  par  rapport  au',  et  du  de- 
gré n'  par  rapport  à  u. 
Soit 

Usu'-h-U.m'— '  +  U,u'--«-h..,-hU,  =  0  (4) 

cette  équation  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  u'. 

La  fonction  «'  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  u.  le  premier 
coefficient  Uq  est  égal  3  l'unité.  A  une  même  valeur  de  u  correspondent  n 
valeurs  de  z  dont  lu  somme  est  constante  (48),  et,  par  suite,  n  valeurs  de 

-^  ou  de  —  dont  la  somme  est  nulle  ;  il  en  résulte  que  l'avant-dernier  coclTi- 

cient  U,.i  est  égal  à  zéro. 

La  plus  simple  des  fonctions  doublement  périodiques  est  la  fonction  à  deux  ui- 
finis.  Dans  ce  cas,  l'équation  se  réduit  à 

u'»fU,  =  0,  (t) 

r,  étant  un  polynôme  entier  en  u  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

Cette  liaison  algébrique  entre  une  fonction  doublement  périotlique  quel- 
conque et  sa  dérivée  a  été  remarquée  jwr  M.  Méray  ,  élève  de  l'Ecole  nor 
maie . 

ftl.  CoRoi.l.Ali\t  II.  —    PropoMoiis-nou*  mamicmnl  d 'Aprimer  um-  fon»- 
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tiou  doublement  périodique  v,  à  m  iiiliiiis,  au  moyen  d'une  fonction  doublement 
périodique  u  à  deux  inlniis  et  aux  mêmes  périodes.  Les  deux  fonctions  sont 
liées  par  une  équation 

du  second  degré  par  rapport  à  i-  et  du  degré  m  par  rapport  à  u. 
Si  l'on  pose 

cette  équation  devient 

^V—(w^  —  U>)  —  0.  (4) 

La  fonction  ic  est  une  fonction  nionodrome  doublement  périodique  par  rapport 

à  z,  comme  la  fonction  «.  A  chaque  valeur  de  u  correspondent  deux  valeurs  ^j  et 

«g  de  z,  lesquelles  donnent  pour  u'  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires, 

w 
et  de  même  pour  iv.  Ainsi  le  quotient  —  est  monodrome  par   rapport  à  m  ; 

c'est  une  fonction  entière.  En  effet,  si  l'on  appelle  s  la  somme  constante  z^  -\-  Zi, 

on  a  f  (2)  =  —  f  (s  —  2),  et  l'on  voit  que  la  fonction  u'  admet  les   quatre 

,         s      s     ,     (a     s         m'    s        '^>-^^'     i     e      ,■  1      . 

zéros  -r-, ,  —  A ,  — h  -        .  La  fonction  \o  admet    aussi   ces 

22'22^2'2  2 

quatre  zéros.  D'un  autre  côté,  l'équation  (4)  ayant  son  premier  coefficient  égal 

à  l'unité,  la  fonction  w  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  u.  Le 

quotient  —, ,  monodrome  par  rapport  à  m  et  ne  devenant  infini  pour  aucune 
valeur  finie  de  u,  est  donc  une  fonction  entière  de  u  ;  cette  fonction  est  du  degré 
m  —  2.  Si  nous  la  désignons  par  N,  nous  aurons  la  formule 

V  — j ,  (o) 

dans  laquelle  L,  M,  N  représentent  des  polynômes  entiers  en  u  ;  les  deux  pre- 
miers du  degré  m  au  plus,  le  troisième  du  degré  m  —  2. 

Ainsi,  une  fonction  doublement  périodique  à  m  infinis  s  exprime  ration- 
nellement au  moyen  d'une  fonction  à  deux  infinis  aux  mêmes  périodes,  et  de 
sa  dérivée. 

Cette  proposition  très  impoilaiitc  est  duc  à  M.  Liouville,  qui  l'a  démontrée 
par  d'autres  considérations. 

62.  Les  fonctions  simplement  périodiques  jouissent  de  propriétés  analogues  ; 
mais  ceci  suppose  que  les  fonctions  deviennent  infinies  sans  devenir  indélermi- 
nécs;  autrement  la  relation  no  serait  plus  algébrique.  Clicrclions,  par  exemple, 
la  relation  (jui  existe  enire  une  ((mclioii  simplemcnl  |iéri(tdiqiie  monodrome 
v=:  /■(;:),  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  lime  rio  ^,  et  la  fonction 

U  zz  e  «^  .   A  cliaque  valeur  finie  de  u  correspond  une  valeur  finie  de  r  cl  une 
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seule,  excepté  pour  h  =:  0  ;  donc,  eu  vertu  Ju  théorème  11,  v  est  dévcluppahle 
eu  une  double  sérit-  rouverj,'eult!  suivant  les  puissances  positives  cl  négatives 
,  de  M,  ce  qui  ddiinc  le  di' velop|tctnfiit  do  Kourier. 

53-  TilKdUK.MF.  \V.  —  Lorsquuiif  fonclian  monodrome  a  set  tn/iHi*  et 
ses  zvrns  disptiscs  par  ijrnuiirs  lujiiux  et  éiiiiidistdiils  suivnttt  dfnx  directions 
difj'éreutes,  et  que,  dans  chaque  groupe,  le  nombre  des  zéros  est  le  wt'me  que 
celui  des  infinis,  et  la  somme  des  zéros  la  même  que  celle  des  infinis,  la 
fonction  est  doublement  périodique. 

M.  Liouvillc  a  lait  voir  cmninent ,  avec  une  fonction  monodrome  doublement 
périodique  -f  (s)  à  deux  infinis ,  on  peut  fornit-r  une  fonction  doublement  pério- 
diiiuc  F  {s)  ayant  les  mêmes  périodes,  un  nombre  quelconque  d'infinis  et  un 
pareil  nombre  de  zéros  donnés,  pourvu  que  la  somme  des  zéros  égale  celle  des 
infinis. 

Il  existe  donc  une  fonction  doublement  périodique  F  (s)  ayant  les  inlinis  et 
les  zéros  de  la  fonc'.iou  proposée  /"  (:)  ;  le  rapport  de  ces  deux  fonctions  étant 
constant,  ou  eu  conclut  que  la  fonction  proposée  est  elle-même  doubb;nient  pé- 
riodique. 

54.  Nous  avons  cherché,  dans  ce  premier  Mémoire,  à  réunir  les  éléments 
et  à  asseoir  les  bases  solides  de  1 1  nouvellt!  théorie  des  fonctions.  Dans  ce  but, 
nous  avons  rais  à  profit  les  travaux  de  M.M.  Caucliy,  Liouville,  llermite  et  Pui- 
seux.  L'idée  première  appartient  à  M.  Caurliy. 

Les  plus  importantes  des  fonctions  sont  les  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes. Les  trois  premières  catégories  de  fonctions  monodromes  comprennent 
les  fonctions  rationnelles,  les  fonctions  simplement  périodiques  et  les  fonctions 
doublement  périodiques.  Toute  fonction  monodrome,  qui  ne  peut  être  rangée 
dans  l'une  de  ces  trois  catégories ,  constitue  une  transcendante  nouvelle.  Les 
transcendantes  se  distinguent  les  unes  des  antres  par  la  loi  de  distribution  de 
leurs  infinis. 

(tu  peut  regarder  les  équations  dilTérentielles  comme  la  source  inépuisable  des 
transcendantes  nouvelles.  Nous  nous  sommes  occupés  ailleurs  de  l'élude  des  fonc- 
tions définies  par  des  équations  différentielles. 


H.     —   SlR     LES     FONCTIONS     ELLIPTIQUES  ; 
PAR    .M.\l.    BUIOT    ET    BOUQUET  (*). 


55.  Legendre  a  été  comluil  aux  fonctions  elliptiques  par  l'étude  de  l'inlégrale 
transcendante 

du 

x: 


-i: 


V      H 


dans  laquelle  R  représente  un  polynôme  entier  en  «  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré.  Mais  l'intégrale  n'étant  pas  une  fonction  monodrome  de  u,  et  admettant 
une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  «,  il  convient,  au  contraire,  de 
prendre  z  pour  variable  indépendante  et  de  regarder  u  comme  une  fonction  de  i. 
Cette  fonction  sera  définie  par  l'équation  différentielle 

du         , — 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  la  fonction  wde  ;;  définie  par  celle  équation 
difTérentielle  est  une  fonction  monodrome,  comme  les  fonctions  t  ,  sin  z  ;  nous 
verrons  ensuite  qu'elle  est  doublement  périodique. 

On  doit  à  M.  Cauchy  ce  théorème  remarquable  :  tant  que  la  dérivée  ^  reste 

fonction  monodrome  de  m  et  de  z  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs,  la  fonc- 
fion  intégrale  u  est  elle-même  une  fonction  monodrome  de  2.  Nous  admet- 
tons ce  théorème,  renvoyant  le  lecteur  à  la  démonstration  très  simple  que  nous  en 
avons  donnée  dans  le  XX1«  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  page  56. 

56.  Supposons  d'abord  le  polynôme  R  du  troisième  degré  et  proposons-nous 
d'étudier  la  fonction  définie  par  l'équation  différenliclle 

^=[y{u—a)(u  —  b)[u  —  c),  (4) 

à  laquelle  on  joint  la  condition  u  =z  0  pour  2=0.  Il  faut  indiquer  en  outre  le 
signe  avec  lequel  on  prend  le  radical  pour  z  =  0;  nous  désignerons  par  U. 
cette  valeur  initiale  du  radical.  Le  radical  cesse  d'être  monodrome  pour  les  va- 
leurs deu  voisines  de  l'une  des  iiuantilésa,  b,  c,  qui  annulent  le  radical.  11  faut 


(♦)  KxlraJt  d'un  ouvrage  intitule  :  Jhiorie  </<•.<  fonctions  doublement  prriodiiiiie),  et  m 
larticnlter  des  fondions  cltiptinucs ,  par  MM.  Driol  it  Bouquet. 
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examiner  si, malgré  celle  circoiislaiicc,la  fouclioii  iiili^grale  reslc  nioiiudronie.  Sup- 
IMJsoiis  (juc  pour  3  =  3|  la  (oiicliuii  u  devienne  égale  à  a-,  si  l'on  pose  u  ^  a  -f-  u", 
l'équalioii  {levient 

-^  =     l^ia-h-^u'*)  i^a—r  +  u"). 

Le  radical  t'tanl  funclioii  monodrome  de  «'  pour  les  valeurs  de  u'  suflisamment 
pelile{i,il  en  n'sulle  qutî  m'  el  par  suilc  u  reprend  la  même  valeur  quand  la  va- 
riable s  tourne  aulour  du  point  x,.  Ainsi  la  fonction  u  reste  fonction  monodronie 
de  X  tant  que  cette  fonction  conserve  une  valeur  Unie. 

Mais  la  fonction  intégrale  peut  cesser  d'être  monodrorae  d'une  autre  luanière, 
t'est  lorsque  la  fonction  «devient  infinie  pour  une  valeur  finie  de  s  ;  el  il  y  a  lieu 
<le  tenir  compte  de  colle  circonstance,  car  riiilt'giale. 


i: 


du 


[y yu — a)    u — b]{u—c) 


tend  \ers  une  valeur  finie,  quand  u  augmente  indéfiniment  suivant  une  direction 
quelconque.  Soit  donc  a  une  valeur  de  x  pour  laquelle  i«  de\ienl  infinie.  l'osons 


4 


%—  —  \^\—av)    \—hv)  (1— c«); 


l'équation  différentielle  devient 

dv 
dz 

el  l'on  fait  ensuite 

v  =  v'\ 

elle  se  réduit  à 

cl  l'on  a  v'  z=.  0  pour  ='  ■=.  0.  I^  funclion  v'  définie  par  l'équation  \i.  restant 
monodromc  dan&  le  voisinage  de  Z'  =  0,  il  en  est  de  même  de  lu  foncliou  u.  Ou 
en  conclut  que  u  est  une  fonction  monodrome  de  s  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

57.  Kludions  maintenant  la  fonction  inverse 

du 


=  1 


0  l^(u-a){u—b}  (u—c) 

Dans  le  plan  qui  sert  à  figurer  la  variation  de  m,  marquons  les  trois  points 
o,6,f,  désignons  par(A),(B),(C).  les  trois  contours  élémentaires  corrfsp^mdanls 
et  appelonsA,B,C  le.<»  valeurs  de  l'intégrale  définie  relative  àccs  contours.  T.ms  les 
chemins  qui  voni  de  l'origine  à  un  |>oint  quelconque  M  du  plan  peuvent  élrc  rjmrtv^s 
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au  clicmin  rcciiligno  DM,  ou  i  ce  chemin  rcctiligiic  iirécédc  de  l'un  des  conlouih 
élémentaires  ou  d'une  combinaison  de  ces  contours.  Appelons  z  la  valeur  de  l'inté- 
grale reclilii^nc  OM.  Tous  les  cliciniiis  (|ui  se  ramènent  au  chemin  recliligne  sans 
passer  par  aucun  des  poinis  a,  b,  c  donnent  la  même  valeur  z.  Supposons  que  la  va- 
riable M  décrive  d'abord  le  contourélémentaire(A),  le  radical,  changeant  de  signe. 

Fin    10. 


reviendra  à  l'origine  avec  la  valeur  —  Uo,  de  sorte  que  si  u  parcourt  ensuite  le 
chemin  rcctiligne  OM,  l'intégrale  prendra  la  valeur  —  2,  en  tout  A  — ;:  .  Suppo- 
sons maintenant  que  la  variable  «,  après  avoir  décrit  le  contour  (A),  décrive  en- 
suite le  contour  élémentaire  (B),  par  un  second  changement  de  signe  le  radical 
reviendra  à  l'origine  avec  sa  valeur  initiale  Uq,  l'intégrale  ayant  alors  la  valeur 
A  —  B  ;  si  l'on  marche  ensuite  suivant  un  chemin  quelconque,  on  voit  que  l'in- 
tégrale sera  augmentée  de  la  quantité  constante  A — B;  par  exemple, si  Ion  suit  le 
chemin  rectiligne  CM,  ou  aura  A  —  B  -i-  s.  La  variable  a  pouvant  décrire  le 
double  contour  (A)  -f-  (B)  autant  de  fois  que  l'on  veut,  l'intégrale  sera  augmentée 
d'un  multiple  quelconque  de  la  quantité  constante  (o  :=  A  —  B.  qui  constitue  ainsi 
une  première  période.  On  aura  de  même  deux  autres  périodes  w' =^  A — C, 
w"=  B  —  C  ;  mais  comme  w"  =:a>' —  w,  cette  troisième  rentre  dans  les  deux 
premières.  Si  l'on  parcourait  deux  fois  successivement  le  même  contour  (A),  on 
reviendrait  à  la  valeur  initiale  Uj  du  radical;  mais  la  valeur  de  l'intégrale  A  —  A 
serait  nulle.  Ainsi,  il  n'y  a  pas  d'autre  période  que  les  deux  que  nous  venons 
de  trouver. 

58.  11  résull(!  de  ce  qui  précède  qu'à  chaque  valeur  de  «  correspondent  deux 
séries  de  valeurs  de  a  représentées  par  les  formules 

s  +  ww  +  w'o)',  A— 2  +  mw -I- m'w', 

dans  lcs(|uellcs  m  et  m'  désignent  des  nombres  entiers  quelconques  positifs  ou 
négatifs.  Les  valeurs  15  —  2,  C  —  z,  que  l'on  obtiendrait  en  parcourant  d'abord 
l'un  des  contours  (B)  ou  (C),  puis  le  chemin  rcctiligne  OM,  rentrent  dans  la 
seconde  série;  car  B==A+B— A-  A— (.),C  -A+  C— A--A— w'.  UiViproquemcnl, 
on  conclut  de  là  que  u  est  une  fonction  monodrome  de  j  doublement  périodique  ; 
quand  la  variable  s  augmente  ou  diminue  de  l'une  des  (pianlités  ^  et  W,  Ki 
fonction  u  reprend  la  même  valeur. 
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Dans  le  plan  qui  sert  5'  figurer  lu  vaiiulion  tic  z,  portons  à  la  suite  les  unes 

des  autres  les  longueurs  oo,,  o,  o,, ('gales  à  la  première  pi'rioilc  <•>,  les 

longueurs oo',  o'o",o'' o'",  «5gales  à  la  seconde  piîriodcw';  par  les  |Mjiiitso,  o',  o  '. 

Fi  g.  \  I . 


menons  des  parallèles  àoo,,  et  par  les  points  o,,  o,,...  des  parallèles  à  oo'.  Ces 
panllèlcs  divispronf  le  plan  en  |raralI('lojrrammes  ^gaux,  dans  lesquels  la  ftmc- 
tinn  «  reprendra  périodiquement  la  môme  valeur.  Dans  chaque  parallélogramme, 
la  fonction  m  passe  deux  fois  par  tous  les  états  de  grandeur  et  la  somme  des  deux 
valeurs  de  z  qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  «  est  consLinte  et  égale  à  A, 
en  néi.Migeant  les  multiples  des  périodes. 
La  fonction,  dans  chaque  parallélogramme,  admet  deux  zéros  simples,  5  =:0. 

z  =  .\,  cl  iiii  inlini  double  <ï  =  —  ;  car  l'équation  (2)  montre  que  5'=0  ou  zzzn 

est  un  zéro  simple  pour  y',  cl  par  conséquent  un  inlini  double  pour  m. 

59.   La  méthode  précédente  s'applique  sans  dilliculté  à  l'équation  différen- 
tielle 


jT7=l/(M— rt»  (H~t)  yll—c)  (K— (/), 


du 


(3) 


à  laquelle   on  joint  les  conditions  »<  =  0..^  =:  U,  pour  z  =zO.  Li  fonction 

«  reste  monodrome,  même  dans  le  voisinage  des  valeurs  a,  f*,  c,  d,  pour  lesquels 
la  dérivée  cesse  d'être  monodrome  par  rapport  à  m.  Soit  «  une  valeur  de  z  qui 
rend  m  infini  ;  si  l'on  pose 


:  =  <x  -^  i',  u=-. 


l'équation  devient 
di 


-7-,=  —  iy\\—av)  ^1— 6r,  (4— ff)  (\  —  dv. 
'iz 


(«) 


et  Ion  a  la  « ondilion i  =^  0  pour    *'  —  0.  La  fonriion  v restant  monodrome  dan* 
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le  voisinage  de  z'zz  0,  il  en  est  de  même  de  u.  Ainsi  la  fonction  u  est  nionodronic 
dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Considérons  maintenant  la  fonction  inverse 


J  ,l^{u—a)  {u-b)[u- 


-c)  (u—d) 


Dans  le  plan  relatif  A  la  variable  m,  marquons  les  quatre  points  a,  b,  c,  </, 
dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  quand  on  fait  tourner  le  rayon  vecteur  dans  un 
sens  détermine ,   et  considérons  les  contours  élémentaires  qui  enveloppent  ces 
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différents  points.  Comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut,  quand  la  varialde  u 
parcourt  successivement  deux  contours  élémentaires,  on  ramène  à  l'origine,  par 
deux  changements  de  signe,  la  valeur  initiale  du  radical  ;  il  en  résulte  les  six 
périodes 

A— B,  A  — C,  A-D, 

B— C,  B— D,  C— D; 

mais  ces  six  périodes  ne  sont  pas  distinctes  :  on  remaniue  d'abord  que  les 
trois  dernières,  étant  des  cooibinaisons  des  trois  premières  ,  rentrent  dans 
celles-ci.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  qnc  les  trois  premières  périodes 
se  réduisent  à  deux. 

De  l'drit^'ine  comme  centre,  avec  un  liés  grand  rayon  OL,  décrivons  un  cercle, 
et  supposons  que  la  variable  u  parcoure  d'abord  la  droite  OL  ,  puis  décrive  la 
circonférence  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche,  »:t  revienne  à  l'origine  par  la 
droite  LO.  Ce  ((nitour  fermé  équivaut  évidemment  à  la  somme  des  quatre 
contours  élémentaires  (A)  +  (U)  +  (C)  +  (D)  parcourus  dans  l'ordre  indiqué  ; 
ce  qui  donne  l'intégrale  A  —  B  +  C  —  D.  Le  radical ,  ayant  éprouvé  quatre 
changements  de  signe,  reprend  à  l'origine  sa  valeur  initiale  Uç;  quand  la  variable, 
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aiirès  avuir  parcouru  la  ilroile  (>l.,  a  décrit  la  grande  circonférence,  le  radical 
rei»rend  donc  au  point  L  la  même  valeur,  et ,  par  suite ,  la  seconde  iiilt'grqle 
recliligne  LU  détruit  la  première  OL;  il  reste  à  évaluer  l'intégrale  circubire. 
Si  l'on  pose  zrzre'* ,  ccllo  inl»Vralc  a  pour  expression 

te-  '.(i'j 


V 


(,_?,-■)(._'.«-'.)  (I_'.,-S(,_Ë,-'..); 


quand  le  rayon  augmente  indéfiniment,  cette  intégrale  tend  vers  zéro.  Amsi 
l'intégrait;  relative  au  contour  fermé  OLI/M>  est  nulle.  Il  t\\  résulte  la  rela- 
tive 

A_r, +  C_1)=0; 
d'où 

A  —  U—  C  —  (::z:(A-  C)  —(A  —  B), 

ce  qui  fait  rentrer  la  troisième  période  A  —  U  dans  les  deux  premières. 
Ainsi  la  fonction  u  est  doublement  périodique  ;  elle  admet  les  deux  périodes 
«o  -  A  —  C,  w' =  A  —  B. 

Si  l'on  néglige  les  multiples  des  périodes,  on  voit  qu'à  chaque  valeur  de  u 
correspondent  dcu\  valeurs  de  s,  savoir  :  l'intégrale  rectiligne  -  et  A — x,  les 
autres  valeurs  B  —  ;»,  C  —  s,  D  —  x,  rentrant  dans  la  seconde  par  des  addi- 
tions de  périodes.  La  somme  de  ces  deux  valeurs  est  constante  et  égale  à  A. 

Dans  chaque  parallélogramnie  des  périodes  ,  la  fonction  i*  passe  deux  fois 
par  tous  les  états  de  grandeur  ;  elle  admet  deux  zéros  simples  c  =  0,  x=A, 
et  deux  infinis  sin.ples  s  =  «,  >rr=  fJ.  L'é(]uation  (l)  montre  en  ciTet  qire  :=a 
est  zéro  simple  pour  v,  et  par  conséquent  infini  simple  pour  u. 

60.  La  fonction  elliptique  est  définie  par  l'équation  diflférenlieile 

du 


--=i/l/(l-o'M«-^V)  (5) 

dans  laquelle  ij  et  U  sont  deux  paramètres  arbitraires.  On  suppose  que  pour 
2  r^  0,  la  fonction  a  la  valeur  initiale  m  ^0  et  le  radicjl  la  valeur  +  4. 
Cette  équation  rentre,  comme  cas  particulier,  dans  celle  que  nous  avons  étudiée. 
Ainsi  la  fonction  qu'elle  détinil  est  monodrome  et  doublement  jH^riodique.  .Nous 
désignerons  par  >•  (:)  cette  fonction  ,  et ,  pour  abréger,  nous  représenterons 
le  radical  par  ^  n. 

La  forme  particulière  du  polynfimc  du  quatrième  degré,  placé  sous  le  radical, 
donne  à  la  fonction  elliptique  certaines  propriétés  remarquables  que  nous  allons 
énumérer. 

On  voit  d'abord  que  la  fonction  est  impaire  ;  car  si  l'on  fait  varier  w  dans 
deux  directions  opposées,  fintégralc  définie 


=/.: 
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acquiert  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  ;  on  a  donc 

Les  quatre  racines   du   polynôme,  placé  sous  le  radical  sont   +  i,  —  <, 

"*■    \^ ^^.hces  racines  correspondent  les  quatre  points  a,  c,  b,  d. 

Fig.  13. 


Puisque  C  ::=: —  A,  la  première  période  est 

du 


•  '  du 

«/      0 


cette  intégrale  étant  prise  suivant  le  chemin  rectiligne  0  a. 

Pour  évaluer  la  seconde  période  w'  —  A  —  B,  il  faut  parcourir  successive- 
ment les  deux  contours  (A)  +  (B).  Ce  double  contour  équivaut  au  contour  fer- 
mé 0  a' a" ai  bi  b' b"b  jO,  a'  o\h.  cause  des  deux  changements  do  signe,  le  ra- 
dical reprend  en  a'  la  même  valeur,  de  sorte  que  les  deux  portions  rectili- 
gnes  oa'  et  a'  o  se  détruisent.  L'intégrale  se  réduit  à  la  droite  a^  6,  parcourue 
dans  un  sens  et  dans  l'autre  avec  des  signes  contraires  ;  on  a  donc 


cette  intégrale  étant  prise  suivant  le  chemin  rectiligne  a  b. 
Les  deux  valeurs  de  a  qui,  dans  chaque  parallélogramme,  correspondent  à  une 

même  valeur  de  m,  sont,  abstraction  faite  des  périodes,  s  et  A  —  3  ou-— 2 

•i 

dont  la  somme  est  constante  et  égale  à  ^.  On  en  déduit  celte  relation 
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el  par  suite 

.Q  +  c)=->u).  .11) 

La  fonclion  ailmet  les ileux zéros  simples  z  z=.0,  z  z=.  ^;oiiaaussi  >Y^j=4, 
piiisqu'en  faisant  varier  «  de  0  à  4  en  li!,'nc  droite,  rinti'-^Tale  iléliiiie  =  acquiert 

la  valeur     .  On  voit  parla  que,  relalivemenl  à  la  première  période  w,  la  fonctior» 
4 

^  (j)  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  fonction  simplement  périodique 

.      înc 
sin   . 

Clierchons  maintenant  les  deux  infinis.  Supposons  que  la  variable  u.  partant 
do  Mz=0,  s'éloiL:neiirinlîni  suivant  un  clieniin  quelconqut\  on  obtiendra  une  va- 
leur liiiie  di-  :, 

—  /  *iîi 

Posons 

1— M" 

il  vient 

^'  dtr_ 

Or  rien  n'empéclie   de  supposer  le  ilieniin  suivi  par  la  variable  »  teltjue  le  ihe- 

min  correspondant  suivi  par  la  variable  n'  soit  rectiligne;  on  a  donc  a  — 

oua=:— .   Un  second   chemin  allant  de  m    j=  0   à   m  — «  doiniera  -  —  ^, 
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-t 


.     h  f  '  f 

— ,< — '    u  •    '    ■    t 


c'est-à-iiire  5  —  "^    ou  -   +  "ï"  I-t'S  autres  rlicmins  conJuiscnl  aux  rut^mes 
valeurs  augmenlées  ou  diminui^es  *le  inulli|iles  tles  rnSnode^     \i'i>i  ''ans  djaiiuc 
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parallélogramme  la  fonction  ),  (x)  admet  les  deux  infinis  simples  2  :r:— ,3  :::-         . 

La  ligure  (14)  indique  la  distribulioii  des  ztîros  et  des  infinis  dans  le  plan 
relatif  à  la  variable  s,  les  points  ronds  se  rapportant  au  zéros,  les  étoiles  aux 
infinis. 

Posons 

z=z-  4-2',  Mzr  7- 
2  kv 

la  nouvelle  fitnction  v  satisfait  à  Téqualion  différentielle  • 

et  s'évanouit  pour  z'  =  0,  la  valeur  initiale  du  radical  pour  ;r'  =  0  étnnt  i  < .  On 
a  donc  i'  =  ±  X  (<?')  suivant  le  signe  du  radical,  ce  qui  donne  la   relation 

^(— +  2'  )=±7T — 7-.  Si  dans  cette  relation  on  fait::  =  ^,  il  vient 
xr-r--t-y  j=  +•  T.  Il  est  facile  de  déterminer  le  signe;  on  sait  qu'il  la 
valeur  u   =  -r^  par  l'intégration  rectiligne  suivant  ob,  correspond  la  valeur 


2  =-4-  +2-;  on  a  donc 


ce  qui  nous  apprend  que,  dans  l'équation  (2)  le  radical  a  la  valeur  initiale  —  1, 

d  V 
et  par  suite    la  dérivée  -j-,  la  valeur  initiale  +  4 .  On  en  conclut  la  relation 

(IZ 

importante 


(i'  +  O^iïïT)' 


(111) 


qui  n'a  pas  son  analogue  dans  le  sinus,  mais  dans  la  tangente. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  fonction  elliptique,  définie  par 
l'équation  (5)  est  une  fonction  monodrome  doublement  périodique  impaire,  ayant 
|iour  périodes 


y  0 .7"  ty  1 


Klle  admet  dans  cliaquc   parallélogramme  deux  zéros  s  ==  0,  ^  =  ~,  et 

deux  infinis  simples  c  r^  1_— ,  zt='^.  die  passe  deux  l'ois  par  chaque  valeur, 
et  les   df'ux    valeurs  de   z  ,   qui    rorrcspondrnt   à    une    mfnip    valeur    de    la 
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fonction,  présenl.ni  nue  somme  .onst:inlc  cl  égaU'  à  j.VMe  jo  jil  des  |»ropriélés 


suivantes 


'(i+o—  (r+'j=i-^. 


On  ;i  (i'iiilleurs 


^(f)='-  (ï+iH 


61.  I,  riiuation  (5j  ,  iiar  lii.|uelle  nous  avons  défini  la  fonction  elliptique, 
renferme  <ieu\  paramétras  arbitraires  g  et  k ,  et  l'on  conroil  que  les  deux  pé- 
riodes w  et  w  ,  qui  s'en  déduisent ,  puissent  recevoir  toutes  les  valeurs  possi- 
bles ;  nous  désignerons  cette  fonction  par  le  signe  ),  (  s,  7,  k),  indiquant  ainsi 
'es  deux  paramètres^  et  k  dont  elle  déjiend. 

Mais  on  peut  ramener  la  question  au  ais  où  7  -    \  ;   l'équation  diflérentielle 


du 


;=l/(l— «')(1— AV)  (6) 

iiiî  renferme   pins  alors  i|u'un  seul   paramètre  k  ,  auquel  on  donne   le    nom  de 
module  :  la  fonction  clliptii|uc  qu'elle  définit  sera  représentée  par  le  symbole 
V  jr,  4 ,  k),  ou  plus  simplement  X  (z.  fc),  en  sous-enlendant  le  premier  para- 
mètre qui  est  égal  ii  l'unité.  L'équation  (5)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

,7^=  >/"-"■»'-'■»■»• 

un  voit  (|ui' 

'/{z,g,k)  =  y   fjz,k). 

Si  lou d\)[te\\c  w  pt  w'  les  deux  périodes  de  la  fonction  )  (s.  A),  celles  de  la 

lonction  >  (gz,  A)  seront  —  et       ?  ainsi ,  quand  on  cliangc  la  valeur  du  iwra- 

mètre  g,  les  deux  périodes  varient  dans  h  même  rapport.  Il  résulte  de  là  qu,.  |a 
valeur  du  module  A  ne  dépend  que  du  rapport  des  périodes  ;  après  avoir  déter- 
miné ce  module  de  manière  que  le  rapport  des  périttde;.  ait  une  valeur  donnée  on 
pourra  disposer  du  paramètre  7  .le  manière  que  les  périodes  .lieni  ,],■<  va- 
leurs données. 

6'i.  La  fonction  elliptique  a  été  l'objet  des  reiii.irqii.ibles  travaux  de  Legendre 
Abel  et  .lacobi.  .Mais  ces  grands  géomètres  s.'  s. ml  bumés  ;iii  ris  où  j,.  inu<liile 
est  réel  et  moindre  que  l'unité. 

Kans  ce  ras,  la  fonction  inverse,  donnée  pu  1  mi --i  ur  iliiime 


J*  u (lu 
,1/(1— «';  A—k'u\ 


ne  reste  réelle  que  si  u  varie  du  —  t  à  4-  «  ;  si  l'on  pose  m  rr  sin  ;,  il  vient 
T.    II.  M 
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en  désignant  par  a  y  le  radical  1/1  —  A*  sin.*  ?.  Legendre,  qui  ne  s'occupaii 
que  de  la  quadrature  ou  de  la  fonction  inverse,  regardait  l'angle  ç  comme  l'am- 
plitude de  la  valeur  z  de  Tinlégralc  définie.  Jacobi,  qui,  avec  Abel,  a  le  pre- 
mier envisagé  la  fonction  directe  «,  a  été  conduit,  d'après  cela,  à  représenter 
cette  fonction  directe  par  le  symbole  sin  am  x,  (c'est-à-dire  sin  <?  ,  ou  sinus 
amplitude  2)  ;  il  représentait  de  même  la  fonction  tx(;;)  ou  cos  ?  par  cos  am  z  et 
la  fonctions  (s),  ou  A?  par  A  amz.  Mais  nous  préférons  conserver,  même 
dans  ce  cas  particulier,  pour  représenter  les  trois  fonctions  directes,  les  signes 
\  (z),  (x  (2)  V  (z),  qui  sont  beaucoup  plus  simples  et  plus  commodes  dans  le 
calcul. 

Lorsque  le  paramètre  fc  est  réel   et  moindre  que  l'unité,  la  première  pé- 
riode 


1/1— A' sin'? 
est  réelle ,  la  seconde 

(»'=2   /    ~t — —  —  2i/    1 ^h 

,y,     V  il— M^)(l-AV)  t/i    y  (u'-^){\-k*u*) 

est  imaginaire.   Si   l'on  pose  fc*  -f-  k'*=\,  /i'  u*  -]-k'*u'*=  4,  cette  der- 
nière intégrale  devient 


d-. 


V  1— /c"sin*? 


Le  module  complémentaire  fc'  étant  aussi  réel   et  moindre  que  l'unité ,  la 
fonction  \  {z,\i)  admet  également  une  période  réelle  w,  et  une  imaginaire  w'j. 

En    vertu  de  la  formule  précédente,  on  a  w'  =  -r4.  La  période  imaginaire  de 

la  fonction  >(z,  A)  égale  la  moitié  de  la  période  réelle  de  la  fonction  >■  (x,A') 
divisée  par  t. 


FIN. 
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